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Zum quantenmechanischen Dreikérperproblem 
I. Grundlagen 
Von 
H. DiEuL, S. FLUGGE, U. ScHRODER, A. VOLKEL und A. WEIGUNY 


Mit 1 Figur im Text 
(Eingegangen am 24. Dezember 1960) 


The three-body problem of quantum mechanics has been treated in appropriate 
co-ordinates. These are, besides those of the center-of-mass, the distances between 
the three particles and three Eulerian angles, fixing in space the position of the 
triangle formed by the particles. The Hamiltonian can be simplified by intro- 
ducing the usual angular momentum operators of a gyrating rigid body. The solu- 
tion of the wave equation has been discussed. Factorization into an angular part 
and a part depending on the particle distances only leads to certain linear combi- 
nations of such products. The angular parts have the well-known form of the 
representation coefficients Dax of the three-dimensional rotational group. The 
parts depending on the distances may be derived from a system of differential 
equations coupling, in two separate sets, either even or odd values of K for each 
given value of L. 


1. Einleitung 


In der Entwicklung der klassischen Mechanik hat die Behandlung 
des Dreikérperproblems eine bedeutende Rolle gespielt. Es ist das 
einfachste Problem, das iiber das fiir Zentralkrafte noch separierbare 
Zweik6rperproblem hinausfiihrt, und an ihm hat sich ein guter Teil der 
mathematischen Methode entwickelt, die schlieBlich in der Hamilton- 
Jacobischen Formulierung ihren allgemeinen Ausdruck gefunden hat. 

Beim Aufbau der Quantenmechanik brauchte der gleiche Weg nicht 
nochmals wiederholt zu werden. Nachdem das begriffliche Konzept am 
Zweikérperproblem weitgehend verstanden war, konnte — geleitet von 
der voll ausgebauten klassischen Mechanik — sofort der Sprung zum 
Mehrkérperproblem im Konfigurationsraum getan werden. So kommt 
es wohl, daB das Dreikérperproblem in der Quantenmechanik in den 
Hintergrund getreten ist und seine besonderen Zitige wenig untersucht 
worden sind. 

Das Interesse am Dreikérperproblem wird also gewif nicht mehr 
grundsatzlicher Art sein. Bei naherem Zusehen findet man jedoch eine 
Fiille physikalisch wichtiger Systeme, die Spezialfalle dieses Problems 
sind. Es erschien daher lohnend, dem etwas systematischer nachzu- 
gehen. Dazu wird in der vorliegenden und den drei nachstehenden 
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2; H. Dieu, S. FLicce, U. ScHRODER, A. VOLKEL und A. WEIGUNY: 
Arbeiten ein erster Anlauf genommen; weitere, die Serie erganzende 
Ver6ffentlichungen befinden sich in Vorbereitung. 

In der vorliegenden Arbeit wird der Grund zu den nachstehenden 
gelegt. Wir fiihren ein Koordinatensystem ein, das dem Problem an- 
gepaBt ist und in dem kein Teilchen vor den anderen ausgezeichnet ist, 
rechnen die Schrédinger-Gleichung auf diese Koordinaten um und unter- 
suchen ihre Lésungen, soweit dies fiir Zentralkrafte allgemein méglich 
ist. In der zweiten Arbeit wird hierauf die Theorie der Kernbewegungen 
dreiatomiger nichtlinearer Molekiile zunachst fiir den Sonderfall ent- 
wickelt, da8 zwei Atome einander gleich sind; die Beschrankung auf 
kleine Schwingungen um Gleichgewichtslagen umschlieBt gleichzeitig 
den Grenziibergang zum starren K6érper und damit zur bekannten 
quantenmechanischen Theorie des dreiachsigen Kreisels. 

Die dritte und vierte Arbeit enthalten zwei einfache, eng miteinander 
verwandte Dreikérperprobleme, naémlich die Theorie des H3-Molekiils 
unter konsequenter Mitnahme der Kernbewegung als ein sonst wohl- 
bekanntes Testobjekt fiir die Anwendung des hier benutzten Rechen- 
verfahrens und die Theorie des ppy-Molekiils aus zwei Protonen und 
einem u-Meson, bei dem die tibliche Aufteilung in ,,Elektronen“bewe- 
gung bei festgehaltenen Kernen und Kernbewegung in dem dadurch 
erzeugten Potentialfeld eine merklich schlechtere Naherung als im Falle 
des Hg ist, so daB unser neues Rechenverfahren dort voll zum Tragen 
kommt. 


2. Koordinatenwahl. Transformation der Wellengleichung 


Den folgenden Betrachtungen liegt die zeitunabhangige Schrédinger- 
Gleichung fiir drei Teilchen mit den Massen 


3 3 
m, =";,M); ie =M; Dd u;=1 (1) 
= jz 
zugrunde: 3 
nh? af 
= Sp 2s et CES ER. (2) 


Wirken Zentralkrafte zwischen den Teilchen, so hangt V nur von den 
drei Abstanden 7;, ab. Damit ergeben sich bereits Anhaltspunkte fiir 
die Wahl geeigneter Koordinaten: Da nur die Relativkoordinaten im 
abgeschlossenen System eingehen, trennen wir die Schwerpunkts- 
bewegung ab; da nur die Abstande der Teilchen in die potentielle Energie 
eingehen, bentitzen wir diese zu einer in allen drei Teilchen symmettri- 
schen Beschreibung der Konfiguration. Sind auf diese Weise Schwer- 
punkt und Gestalt des Dreiecks aus den drei Massen bestimmt, so bleibt 
noch dessen Orientierung im Raum festzulegen, wozu es dreier geeignet 
zu wahlender Eulerscher Winkel bedarf. 
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Fiithren wir hiernach statt der neun Koordinaten ty, tg, ts ZuNachst die 
Schwerpunktskoordinaten 


3 
ts = Di Mit; (3) 
1=1 
und die Relativkoordinaten 
Gy =Wate 1S — te (4) 
ein, so geht die Schrédinger-Gleichung (2) mit dem Ansatz 


DaVita 8 (5) 


tiber in die Differentialgleichung der Relativbewegung: 


am las ~ 1) 404 ({- 1) 42-2 - Me) P+(V-8)¥=0, (6) 


worln 
ho 
6=E—— ae (7) 


2M, 


die Energie der Bewegung um den Schwerpunkt ist. 

Statt der sechs restlichen Koordinaten x; ... 2, fiihren wir die drei 
Abstande &,, &, €, der Teilchen voneinander und drei Eulersche Winkel 
y, 0, py ein. Fiir die drei Abstande wird dann 


&, = (a; %1 4)" (a; 11 b; yo)? + (a; 2 +b; 29)? 


mit 
My a My. i” 
aaa Pp igs Pe 8 
1 a : i 3 (8) 
f =—(1 fa), Res eee 
fh - Ae ? 2 ie 3 


Die Eulerschen Winkel definieren wir so, wie es Fig. 1 andeutet: # gibt 
die Neigung der Normalen auf der Dreiecksebene n =r; X 13 gegen die 
raumfest orientierte z’-Achse an; ist der Winkel zwischen der raumfest 
orientierten x’-Achse und der Knotenlinie von x’ y’-Ebene und Dreiecks- 
ebene. Die Winkel ? und @ geniigen also, um die Lage der Dreiecksebene 
(bzw. ihrer Normalen) zu fixieren; der dritte Eulersche Winkel y markiert 
sodann Drehungen des Dreiecks um seine Normale. Fir ? und @ er- 
halten wir in bekannter Weise die Transformationsformeln 


/ / , Z, 
41 V—g— V4 % 
cop gas (9a) 
Jt; X tp 
/ , , / 
— 24 %e + %12¢ 
CoS Pp = Vc eT 7 Ts ( = = rye)? } 
BAD PAY) i NSU RY SCAN AAP 
: ° , ¥. A /, (9b) 
F 14 24 — 21 V5 
Si Oe ge 


Vel x3 > e128)? + (vi4g — 44 93)" 
4* 
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Bis hierher ergibt sich die Wahl der zweckmaBigsten Koordinaten 
ziemlich zwangsldufig; einige Willkiir bleibt hinsichtlich der genauen 
Festlegung von y. Um auch diesen Winkel zu fixieren, bestimmen wir das 
instantane Hauptachsen- 
system 4’ y’"2’" des Trag- 
heitstensors und definieren 
y als den Winkel zwischen 
der oben genannten Kno- 
tenlinie von Dreiecksebene 
und x’y’-Ebene einerseits 
und der x’’-Achse anderer- 
seits. Da die Dreiecksnor- 
male eine Haupttragheits- 
achse ist, fallt 2’’ in die 
Richtung der Dreiecksnor- 
malen, und wir haben zur 
Festlegung von yw lediglich 
noch eine Drehung in der 
Dreiecksebene zu vollziehen. 


Fig. 1. Koordinaten, 1, 2, 3 sind die drei Teilchen, x’y’2’ Um diese Drehung aus- 


raumfest orientierte Koordinaten um den Schwerpunkt, «’’ ’’ 2’’ zutiihren, benutzen wir die 
ein kérperfestes Koordinatensystem. Die Achsen v’’ und y’”’ : Her ¢ 
fallen in die Dreiecksebene Hilfskoordinaten x°® on in 


dieser Ebene, die so defi- 
niert sein médgen, daB x° in die Richtung der Knotenlinie fallt. In 
diesem System sind die Komponenten des Tragheitstensors 


0,0 ae M) pa Mi Shes Oyo y° = My » Mi ie 


O0,0 — Ores. + Orne: 
OV OF cs 
Oyo y0 = My DM 4 aes On = 0 Oni =O, 
v 


Fiir den Winkel y ergibt sich nach den Regeln der Hauptachsentransfor- 


mation 36m. 
; ; tan 2y = ce 
Mit Hilfe der Formeln 0,9 9 — Oyrye 
m=, cosp +yjsing; y= i (i =4,2,3) 


kénnen wir in den Komponenten von © die Hilfskoordinaten 1°, vo 
eliminieren und finden 

— 2(K,,cosp + Ky,sin y) sind 
K,, —sin?} (K,, cos? y + Ky y sin? p + 2K yy COS @ sin @) 


. r is 12 r 7 Ce / 
mut) Ke 2 Mi % ae oe ae Ko = 2 ges (9c) 


tan 2y= 


ae 2 0 ron ee 2 fi ry eth 
EG — > Mg i Vis 1G ee Ms Mivi > ite a Ds Mj Xj i. 
4 a 
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Dabei sind noch x3, y3, 23 durch die Koordinaten der beiden anderen 
Teilchen mit Hilfe von >) u;1; =O auszudriicken. 
i 


Die Gln. (8) und (Qa—c) enthalten die vollstandigen Definitionen der 
dem Problem angepaBten Koordinaten &,, &, é, gy, 0, y im Schwer- 
punktssystem. 


Die Umrechnung der Differentialgleichung (6) auf die neuen Koordi- 


naten ist miihsam, aber prinzipiell einfach. Wir geben daher sofort ihr 
Ergebnis an. Die Wellengleichung lautet jetzt 


HY =—_" _(€0,+40,+0,) ¥+V¥ =6Y, (10) 


wobei die drei Operatoren O;, welche aus der Transformation der kine- 
tischen Energie hervorgehen, sich in der folgenden Gestalt ergeben: 


os by + fly Ce ot 2 ef ) Mz + Ms (ae po 0 | 
MyM, \O&% § & 0, My Mg 0g} & 08 
a9 B e2 2 £2 a2 
tls (+e) te eS Se (11a) 
Hy 43 0g} S2 OS fy Eo §5 0&, 0&, 
Sie ts ca ae Ses pee 
fae) &4&; 0€, 0&3 M3 Eb, 0€, 0, ’ 
S72 Marae) Se a ee 
O = 2 ey Fie UL, (é 3 5) aa 
ai alam ee : 
; e “Me 2 
— ts (E} a A) dE. O Ps fa = Sines +&— Cala 
oe ee (11) 
= 2 2 e Me te (2 g2 — £2) 
fy (§3 é3 &)] GE, oy ees [ea (3 + 3 1) 
2 ¢2 2 Cae 
ees Ale ae 
g2 
COS* 7) ——— 
O03 = a {(Jrsin’ ytdn y) Bn wis 
2 Jn sin? y) (—. eect he = 
+ (J, cos Dee OS) sin? e Oy? od 
5 cost Cn 
“sink? Oy oy 
cos# @ 1 oe? oe? 
ine. cot ?— : le 
hee dna st 2Y | ag dp sind dyad | Od Oi ee 


se > (iz — Ji) Sin 2y (oy - cot?d) + 


a ee 


. ; e2 
+ J? Ji, (1 — 3 cos? cos? #) + J, Jf, (1 —3sin?y cos? 9) ] za} 
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Hierbei sind J, und J,, Haupttragheitsmomente zur Gesamtmasse 1, 
die allein von den Abstianden der drei Teilchen abhangen: 


Fe ter = ta 83 + oot Gt + st 2. ! 33 
Tt: Su = 2 Uy py My (2ETES + 26365 | pee? — gt £5 — &2). 


Es ist von Nutzen, im Operator O, im Hinblick auf den folgenden Para- 
graphen noch einige einfache Umformungen vorzunehmen. Mit den 
Abkiirzungen 


ste ehh BEE Bil 
JT ees 
(i — Ju)? 


(13) 


erhalten wir bei gleichzeitiger Zerlegung der y enthaltenden Winkel- 
funktionen in ihre Exponentialanteile 


0? 1 a é cost oe 
OA a —= 2 - 
: a sin?} Og? | cole oo sin? Op i (14) 
1 Gea gees! 2ivOQ —2iy Ox : 
sin? ® ey? | 7 a ee a oa } 
dabei bedeutet 
ailine 1 GE é 
Fe ae ee 
cosas GE Ci ak 
“sin? Op op oy? ‘ 
cosh 0 oy & Seare (15) 
sind dp sin? dp 6d | a ay 
1 
Bee 2 
(reg + cot a) 1 


und Q* den konjugiert komplexen Ausdruck. Der Sinn dieser Umfor- 
mungen wird klar, wenn wir die allein durch die drei Eulerschen Winkel 
zu beschreibenden Drehimpulsoperatoren einfiihren, die fiir ein beliebiges 
N-Teilchen-System bekannt sind!. Dann ist 


fae 62 2 BV 
So red oe re a : i ME a 
age | 69 | sink \ Gy? | Gq? A ey oa ra) 
im Koordinatensystem mit raumfester Orientierung ist 
eee 
Lg = OR (17) 


1 Vgl. etwa Epmonps, A.R.: Angular Momentum in Quantum Mechanics, S. 11, 
54—65. 1957. — NriELsEN, H.H.: In Handbuch der Physik, Bd. 37/1. 1959. — 
SHAFFER, W.H.: J. Mol. Spectrosc. 1, 69 (1957). 
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im Koordinatensystem mit kérperfester Orientierung 


h a 
Laces 
2 i oy ? (18a) 
A ; 
rs Leos 7M tae v Si 1 C , 4] SE fs, o 
At rer aP aie sing} dy Se ow eos as) 


Aus diesen Formeln folgt nach einfacher Rechnung 


Mie fre WV OF. Ah 2D, (19) 
so daB wir O, anschaulicher schreiben kénnen 
1 1 
Os = 9g {AL CLP + 5 BAe as A‘). (20) 


3. Eigenschaften des Hamilton-Operators 

Der in §2 erhaltene Hamilton-Operator (10), (41) bzw. (20) besteht aus 
drei Teilen: einem reinen Schwingungsterm O,, einem reinen Rotations- 
anteil O, und einem Wechselwirkungsglied O,. 

Ein besonderes Interesse kommt im Hinblick auf die allgemeine 
Losungstheorie dem Rotationsanteil O; zu. Hier liegt der Vergleich mit 
dem Hamilton-Operator des asymmetrischen Kreisels nahe. Betrachtet 
man die von WANG? angegebene Form des Kreiseloperators, so zeigt sich 
nahezu formale Ubereinstimmung mit dem Ausdruck (14); lediglich C 
hat bei WANG eine andere Bedeutung. Die Aufklarung dieses Unter- 
schiedes wird in der nachstehenden Arbeit von FLUGGE und WEIGUNY 
gegeben; wir kénnen sie daher an dieser Stelle zunachst unterdriicken. 

Fiir die Losungstheorie interessiert ferner die Frage, welche Inva- 
rianzeigenschaften der Hamilton-Operator besitzt. Hier kénnen wir 
sofort drei wichtige Eigenschaften konstatieren: Invarianz gegen Dre- 
hungen, Invarianz gegen Inversion, Invarianz gegen Vertauschung iden- 
tischer Teilchen. Die erste Eigenschaft hat zur Folge die Giiltigkeit der 
Drehimpulserhaltungssatze, die zweite die Méglichkeit, Lésungen be- 
stimmter Paritat anzugeben, die dritte hangt unmittelbar mit Austausch- 
entartung und Pauli-Prinzip zusammen. 


a) Drehinvarianz des Hamilton-Operators. Ausdruck der Dreh- 
invarianz ist die Vertauschbarkeit von H mit dem Drehimpulsoperator &, 
die sich fiir ein beliebiges, nur durch Zentralkrafte zusammengehaltenes 
N-Teilchen-System am leichtesten in kartesischen Koordinaten beweisen 
1aBt und wohlbekannt ist (vgl. z.B. SoMMERFELD’), Eine Uberpriifung 


2 WANG, S.C.: Phys. Rev. 34, 243 (1929). 
3 SoMMERFELD, A.: Atombau und Spektrallinien II, 2. Aufl., S. 180f., 764 ff. 


1939. 
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dieser Vertauschbarkeit in unseren Koordinaten &,, &, &, g, 0, y kann 
daher nicht Neues ergeben; sie wurde dennoch vorgenommen, nicht nur 
um die Richtigkeit der Rechnung damit zu kontrollieren, sondern um 
gleichzeitig einen Hinweis auf die Eigenfunktionen von H zu erhalten: 
Sind die Operatoren H und £2 vertauschbar, so besitzen sie das gleiche 
System von Eigenfunktionen; da diejenigen von ¥? wohlbekannt sind 
(s. unten, §4), gewinnt man damit auch eine Aussage tiber die gesuchten 
Eigenfunktionen von H. 

In dem Operator H, Gl. (10), enthalten die Bestandteile O, und V 
nur die drei Koordinaten é;. Da umgekehrt #2, Gl. (16), nur die Euler- 
schen Winkel enthalt, ist es mit diesen beiden Termen natiirlich ver- 
tauschbar. Der Anteil O, ist nach Gl. (11b) von der Form 


O2=D filbs $0.8) Zea (21) 


da ¥? den Winkel y nur in den hiermit vertauschbaren Operatoren 6/dp 
und é?/dy? enthalt, nicht aber in den Koeffizientenfunktionen, folgt auch 
die Vertauschbarkeit von O, mit #?. 


Den letzten Anteil O, haben wir in Gl. (20) bereits in eine Form ge- 
bracht, die die Vertauschbarkeit von #2 mit den beiden Termen mit den 
Faktoren A und C evident macht. Es bleibt also lediglich der Nachweis 
zu fithren, daB die Vertauschungsklammer 


[Az Al 2) = 6 (22) 
ist. Nach den bekannten Drehimpulssatzen ist nun aber 
[ee AeA eee Zane 
[AyA" === 27 Dow: F3 = S(AA eA Aye sa 25) 
Durch wiederholte Anwendung dieser Satze findet man 
[At | a ae 
t(e AA + AA) =4cA be , 


insgesamt daher 
(Al? A= 0 (24a) 


und nach dem gleichen Verfahren 
pl a 10, (24b) 


Damit ist die Vertauschbarkeit samtlicher Glieder von H mit £2 be- 
wiesen. 
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b) Erhaltung der Paritaét. Fiir ein System mit Zentralkraften ist die 
Invarianz sowohl der potentiellen als der kinetischen Energie gegen die 
Transformation 


6 / / / pl / Ale 
Py: Xi Vi» Bi >— 4%, — V3, — 2; (25) 


in kartesischen Koordinaten scfort zu iibersehen; also ist der Hamilton- 
Operator gegen Inversion invariant und mit der Inversionsoperation P,, 
Gl. (25), vertauschbar. Die Eigenfunktionen von H gehoren daher auch 
entweder zum Eigenwert +1 oder —1 des Operators P,; sie haben also 
gerade oder ungerade Paritat. 


In unseren Koordinaten bedeutet die Operation P eine Spiegelung 
am Schwerpunkt des Systems, also eine Drehung in der Dreiecksebene um 
den Schwerpunkt um 180°, d.h. bei Erhaltung der fiinf Koordinaten &,, 
y, ® eine Ersetzung von y durch y+z. Wir konstatieren also, daB die 
Eigenfunktionen von H derart von y abhangen miissen, daB sie unter der 
Transformation 


poyptan (26) 
entweder invariant sind oder ihr Vorzeichen umkehren. 


c) Vertauschbarkeit identischer Teilchen. Der Hamilton-Operator 
ist invariant gegen eine Vertauschung zweier Teilchen gleicher Masse. 
Die Wirkung einer solchen Vertauschung auf unsere Koordinaten sieht 
man folgendermaBen: Die Vertauschung irgend zweier (gleichartiger oder 
verschiedenartiger) Teilchen kehrt den Umlaufsinn des Dreiecks und 
damit die Richtung der Dreiecksnormalen um. Das bedeutet zunachst 
die Transformation 

0, PO me. (27a) 


Die Transformationsformel fiir den Winkel wy ergibt sich aus Gl. (9c); 
sie wird nur dann einfach, wenn die beiden vertauschten Teilchen gleiche 
Masse besitzen, weil sich dann nichts an den Koeffizienten K;, andert 
und das Vorzeichen von tan 2p sich einfach umkehrt: 


poy. (27b) 


AuBerdem ist die Zuordnung der &; zu den drei Massen geandert, z. B. bei 
Vertauschung der Teilchen 1 und 2 erhalten wir: 


bbs, 2-61 Sa (27¢) 


Die Formeln (27a—c) beschreiben die Vertauschung zweier glerchartiger 
Teilchen 1 und 2 vollstandig in unseren Koordinaten. Da zweimalige 
Vertauschung zur Identitat fiihrt, miissen die Eigenfunktionen von H 
dabei entweder erhalten bleiben oder ihr Vorzeichen umkehren. 
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4, Abseparation der Winkel 


In §3a haben wir gesehen, daB sich die Eigenfunktionen des Ope- 
rators H aus solchen von #2 aufbauen lassen. Letztere sind nun aber aus 
der Quantenmechanik des Kreisels wohlbekannt*; es sind die Dar- 
stellungskoeffizienten der dreidimensionalen Drehgruppe, die auf 1 nor- 


miert lauten: 
Dixy, 0,9) =5— EM? dian (9) eX (28) 
mit 
digx (9) =Ns?(1—s\1F(p+qg4+L4+1,p+¢q—L,2p+135), (29) 


worin F die hypergeometrische Reihe des Arguments 


— $ (1 -+-cos#) = cos? vs (30) 


mit ; 
p=3|K+M|;  g=3|K—M| ey 


ist. Da # und g nicht gréBer als L werden konnen, ist der zweite Para- 
meter in Ff negativ ganzzahlig (oder Null); F entartet daher zu einem 
Jacobischen Polynom in der Variablen s. Der Faktor N ist ein Nor- 
mierungsfaktor, der aus der Forderung 


I | Gir (0)|2sind dd =1 (32) 
0 


Zu 


(33) 


bestimmt werden kann®. 


Die Funktionen Dix sind gleichzeitig Eigenfunktionen der Ope- 
ratorem <2 9) ~Gl (16), be, Gl. (47), und ier. Gr toa 


L Dig =WPL(L+1) Ding; Le Dax =hM Dyyx; Ly Dax =hK Dox. (34) 


Daher ist kM die Komponente des Drehimpulses in Richtung der raum- 
festen z’-Achse und #K in Richtung der Dreiecksnormalen 2’’. 

Wegen der Entartung des Problems miissen die Eigenfunktionen 
von # aus Linearkombinationen der G4,;~ aufgebaut sein. Wegen der 
Vertauschbarkeit von #? und L,, mit H (Drehimpulserhaltung und Raum- 
isotropie) treten dabei nur Kombinationen verschiedener K-Werte zum 


4 Vgl. etwa Epmonps, A.R.: Angular Momentum in Quantum Mechanics, 
5.11, 54—65. 1957. 

°» Macnus, W., u. F. OBERHETTINGER: Formeln und Satze fiir die speziellen 
Funktionen der mathematischen Physik, 2. Aufl., S. 108. 1948. Die letzte Formel 
von §3 fiir m=n gestattet die Berechnung des Normierungsintegrals (2): 
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gleichen L und M auf: 


+L 

= 2d Fx (Ex F2, &) Dirk (9,9, ¥). (35) 

Um den Aufbau der Funktion Y genauer festzulegen, wenden wir die 

einzelnen Bestandteile von H, Gl. (10) und (20), zunachst einzeln auf 

Gx an. Dann bleiben diese Funktionen bei Anwendung von OQ, und V, 
die ja nur auf die &; wirken, erhalten: 


dhe pL : 7 GL j a ‘ 
0; DyK — Dyk O, , V Dyk = Dax V. (36) 


Ebenso reproduziert sich die Funktion G4, bei Anwendung von #? und 
L,, mit den in Gl. (34) angegebenen Faktoren. Bei Anwendung des 
Operators O,, Gl. (21), finden wir: 


(37) 


0, Dix =1K DyxO, mit O,= Dil pOin Sas Sa) ae 
i Si 

Schwierigkeiten ergeben sich allein fiir die Bestandteile A? und A‘? des 
Operatoranteils O. 

Wir betrachten im einzelnen zunachst den Operator A. Nach Gl. (23) 
ist 
daher wird 

Ly (A Dix) =h(K —1)(AGigx)- (38a) 
Ferner ist &? mit jeder seiner Komponenten vertauschbar, also auch 
aD We Ane 

und somit 


PAD |) H=WL(L £1) (AGE 2): (38b) 


SchlieBlich enthalt der Operator L,, nach Gl. (17) nur die Differentiation 
nach g, A aber nach (18b) keine von ~ abhangigen Koeffizienten, so daB 
auch 


LgA=ALZ 
gilt. Somit wird 
L,(AGix) =4M(A Dux). (38c) 


Die Funktion AG, ist also nach (38a—c) gleichzeitig Eigenfunktion 
der drei Operatoren #2, L,, und L,, zu den Eigenwerten h?L(L +1), 
h(K —1) und hM, d.h., sie kann sich von Gry, «1 nur durch einen Nor- 
mierungsfaktor unterscheiden: 


De = Na Dap reas (39a) 
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Diesen Faktor kann man aus der geforderten Normierung aller Y-Funk- 
tionen auf 1 bestimmen: 


War 
Da aber aus 


= = (2 AD; TK» ADigx) = (A' ADie, 2 Dix): 


Gr=1 (AA t WA) EL 


und der Vertauschungsrelation (23) 


AAS Bae, aL 
folgt, wird 


AAD, =RL(L +1) —K2+K] Dy =W(L+ K)(L—K +1) Dux; 


mithin (bis auf ein Vorzeichen*) 


N-=+h|/(L+K)(L—K +1). (40a) 
Nach genau der gleichen Methode findet man die analogen Formeln 
NOK = NS Din, K+ (39b) 
mit 2 3 
INE Geese) 2) UE IG) 00 +k +1). (40b) 


Auf Grund der Beziehungen (39a, b) und (40a, b) erhalten wir also 
schheBlich 


LD x =| (L+K) (L+K —1)(L—K +1) (L—K +2) Fy, x93 (41) 
AY? Diy =h®\(L— RK) (L— K—1) (L+ K +1) (L+K +2) Dig xs: 


Die Gln. (34), (36), (37) und (41) enthalten nunmehr das Resultat der 
Anwendung samtlicher Glieder des Hamilton-Operators auf die Funktion 
Dix: 

Wir kénnen nun den Hamilton-Operator auf die Funktion (35) wirken 
lassen und erhalten, wenn wir die Schrédinger-Gleichung (10) mit 
—2M,/h? durchmultiplizieren: 


aye 
Dy {OF EK Oe— TAL (L 41) + CK4] — aa (V— 6) FEE) Phra 
a6 


== aie }K) (L+K—1) (L—K+1)(L—K +2) Ff (,) Diy, x2 + 


tYV(E—K)(E— K—1) (E+ K $1)(L + K $2) FEE) Diy sh. 


* Eigentlich einen Phasenfaktor. Da AtA hermitisch ist, reduziert sich dies 
auf ein freibleibendes Vorzeichen. Eine Diskussion auf Grund der analytischen 
Eigenschaften der Jacobischen Polynome erlaubt auch die Festlegung der Vor- 
zeichen. Hierbei sind aber wegen der Definition (31) je nach den GréGenverhalt- 
nissen von Kk und M vier verschiedene Falle getrennt zu behandeln. Da wir im 
folgenden nur die von den Vorzeichen unabhangigen Operatoren A? und At2 
brauchen, kénnen wir aber auf diese etwas miihsame Diskussion verzichten. 
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Durch Umbenennung des Summationsindex K in K +2 bzw. K—2 in 
den beiden Gliedern der rechten Seite kann man iiberall Gr als Faktor 
erhalten. Die Gleichung kann dann nur erfiillt werden, wenn der Faktor 
jedes Dy,x-Gliedes fiir sich die Gleichheit erfiillt. Damit zerfallt die 
Schrédinger-Gleichung in das System 


{01 +#KO,—[AL(L 14) 40K] Gat (V— SEE) 


(42) 
B r 
= {cK 41 FR ,2(E,) 1 Cha Eg, (E;)}; es ee L 
mit der Abkiirzung 
ck =|(L+K +1)(L+K)(L—K)(L— K +1). (43) 


Bei Abseparation der Eulerschen Winkel entsteht also fiir jedes L ein 
System von 2L +1 miteinander gekoppelten Differentialgleichungen fiir 
die nur von den drei Abstaénden &; und den Quantenzahlen L und K 
(nicht M) abhangigen Funktionen F (é;). Da dies Gleichungssystem nur 
die geraden K-Werte untereinander und die ungeraden K-Werte unter- 
einander verkoppelt, zerfallt es nochmals in L +1 Gleichungen der einen 
und L Gleichungen der anderen Gruppe. Die in (42) auftretenden Dif- 
ferentialoperatoren O, und O, sind in den Gln. (11a, b), (21) und (37) 
erklart, die Funktionen A, 6 und C in den Gln. (12) und (13). Eine 
weitere Reduktion der Lésungen der Schrédinger-Gleichung ist in dieser 
allgemeinen Form nicht mehr méglich; fiir den Sonderfall kleiner 
Schwingungen der drei Teilchen um Gleichgewichtslagen wird sie in der 
folgenden Arbeit von FLUGGE und WEIGUNY vorgenommen. 

Die in §3b,c behandelten Symmetrieeigenschaften der Lésungen 
kénnen an Hand des Ansatzes (35) noch genauer studiert werden. Die 
Paritaitsoperation P;, Gl. (26), fiihrt den Faktor e’*” der Gl. (28) in 
(—-1)* e'*¥ tiber, d.h. 


PDK = (—1)* Digg: (44) 


Da andererseits P,'Y¥=+W sein muB8, kann die Eigenfunktion Y, 
Gl. (35), bei gerader Paritaét nur Summanden mit geradem 4K, bei un- 
gerader nur mit ungeradem K enthalten. Dies steht in Einklang mit der 
Rekursion (42), die jedes Fé nur mit Ff, verkniipft. 

Die Vertauschungsoperation, Gl. (27a, b), zweier identischer Teil- 
chen 7, k ergibt zundachst 


P., Qu (9,9, y) = Dax (p + 1, % — 0, —¥) 


1 iM (x+¢9) JL 9) eat KY 
el \ ” dix (a — 8) e : 
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Da nun* 
dx (0 — 8) = (—1)'-™ dy _x (8) 
ist, erhalten wir 


PiDigk (Y. 9, ~) = (— Ae Dy, _x(P, 9, Y)- 


Nehmen wir (27c) hinzu, so folgt fiir die vollstandige Lésung (35) aus 
der Forderung P,,¥ = + VY bei Vertauschung der identischen Teilchen 4 
und 2: 


suit 
ink = 1) 2 Fr (Es, &1, &3) Dry, x (99,9) 
Shes 
= fe oad (&1, €2, &3) Dy x (@, d,y) 


oder 
(—1)" Fee (Es, &1, &3) = ++ FY (&, £0, 5), 


wobei das obere Zeichen fiir einen gegen Vertauschung der Koordinaten 
der Teilchen 1 und 2 symmetrischen, das untere fiir einen dagegen anti- 
symmetrischen Zustand gilt. 


* Dies ist die Transformation s > 1 — s, fiir die es bekannte Relationen zwischen 
hypergeometrischen Funktionen gibt. Vgl. auch Epmonps, A.R.: Angular Mo- 
mentum in Quantum Mechanics, S. 11, 54—65, 1957, und WiGNER, E.P.: Group 
Theory and its Applications to the Quantum Mechanics of Atomic Spectra, S.212ff. 
1959. 
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Zum quantenmechanischen Dreikérperproblem 


II. Nichtlineare dreiatomige Molekiile 
Von 
S. FLUGGE und A. WEIGUNY 
(Eingegangen am 24. Dezember 1960) 


The results of the preceding paper are specialized to three-atomic molecules in 
which the three atoms are allowed only small vibrations about their equilibrium 
positions. This restriction to the vibrational amplitudes makes a perturbation 
calculation suitable. A sketch of the zero order approximation has been given in 
this paper, and it has been shown — at least for a symmetrical molecule of the type 
AB, — how the limiting case of the rigid body may be obtained for which there 
exist the well-known formulas of WANG. 


1. Entwicklung fiir kleine Schwingungen 


Die Naherung von BorN und OPPENHEIMER! gestattet uns, bei 
mehratomigen Molekiilen die Bewegung der Elektronen und Kerne 
getrennt zu behandeln: Zur Berechnung der Elektronenzustande diirfen 
wir die Kerne als ruhend betrachten; getrennt davon studieren wir die 
Bewegung der Kerne unter der Wirkung eines Potentials, das von ihrer 
Wechselwirkung und vom Elektronenzustand abhangt. Betrachten wir 
nun ein dreiatomiges Molekiil — z.B. H,O — bei festem Elektronen- 
zustand, so ist unsere Schrédinger-Gleichung der vorstehenden Arbeit 
[I, Gl. (10)] geeignet, sein Rotationsschwingungsspektrum zu beschrei- 
ben. Dabei nehmen wir in Einklang mit der empirischen Erfahrung an, 
daB die Auslenkungen 7; der Kerne aus ihrer durch &? gegebenen Gleich- 
gewichtslage nicht sehr gro sind: 


ets awe Pip ae (1) 
Unter dieser Voraussetzung kénnen wir alle von den Abstanden ab- 


hangigen Funktionen, die in unserem Hamilton-Operator auftreten, 
nach TAyLor entwickeln. Formal kénnen wir dann schreiben: 


0, =O; + m0, +2 20618 %,, acta (2a) 
0, =O8+ Dnt dD nmOb at - (2b) 
A =A 4 Sine At+E Sn ee (20) 
B= B+ 3B +4 > nm Bes a): (2d) 
CHOL Inc +42 nm Chabon. (2e) 


1 Born, M., u. R. OPPENHEIMER: Ann. d. Physik 84, 458ff. (1927). 
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Die Lésung des allgemeinen Problems gelingt dann mit Hilfe der Sté- 
rungsrechnung: In nullter Naherung laBt man in I, Gl. (42) alle Terme 
weg, die von erster und héherer Ordnung in y; sind, und betrachtet sie 
als kleine Stérungen gegeniiber der nullten Naherung. Da wir uns im 
folgenden auf Glieder nullter Ordnung beschranken werden, wollen wir 
die recht untibersichtlichen Terme héherer Ordnung in (2) nicht explizit 
angeben. 


2. Behandlung der nullten Naherung 
Das allgemeine Differentialgleichungssystem I, Gl. (42) lautet in der 


in §4 erklarten nullten Naherung: 


{ol-+iK — [A9L(L +4) + C9K2] — 2220 (yo— 6)| Fe (n;) 


1B. iit L ib, B 6) 
Shey ap {ck_1 Fx_9 (yi) + ce 41 FR +2(ni)}- 
Fassen wir die Terme Of und O} zusammen zu: 
OLRIRO! agg ae es 
— A pa On: Onn | x # Onn” (4) 
so bedeutet: 
ayy = Mat Ms. A — fy 3 : lee — My ai Me 5 
Me lg aes Mathes 
£07 1 £07 _ £0° 07 1. £0 <0” 
a a Se oe EEE a a 5 i538 Gea Sole a 
g 21 2&9 £0 M3 23 32 2&9 E0 Ly ? (5 ) 
_, _&+4—-8 
W3 431 Siete : 
“5153/2 
und 
D : / 
ees a oa 0 joc f 02 0? 2 2 2 2 
= J [an — 6K O° |) (nl +e) — se +e — EN) 
d= 2 |aoa — 1K Q? |/ Mfg EY + £8 — EY) — uy (E+ EF — 82 
zo [22 HaHa M3\s1 2 3 Hy \So 3 ey} 
(5b) 
23 
fies = = ATK OO || 13_ o?_| £0°__ £0" 2 | £02 2 
a= £0 a3, —thKQ ts Ma {tu (68 3 T= fas) eo g")} 
Oy x 
mit eee ae 
Gt? = Js)? ) 


Die tibrigen Abkiirzungen in Gl. (3) sind: 


Ao => (54 =) °= 5 (j9— aay dae 
2 JP Th)! 5 Tea malt cake ee eae ss 
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mit J?, J, als den Haupttragheitsmomenten zur Gesamtmasse 1 be- 
ziiglich der Gleichgewichtskonfiguration. Nach I, Gl. (12) ist dann: 


Je + Jn = My Ma EY + oy lg ES" + fg €F (5.4) 
nnd IP TRF pa abs (2EL EE + 259 63 + 269° Et’ — Ey — Eo — ea!) i 
Mit Hilfe einer orthogonalen Transformation: 
i — pa C5ils (6) 
én Onn 
2h: a 


zu iberfiihren, d.h. die Schwingungen zu entkoppeln. Di 3, —— ~ ee 
dabei in einen Ausdruck der Form 


gelingt es stets, Dane oo in die Hauptachsenform 
i,k 


uber mit 


60. Oe (7) 


Um auch die linearen Differentialoperatoren a - — und damit den 


Wechselwirkungsterm O3 — zu entfernen, setzen wir an: 


Fx (6) =exp [Di (m, +7K1,) £5] FE (63), (8) 
k 
wobei J 
>» (m, +1K1,)C, = — = Digits (9) 
k Taber: u 


ist. Dabeisind die GréBen m, und /, aus Gl. (5b) und (7) zu bestimmende 
Konstanten. Dann wird: 


1 ae E 28 = (6) 


ne (10) 
= exp [Dm +4K I) fu] {2 digas — gD gf PEO: 
und Gl. (3) geht iiber in: 
{dade — 4 le [APL (L +1) +C°K*] — 72 o(ve_ 6) FE) rm 
= — = {ck-sexp[— nS hee tek wsexp|-+21 iie6s] ae ab 


Z. Physik. Bd. 162 2) 
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wobei der allen Gliedern gemeinsame Faktor exp 2 (m, +7K1;) C.| fort- 
k 


gelassen ist. 
Betrachten wir nun ein Molekiil vom Typ AB, — z.B. H,O —, so 


k6nnen wir etwa 
: 0 £0 
fy = fas $4 = 8s (12) 


setzen. Fiir diesen Spezialfall findet man leicht: 


2 


1 Nt bF ry Tt Jit 
“4 bn 0g Sas bes : Al 
4 2 Aj ae (J? — Jip? (J2+ JR) ’ 13) 


wenn man von einer unwesentlichen additiven Konstanten absieht. 
Weiterhin vereinfacht sich: 


Did es = 1,05. (13a) 
k 
Fassen wir — 1 BS bi mit —C°K? zusammen, so wird: 
qe A= Ay 
VES bs cone — K2(4o____ 1 _ | — x20 \ 
4% ] RT) 14) 


t 


D® stimmt dann genau mit dem Koeffizienten von A? fiir den asymme- 
trischen Kreisel iiberein. Gl. (11) geht dann iiber in: 


(Dz : a [AL (L +4) + D°K2} 4 ~ aa 6} FE Gi) 
(15) 
ic Peer er ag tute ie, (Ci)}, 


wobei V°(¢,;) in dieser Naherung eine quadratische Form der ¢; ist. Die 
Gln. (141) bzw. (15) werden sich fiir den Grenziibergang zum starren 
K6rper als wichtig erweisen. 


3. Grenzibergang zum starren Kérper 


Der Grenziibergang von unserem Dreiteilchensystem zu einer starren 
Anordnung ist denkbar, indem man ein Sperrpotential V, einfiithrt, das 
die drei Massenpunkte in ihrer Gleichgewichtslage ,,festhalt‘‘. Ein solches 
Potential muB von endlichen Werten fiir €; =é? bei infinitesimalen Ver- 
riickungen aus den Gleichgewichtslagen schroff zu unendlich groBen 
Werten ansteigen. Nimmt man diesen Grenziibergang formal so vor, daB 
man analog der klassischen Mechanik &;—const setzt, so bleibt in 
I, Gl. (10) nur der Operator O} von der kinetischen Energie stehen, der 
dann mit dem Wangschen Operator fiir den asymmetrischen Kreisel2 
libereinstimmen miiBte. In I, §3 hatten wir schon festgestellt, daB dies 


3 Wane: Ss. C.: Phys. Rev. 34, 243 (1929). 
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nicht der Fall ist. Der Grund fiir diese Diskrepanz liegt darin, daB in der 
Quantenmechanik der oben skizzierte einfache Grenziibergang wegen 
der Orts-Impuls-Unscharfe nicht allgemein erlaubt ist, sondern nur unter 
gewissen Bedingungen, die von WELKER® eingehend untersucht sind. 
Priifen wir unsere Gleichungen daraufhin, so stellen wir fest, da® eine 
der Welkerschen Bedingungen nicht erfiillt ist, da bei uns in I, Gl. (10) 
der Wechselwirkungsterm QO, auftritt. Die eben erwahnte ,,Diskrepanz‘ 
steht also in Einklang mit den Welkerschen Untersuchungen. Im fol- 
genden soll nun gezeigt werden, da der Grenziibergang doch méglich 
ist, und zwar — in Ubereinstimmung mit WELKER — gerade dann, wenn 
wir dafiir sorgen, da8 der Term O, verschwindet. Wir gehen dazu aus 
von I, Gl. (42) und setzen fiir O,, O,, A, B, C die Entwicklungen (2a—e) 
ein. Wir erhalten dann: 


{{o% + >): 0}, sae +74K |O? Ores | wd 
—|L(L+1)(4°+ Dim A}+- ail OP hea aaite |e 

; (16) 
— 250 (VE) + — OL FE Ga 


=a ; [B° ee, sie | [ck 1 Fo (i) + ce 41 Fk +2(n) |. 


In Gl. (16) ordnen wir nach Potenzen von 7; und benutzen Gl. (11). Im 
Grenzfall 7;->0, was wegen des linearen Zusammenhanges gleichbedeu- 
tend mit €;—0 ist, gilt dann: 


1. Y= FEE) Dian > Dh Dix mit tk = const. 
K K 


In unseren Gleichungen sind also F¢ und FL (4;) beide zu ersetzen durch 
fi, da der sie unterscheidende e-Faktor im Grenzfall 1 wird. 


2. Alle Terme, die 7; bzw. ¢; in erster oder héherer Potenz enthalten, 
fallen fort. 
Es bleibt schlieBlich: 


b2 Vises 
{+ [AoL(L +1) + 01K4] + 4D eo tk 
in (17) 
B® 
ae {ck fk—2 as Cer fis}; 
wobei sich &’ von & nur durch konstante Glieder unterscheidet. In diese 


Konstante geht auch die potentielle Energie fiir die Gleichgewichtslage 


3 WELKER, H.: Z. Physik 101, 95 (1936). 


Q* 
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ein. Im Spezialfall zweier gleicher Teilchen: yy =; £1? =& kénnen wir 
Gl. (14) benutzen und erhalten mit den Abktirzungen: 


(¢—— =a: 0 —A?°: ae bas 
Ji ae lit c c (18) 
= ae aL(L +4) | 


die 2L +1 Gleichungen zur Bestimmung der /¥:: 
{Kee} foe ee Te + chs f+} =e hl)y (19) 


Damit dieses lineare, homogene System nichttriviale Lésungen f/x be- 
sitzt, muB seine Determinante verschwinden. Diese Bedingung fithrt 
genau zu der Sakulardeterminante*, die WANG zur Bestimmung der 
Eigenwerte fiir den asymmetrischen Kreisel angibt, wenn man beachtet, 
daB fiir unsere ebene Anordnung J}, =J, + Jit ist. 


4 WanG, S.C.: Phys. Rev. 34, 243 (1929) oder NieLsen, H.H., in: Handbuch 
der Physik, Bd. 37/1, S. 218. 1959. 
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Neuberechnung der Bindungsenergie 
des Wasserstoffmolekiilions 
Von 
H. DIEHL und S. FLUGGE 
(Eingegangen am 24. Dezember 1960) 


The procedure of quantum mechanical treatment of a three-body problem described 
in the preceding paper by D1ieHL, FLUGGE, SCHRODER, VOLKEL and WEIGUNY has 
been specialized to the ground state in which the eigenfunction only depends upon 
the three distances between the particles. The solution of the Schrédinger equation 
has been approximated by variational methods, using the electronic functions of 
FINKELSTEIN and Horowitz, and of GUILLEMIN and ZENER, but including the 
nuclear vibration in the trial function. 


1. Die Schrédinger-Gleichung des Hj -Molekiils 


In der vorstehenden Arbeit von DIEHL, FLUGGE, SCHRODER, VOLKEL 
und WEIGuNy! wurde die Schrédinger-Gleichung des Dreikérperproblems 
auf Koordinaten transformiert, welche dem Problem angepaBt sind, 
namlich die Schwerpunktskoordinaten, die Abstande &,, &, & der drei 
Teilchen voneinander und drei Eulersche Winkel, welche die Orientierung 
des von den drei Massenpunkten gebildeten Dreiecks im Raume festlegen. 

Wenn wir den Grundzustand eines solchen Systems aus drei Teilchen 
beschreiben wollen, so kénnen wir absehen von der Schwerpunkts- 
bewegung und der Rotation des ganzen Gebildes. Die Lésung hangt 
dann nur von den drei Abstanden &; ab, und der Operator der kinetischen 
Energie in I, Gl. (10) reduziert sich auf den Beitrag von O, in I, Gl. (11a). 
Die Schrédinger-Gleichung lautet daher 


ne aes 
OM SUL (1) 
obei 2M 
W 
Wee wis ap . 
0, = Mle (2 eos )4 pean ee 2 se} 
= = i = Fe aeerere ce ears - 
Myf, \ O83 E, 0&3 MoM3 \OSy &, 0g, 
o 2 £2 e2 52 
Mgr ey lew 2s Ue +) iad CScrece Si (2) 
Mg hy \O&3 E, 0&, My &3So O53 052 
ete megre cae Bee te isesh ea ace be 
ae RGAE Sa a AES 
Me 5153 05,083 M3 Fo Ey O59 O51 


ist und V nur von den drei Abstanden &; abhangt. Die drei Koeffizien- 


ten yw, sind die auf >’ 4; =1 normierten Massen der drei Teilchen, Mo ist 
i 
die Gesamtmasse des Systems. 


1 In diesem Heft, S. 1—14, im folgenden als I zitiert. 
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Wollen wir insbesondere den Grundzustand des H3-Molekiils be- 
schreiben, so erhalten wir durch Identifizieren der Teilchen 1, 2 mit den 
Protonen der Masse m, und des Teilchens 3 mit dem Elektron der 
Masse m, sowie durch Zuordnung der drei Teilchenabstande £; gemaB I, 


Fig. 1: 
h? ~ n fant o? 2 0) | (Mp 1 e 2 Le 
2M, 1 2m» \ \e8& gs & 3E,) : ia a & aE) t 
P 240 Si eee ee 
+ eee get ee 6) 
053 Se 0&, S352 0&, 0&5 
Si-ég— ih 0) ie Se } 
E& 08, 05 Me 264 O85 OF 
Die potentielle Energie im Hy-Molekiil wird 
: 1 1 1 
y= et tag ony 4 
as elas (4) 
Die Rechnungen sind im folgenden in atomaren Einheiten ausgefiihrt, 
d.h. wir haben? he f 
ay = ——, = 0,529172- 10-8 cm (5) 
At 
als Langeneinheit und e2 J 
= 27,2098 eV (6) 
0 


als Energieeinheit benutzt. Wir schreiben in diesen Einheiten fiir den 
Kernabstand era. (7a) 


und fiir die Abstande des Elektrons von den beiden Protonen 


cu Udy, Sains (7b) 
Die Energie des Systems, gemessen in den Einheiten (6) sei EF: 
Cai rae (8) 


SchlieBlich benutzen wir die Abkiirzung 


“= 2 — 3672,24. (9) 


Me 


Dann lautet die Schrédinger-Gleichung: 


HY =—"| SO Oi 2a eee 2-0 

x 2\as 4 pal ne ah eeauere cs aa 
fag 2 r,) y2 ae v2 — y2 o2 U2 v2 — y2 C2 

he (eee 0S Bia oe ete oe 

iG Biel ay aa ae vv orev | UY Gudr | (10) 
we vet y%— 72 o* 1 1 1 
anf P+ -[ ty = 2. 


2 CoHEN, E.R., u. J.W.M. Du Monn: Handbuch der Physik, Bd. 35, S. 82—86. 
1957. 
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2. Losung durch Variationsverfahren 

Das tibliche Naherungsverfahren nach Born und OPPENHEIMER? zur 
Lésung von Gl. (10) und ahnlicher Probleme besteht darin, vom Grenz- 
fall x—> co an Stelle des Wertes (9) auszugehen. Dann entfallen in (10) 
alle Differentiationen nach dem Kernabstand 7, der als Konstante be- 
trachtet wird (Naherung bei festgehaltenen Kernen, Zweizentrenpro- 
blem). Fiir jeden Wert dieser Konstanten ergibt sich dann ein anderer 
Eigenwert E(r), und die Funktion E(r) wird im zweiten Naherungs- 
schritt als potentielle Energie fiir die Kernschwingung behandelt. 

Dies auf der empirischen Kleinheit der Kernschwingungsenergie 
aufgebaute Verfahren geht von dem grofen Zahlenwert von x, Gl. (9), 
aus. Es wird daher sehr fragwiirdig, wenn x bei einem System einen 
wesentlich kleineren Zahlenwert annimmt als beim Hy. Das ist z.B. 
bei den Myonmolekiilen der Fall, auf die in der folgenden Arbeit von 
FLUGGE und SCHRODER eingegangen wird; in der vorliegenden Mitteilung 
entwickeln wir an dem wohlbekannten Objekt des Hg eine Lésungs- 
methode, die hieraut von Anfang an Riicksicht nimmt. Dabei ersetzen 
wir die Naherung von Born und OPPENHEIMER durch ein konsequentes 
Variationsverfahren in allen drei Abstanden 7, u, v. Wir suchen also 
solche Naherungsfunktionen @(r, wu, v) fiir die strenge Lésung Y(z, u, v) 
der Gl. (10), welche den Ausdruck 


(D, HD) (11) 


poe 
moglichst klein machen. eae) 

Bei der Auswahl guter Naherungsfunktionen kénnen wir uns natiir- 
lich von den Ergebnissen der Born-Oppenheimer-Naherung leiten lassen. 
Danach beschreiben wir die Eigenfunktion des Molekiils genahert als 
Produkt einer Elektronenfunktion g(u, v) mit einer Funktion /(7) des 


Kernabstandes: © = f(r) g(u, 2). (12) 


Dabei muB8B die Funktion f(v) etwa das Verhalten einer Oszillatorfunk- 
tion zeigen; wir setzen fiir den Grundzustand an: 


Hp) = ed, (13) 


wobei « und R Ritzsche Variationsparameter sind. R ist dann im 
wesentlichen der Gleichgewichtsabstand der Protonen und 1/x deren 
Schwingungsweite. 

Als Elektronenfunktion g(w, v) wahlen wir zweckmaBig eine Funk- 
tion, die sich bei Anwendung des Variationsverfahrens auf das Zwei- 
zentrenproblem bewadhrt hat. Wir fiihren die Rechnungen fiir zwei 
derartige Funktionen aus, namlich diejenigen von 


3 Born, M., u. R. OpPpENHEIMER: Ann. d. Physik 84, 457 (1927). 


24 H. Dreut und S. FLiGce: 


4. FINKELSTEIN und Horowi1z?: 


2, (u,v) =e P* + 6 P? (14) 
und 


2. GUILLEMIN und ZENER® 
> (u,v) = Nee roe een ee (15) 


Dabei sind f, 6, € weitere Variationsparameter. Setzen wir E=0: =f 
so geht gy in die einfachere Funktion g, tiber. Beide Funktionen sind 
symmetrisch in w und v. Sie sind so gewahlt, da sie in den Grenzfallen 
verschwindenden und unendlich groBen Protonenabstandes bei passender 
Parameterwahl exakte Lésungen des Zweizentrenproblems werden: Ist 
=0 (He*), so erhalten wir B =2, bzw. e=2. Fiir ro liefern die 
Parameterwerte B =1, bzw. 6 =e=1 die richtige Lésung des Problems. 
Bei endlichem Kernabstand kénnen wir daher erwarten, daB 1<B<2 
wird und von 6 und ¢ der eine Wert kleiner, der andere gréBer als 6 wird. 
Die Durchfiihrung des in den Gln. (10) bis (15) niedergelegten Pro- 
gramms erfordert noch eine Aussage tiber Volumenelement und Inte- 
grationsgrenzen fiir die Integrale in Gl. (11). In unseren Koordinaten 
berechnet man das Volumenelement mit Hilfe der Jacobischen Deter- 
minante zu 


dt =£,dé,-£,d&,-&,d&-sin0 ddd dy-dx,dy,dz,; (16) 


dabei sind x,, y,, 2, die Schwerpunktskoordinaten und @, g, w die Euler- 
schen Winkel in der Bezeichnungsweise von I. Da ® weder von diesen 
Winkeln noch von den Schwerpunktskoordinaten abhangt, fallt der 
entsprechende Anteil in (11) heraus, und wir erhalten 
fee) lee) y+vu 
[dvr fdvv fduu®H® 
J= Sh . (17) 


faryfdovfduwe -@ 
0 r—0| 


Die Ausrechnung der Integrale ist mithsam, aber durchweg elementar. 
Die Rechnung wird wesentlich vereinfacht, wenn man in der Variablen 
y von — co bis + oo integriert; das ist nach Gl. (143) méglich, wenn 
1/«<. R ist, so daB der Faktor f(v) bei y=0 schon nahezu auf Null ab- 
gefallen ist. In der Tat ist diese Bedingung gut erfiillt; die Rechnung von 
TELLER® ergibt z.B. R&2, 1/e~ 3. Dies Argument trifft iibrigens 
beim ##-Molekiil nicht mehr zu, wie in der folgenden Arbeit von FLUiGcE 
und SCHRODER gezeigt wird. 


4 FINKELSTEIN, B.N., u. G.E. Horowriz: Z. Physik 48, 118 (1928). 
5 GUILLEMIN, V., and C. ZENER: Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 15, 314 (1929). 
® TELLER, E.: Z. Physik 61, 458 (1930). 
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Zur Auftindung der besten Parameterwerte wurde bei der Finkelstein- 
Horowitz-Funktion so vorgegangen, daB J(«, 6, R) zunachst in der Um- 
gebung des Gebietes berechnet wurde, in welchem das Minimum zu 
erwarten ist. Hierbei ergab sich durch graphische Interpolation zunichst 
ein Minimum von E = —0,58013 bei den Parameterwerten « =O32% 
B =1,230; R =2,034. Sodann wurde J bis einschlieBlich der quadra- 
tischen Glider in eine Potenzreihe nach den Abweichungen der Para- 
meter von diesen Werten entwickelt und durch Nullsetzen der ersten 
Ableitungen ein lineares Gleichungssystem fiir die gesuchten Werte von 
a, B, R gewonnen, dessen Lésung ergab: 


E = —0,58013 

a = 3,297 (4 £0,007) 

B =1,2252 (1 £0,00025) 
R = 2,043 (4 +0,0007), 


(18) 


wobei die angegebenen Fehlergrenzen die Rechenungenauigkeit mar- 
kieren. 


Bei der Variationsfunktion vom Guillemin-Zenerschen Typ wird die 
Rechnung merklich komplizierter. Zur Vereinfachung wurde der Wert 
R = 2,043 von (18) tibernommen und nur «, 6, € als Ritzsche Parameter 
variiert. Zur Bestimmung der besten Werte dieser Parameter wurde nur 
das graphische Verfahren verwendet; von der Entwicklung in Potenz- 
reihen wurde abgesehen, weil nach dem Resultat bei der Finkelstein- 
Horowitz-Lésung keine wesentlichen Verbesserungen mehr davon zu 
erwarten sind. Die Ergebnisse lauten: 


E =— 0,596430 
Cae) 
6 = 0,913 
€ = 1,346 


fir R = 2,043. (19) 


3. Diskussion der Ergebnisse 


Um die Ergebnisse unserer Rechnung sowohl mit den experimentellen 
Resultaten? als mit friiheren Rechnungen* *® zu vergleichen, stellen wir 
die Energie des Grundzustandes, die daraus abgeleitete Dissoziations- 
energie Re be a OF (20) 

2 dy Mp+ Me 
und die erhaltenen Werte der Variationsparameter in einer Tabelle zu- 
sammen. In der ersten Zeile der Tabelle wird der experimentelle Wert 
fiir die Dissoziationsenergie’? und der daraus nach Gl. (20) berechnete 


? BEUTLER, H., u. H.-O. JUNGER: Z. Physik 101, 304 (1936). 
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Wert fiir die Energie des Grundzustandes angegeben. Um bei den frii- 
heren Berechnungen nach der Born-Oppenheimer-Naherung die Bin- 
dungsenergie des Grundzustandes zu erhalten, wurde zu dem dort er- 
haltenen Energieminimum jeweils die Nullpunktsenergie der Kern- 
schwingung hinzugezahlt, die nach HYLLERAAS$ zu 0,0051 €?/dy angesetzt 
wurde. Die vierte und sechste Zeile der Tabelle enthalt die von uns 
berechneten Werte zum Vergleich; in der vierten Zeile die mit der modi- 
fizierten. Finkelstein-Horowitz-Lésung f(r) g,(v, v) erhaltenen, in der 
sechsten Zeile die aus der modifizierten Guillemin-Zener-Lésung 
f(r) go(u, v) folgenden. 


Tabelle. Zusammenstellung dey nach verschiedenen Methoden erhaltenen Energie- und 
Pavameterwerte 


E Bev © tae ee NE is 5 é 
| | | | 

4 | Experiment cals) ule | 0) 5 or 4aee, O40n) | 
PAioneses Te 4 Ao als sl/=XO SOW 2,647 | 2,063 | 3,05 
3 |FINKELSTEIN-HorRow11z? |— 0,578 2,130 | | 4-225: 
EW AQ)EACR Oo oe ce 4 0 el) On elOSi| Baily) | AAO) |) sh PAs lez 
5 |GuiLtemIN-ZeneR®. . .|—0,5974 2,657 | 0,90 | 1,36 
6 lf (7) go (u,v). . . . = + -[—0,59643] 2,631 | (2,043)] 3,20 0,913 | 1,346 


Der R-Wert in Zeile 6 wurde aus Zeile 4 bei der Neuberechnung der iibrigen 
Parameter tibernommen. 


Im ganzen bestatigen unsere Rechnungen die alten Ergebnisse, wie 
angesichts der Kleinheit der Kernschwingungsenergie und -amplitude 
nicht anders zu erwarten war. Die deutliche Verbesserung des Energie- 
wertes beim Ubergang von FINKELSTEIN-HoROWITZ zu GUILLEMIN- 
ZENER wird bestatigt; die Parameterwerte — soweit sie in den Alteren 
Arbeiten angegeben sind — unterscheiden sich wenig von diesen. Die 
Relation 6<f<e wird bestatigt; sie besagt, daB die Aufenthaltswahr- 
scheinlichkeit des Elektrons zwischen den beiden Kernen gr6Ber ist und 
daB sie nach aufen schneller asymptotisch gegen Null geht, als die 
Finkelstein-Horowitz-Funktion erwarten 1aBt. 

Es ist interessant, da die von GUILLEMIN und ZENER berechnete 
Bindungsenergie nicht nur ein wenig tiefer liegt als unser nach dem 
korrigierten Guillemin-Zener-Verfahren berechneter Wert, sondern sogar 
noch unterhalb des experimentellen Wertes. Hierin mag eine leise War- 
nung liegen, daB das iibliche Naherungsverfahren trotz Anwendung der 
Ritzschen Methode nicht als strenges Variationsverfahren betrachtet 
werden darf. Das Festhalten der Kerne bedeutet zunachst notwendig 
eine unendlich groBe Nullpunktsenergie der Kernschwingung. Anderer- 
seits wird gerade dieser Energieanteil im ersten Naherungsschritt gleich 


8 Hyiveraas, E.A.: Z. Physik 71, 739 (1931). 
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Null gesetzt. Diese mathematische Inkonsequenz kann zwar a posteriori 
aus dem Born-Oppenheimerschen Grundgedanken heraus voll gerecht- 
fertigt werden, sie zerstért aber die strenge Giiltigkeit des mathemati- 
schen Satzes, da die aus einem Ritzschen Verfahren gewonnene Energie 
stets héher legen muB als der exakte (und beobachtete) Wert. 
SchlieBlich sei noch auf die kiirzlich erschienene Arbeit von Koos 
u. a. ° hingewiesen, in der ebenfalls ein Variationsverfahren fiir das volle 
Dreikérperproblem benutzt wird. Die komplizierte Variationsfunktion, 
die neben Exponentialfaktoren ein Polynom von nicht weniger als 
32 Gliedern enthalt, fiihrt trotzdem nur auf eine Bindungsenergie von 
E = — 0,58305, die also zwischen unseren beiden mit viel weniger Para- 
metern gewonnenen Werten liegt. Das ist verstandlich, weil die dort 
verwendete Variationsfunktion das Verhalten der Kerne nur unzurei- 
chend beschreibt. Auf diesen Punkt wird in der folgenden Arbeit von 
FLUGGE und SCHRODER nochmals kurz zuriickzukommen sein. 


® Kotos, W., C.C. J. RoortHaan and R.A. Sack: Rev. Mod. Phys. 32, 178 (1960). 
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Zur Theorie des ppu-Molekilions 
Von 
S. FLUGGE und U. SCHRODER 
Mit 1 Figur im Text 


(Eingegangen am 24. Dezember 1960) 


Using the variational method developped in the preceding paper of DreHL and 
FLUGGE, the binding energy and molecular parameters of the muon molecule ppy 
have been calculated. The vibrational amplitudes of the protons turn out to be 
much larger in comparison to their equilibrium distance than in the electronic 
molecule Hy. The equilibrium distance is about 40% larger than it would have come 
out from a simple two-center calculation with fixed nuclei. A dissociation energy 
of 211 ev has been found; this value may be enlarged by something between 10 and 
20 ev in consequence of plausible corrections. 


1. Einleitung 


ALVAREZ u. Mitarb.1 haben 1957 beim EinschieBen von Myonen 
(uw-Mesonen) in fliissigen Wasserstoff Kernreaktionen beobachtet, be: 
denen die Myonen lediglich katalytisch wirken: Zwei Atomkerne werden 
durch Einfang eines Myons zu einem Molekiil vereinigt, dessen Abmes- 
sungen so klein sind, daB die beiden Kerne miteinander zur Reaktion 
kommen. Die dabei freiwerdende Energie geniigt, um das Myon wiede1 
fortzuschleudern, so dal es selbst nicht zum Reaktionspartner wird. 


Von besondereni Interesse sind bisher die aus zwei Wasserstoffkernen 
(Proton oder Deuteron) gebildeten Myonmolekiile, die analog zu Hs, 
HD* und Dy gebildet sind und mit ppm, pd und ddu bezeichnet werden. 
Da die Masse des Myons rund 207mal schwerer ist als diejenige des 
Elektrons, sind diese Molekiile etwa im gleichen Verhaltnis kleiner als 
die entsprechenden Elektronenmolekiile. Genau wiirde dies allerdings 
nur gelten, wenn in beiden Fallen die Kernmassen als unendlich groB im 
Vergleich zur Masse des dritten Teilchens angesehen werden kénnten. 
Wahrend eine solche Annahme fiir Elektronenmolekiile berechtigt ist und 
zur nullten Naherung des dort sehr gut konvergenten Verfahrens von 
Born und OPPENHEIMER? fiihrt, dessen erste Stufe die Behandlung des 


1 ALVAREZ, L.W., H. BRADNER, F. S. CRAWFORD, J. A. CRAWFORD, P. Fark: 
VartRANtT, M.L. Goon, J.D. Gow, A.H. RosENnFELD, F. So_mitz, M.L. STEVENSON, 
H. K. Ticho and R. D. Tripp: Phys. Rev. 105, 1127 (1957). 

2 Born, M., u. R. OPPENHEIMER: Ann. d. Phys. 84, 457 (1927). 
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Molekiils als Zweizentrenproblem bei festgehaltenen Kernen ist, kann 
man das Verhaltnis von Protonenmasse m, und Myonenmasse m,, 


m,/m, = 1836,2: 206,86 = 8,876 (1) 


nicht mehr als groB genug ansehen, um diese Naherung fiir quantitative 
Rechnungen zu benutzen. Daher werden in den bisher in der Literatur 
vorliegenden Arbeiten Korrekturen zur Born-Oppenheimer-Naherung 
beriicksichtigt oder spezielle, dem Problem angepafte andere Naherungen 
entwickelt 3’. 

Im folgenden wird versucht, das #fu-Molekiil als erstes Beispiel im 
Rahmen der vorstehenden Arbeiten tiber das quantenmechanische Drei- 
k6rperproblem zu behandeln und die von DIEHL und FLiGcE®’ durch- 
gerechneten Variationsansatze fiir das Hg sinngemaéB auf das ppy zu 
ibertragen. Ein ahnliches Variationsverfahren haben unlangst auch 
Ko ros, RoorHan und Sack® angewandt; sie benutzen dabei jedoch eine 
Eigenfunktion mit 33 Parametern, die nur schwer eine physikalische 
Deutung und spatere Weiterverwendung zulaBt. In der vorliegenden 
Arbeit wird dagegen mit Hilfe verhaltnismaBig einfacher Variations- 
funktionen mit nur drei Parametern, deren Auswahl von physikalischen 
Uberlegungen geleitet ist, ein nahezu ebenso gutes Resultat erhalten, 
das als Grundlage weiterer Untersuchungen dienen kann. 


2. Rechenmethode 


Wir schlieBen uns im folgenden eng an die vorstehende Arbeit III an, 
deren Grundgleichung (10) wir tibernehmen kénnen. Dabei hat lediglich 
die GréBe x jetzt einen anderen Zahlenwert, namlich 


x = 2“? = 17,7523. (1’) 
i 


AuBerdem benutzen wir sinngemaB andere Einheiten als in III, namlich 
als Langeneinheit 


Fe EE rely Soin (2) 
My € 
und als Energieeinheit BETTE 3) 


3 MARSCHALL, H., u. TH. ScuHmipt: Z. Physik 150, 293 (1957). 

4 CoHEN, S., D.L. Jupp and J. RrmppEL1i: Phys. Rev. 110, 1471 (1958); 119, 
397 (1960). 

5 ZELDOVICH, YA. B., i S.S. GERSHTEIN: Zh. eksp. teor. Fiz. 35, 649 (1958). 

6 Wu, T.Y., R.L. RosENBERG and H. Sanpstrom: Nucl. Phys. 16, 432 (1960). 

7 BELYAEV, V.B., S.S. GERSHTEIN, B.N. ZAKHAREV i S.P. LOMNEV: Zh. eksp. 
teor. Fiz. 37, 1652 (1959). 

8 Dieu, H., u. S. FLUGGE: Z. Physik in diesem Heft. Im folgenden mit III 
zitiert. 

9 KoLos, W., C.C. J. RooTHAAN and R.A. Sack: Rev. Mod. Phys. 32, 178 (1960). 
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Wir loésen die Differentialgleichung [Gl]. (10) in IIT] 


1 oe? (a) Oy 0 2G 
HP = 212 oh oe 
a2 ee 24 y2—y2 8 u2+y2—y2 ee 
os ( a A ) a : ‘yu. er év Uy Ou er ! 


wieder genahert, indem wir Y durch das Produkt 


P(r, u,v) = f(r) g(u, 2) (4) 
ersetzen. Dabei gehen wir ebenfalls von 
Wee (5) 


aus und benutzen fiir g(#, v) wahlweise die vom Zweizentrenproblem 
herriihrenden Ansaétze von FINKELSTEIN und Horow1Tz! 


ga (4, 0) = e-P#  o Ps (6) 
und von GUILLEMIN und ZENER" 
Ba (u; v) =e BHF) [e404 —0) 4 od (4—0)) (7) 


Die genannten Naherungsfunktionen enthalten die Variationsparameter 
a, R, B, bzw. «, R, e, 6, die so bestimmt werden, da der Ausdruck 


_ fadtDH® 
leer ea (8) 


ein Minimum wird; dabei ist 
dt =rdruduvdv (9) 


und die Integrationsgrenzen sind 
|r—u| SuSrtu; O0Su<ow; O47 = co. (10) 


Um den Ausdruck (8) nicht noch nach den verschiedenen Variations- 
parametern differenzieren zu miissen, wurde er als Funktion der Para- 
meterwerte ausgerechnet und aus den Funktionswerten sodann die Lage 
des Energieminimums graphisch ermittelt. 


3. Ergebnisse und Diskussion 
Wir beginnen damit, das Ergebnis fiir den Finkelstein- Horowitzschen 
Ansatz (6) zu diskutieren. Hier haben wir zunachst in der Variablen 7 
von — oo bis + co integriert. Dies vereinfacht die Rechnung betricht- 
lich, weil durch die GauB-Funktion /(r), Gl. (5), bei der richtigen Inte- 
gration tiber das Intervall 0<r< co die Fehlerfunktion in die Ergebnisse 


10 FINKELSTEIN, B.N., u. G.E. Horowitz: Z. Physik 48, 118 (1928). 
11 GUILLEMIN, V., and G. ZENER: Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 15, 314 (1929). 
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hineingebracht wird. Diese Vereinfachung schien zunachst vollig ge- 
rechtfertigt, weil beim Hz die Kernschwingungsweite 41/% recht klein 
gegen den mittleren Kernabstand ist (nach III ist 1/« =0,30< R= 2,043 
in atomaren Einheiten), so daB der Faktor f(r) im Bereich — ~<r<0 
so klein wird, daB er praktisch zum Integral nichts mehr beitragt. Die 
vollig analoge Behandlung des pfm-Molekiils ergab nun aber fiir das 
Energieminimum die Parameterwerte 


CMR KU NOE B= 6,98; Tg 2X). (11) 
und die Bindungsenergie 
E = — 0,46793 e/a, = — 2633,8 eV. (12) 


Diese Ergebnisse zeigen, daB 1/« 1,63 hier nicht mehr klein gegen R 
ist, so daB die Vereinfachung hinsichtlich der Integrationsgrenze nicht 
mehr statthaft ist. Daher wurde die Rechnung mit dem Finkelstein- 
_Horowitzschen Ansatz nochmals wiederholt und dabei die Erschwerungen, 
die sich durch Beriicksichtigung der unteren Integrationsgrenze bei ry =0 
ergeben, in Kauf genommen. Das Energieminimum lag dann um 0,4 % 

tiefer bei 
E =— 0,469 84 e?/a) = — 2644,6eV (13) 


bei den Parameterwerten 
a“ =0,536; £B=0,9896; R=2,773. (14) 


Die Beriicksichtigung des Effektes der unteren Grenze ist also nicht 
unwichtig, da sich die Parameterwerte (14) merklich von den Werten (11) 
unterscheiden. 

Beim Hy hatte sich nach III mit der analog gebauten Eigenfunktion 
das Energieminimum fiir die Parameterwerte 


= 3,30; 6 =1,225; R=2,043 (15) 


in atomaren Einheiten ergeben. Der Vergleich dieser Zahlen mit (14) 
zeigt, daB das ppu-Molekiil merklich gr6Ber ist als das einfach im Massen- 
verhiltnis 1:207 verkleinerte Hz. Die Ursache wird durch den Vergleich 
der Kernschwingungsweiten deutlich, die beim p py sehr viel gréBer sind. 
Man kann sich das noch veranschaulichen, indem man die Aufenthalts- 
wahrscheinlichkeit der Protonen als Funktion ihres Abstandes aus- 
rechnet. Die Wahrscheinlichkeit, daB der Abstand der beiden Protonen 
voneinander zwischen 7 und 7 +dy liegt, ergibt sich zu 


dvv fduudvuD® | (16) 


W(r) =~ 
fdrrfduudvu®®@ 
0 
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In Fig. 1 ist W(r) fiir das Hy und das ppy iibereinander entsprechenden 
Langenskalen dargestellt (Langeneinheit a, beim Hg mit der Elektronen- 
masse gebildet, also 207mal grofer als beim pp). Die beiden Kurven 
zeigen deutlich, daB beim H3 nur ein kleiner Bereich um den Gleich- 
gewichtszustand R 2a, herum mit merklicher Wahrscheinlichkeit er- 
reicht wird, wihrend beim ppy ein groBes Abstandsintervall nahezu 
gleichwahrscheinlich ist. 

Bei einer so groBen Schwingungsamplitude der Kerne besteht natiir- 
lich auch eine gréBere Wahrscheinlichkeit, da beide Protonen zur Be- 
rihrung kommen. Die Berech- 
nung dieser Wahrscheinlichkeit 
ist besonders fiir die Molekile 
pdu und ddu von Interesse, da 
sie die Méglichkeit einer Kern- 
reaktion zwischen den beiden 
Atomkernen entscheidend be- 
einfluBt. Um sie quantitativ zu 
berechnen, bedarf es allerdings 
einer besseren Approximation 
der Kernschwingungen als durch 
die Glockenkurve (5). Entspre- 
chende Rechnungen sind in An- 
eriff genommen. 

Die B-Werte in (11) und (14) 
unterscheiden sich nur recht 
wenig voneinander, d.h. die 
Verteilungsfunktion des Myons 

2 . 6 oP wird durch den EinfluB der 
Fig. 1. Wahrscheinlichkeit verschiedener Kernabstande Integrationsgrenze 7=0 in der 
im Hf- und im ppy-Molekiil. Einheit von r ist a) zur 2 : : 
jeweiligen Masse des leichten Teilchens Kernschwingung nur weng (4 % ) 
beeinfluBt. Auch der Unter- 
schied der f-Werte von (14) fiir das pfu und (15) fir das 
Hy ist geringer als bei den iibrigen Parametern. 

Nun ist in III bereits fiir das Hy gezeigt worden, daB sich dort noch 
eine entscheidende Verbesserung der Bindungsenergie beim Ubergang 
zur Guillemin-Zener-Lésung ergibt. Es war daher zu erwarten, da der 
Ansatz (7) auch fiir das ppm zu genaueren Ergebnissen fiihrt. Das 
Variationsverfahren wird in diesem Falle allerdings sehr miihsam, und 
es mag deshalb gentigen, wenn wir uns unter sinngemaRer Verwendung 
der Ergebnisse von III fiir das Hz mit einer Beschrankung der Variation 
auf einen Teil der Parameter begniigen. Fiir eine orientierende Rechnung 
sind wir dazu sicher berechtigt, weil die B-Werte der Finkelstein-Horo- 
witz-Loésung sich fiir die beiden Systeme nicht allzu stark unterscheiden. 
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_ Daher wurden die in III fiir das Energieminimum des H? gefundenen 
Werte von 6 und ¢ mit dem gleichen Faktor multipliziert, um den sich 
die B-Werte (11) und (15) voneinander unterscheiden. Mit diesen festen 
_ Parameterwerten 6 und e wurde sodann die Bindungsenergie als Funk- 
tion nur der beiden anderen Parameter R und « berechnet und ihr Mini- 
_ mum aufgesucht, wobei wegen des etwas rohen Verfahrens der EinfluB 
der Integrationsgrenze y=0 vernachlassigt wurde. Auf diese Weise 
ergaben sich die Parameterwerte 


O==0,3% Sais feo? O05 0, = 10,67, (17) 
und ein zugehériger Energiewert 
E =— 0,486 86 e?/ay = — 2740,3 eV. (18) 


Der Parameter R erscheint gegeniiber (11) hierbei praktisch unver- 
 andert; die Schwingungsweite 1/% ist um etwa 10% kleiner geworden. 
Nach (14) diirfte sie bei Beriicksichtigung des Integrationsgrenzeneffektes 
sich demgegeniiber wieder merklich vergréBern. 

Der Energiewert (18) ist um 96 eV besser als die Naherung (13). 
Fiir die meBbare Dissoziationsenergie 


(bu) +p = (phe) + Ep 


ergibt (18) einen Wert von 
Ep = 211 eV. 


Eine exaktere Rechnung wiirde diesen Wert wahrscheinlich noch um 
10 bis 20 eV erhéhen, wovon rund 10 eV auf den EinfluB der richtigen 
Integrationsgrenze entfallen diirften, wie der Vergleich von (12) und (13) 
lehrt. Die danach zu erwartende Dissoziationsenergie von Ep & 230 eV 
paBt sehr gut zu den auch sonst in der Literatur?~”® nach anderen Nahe- 
rungsverfahren gewonnenen Werten. 
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Umladungsmessungen an Lithium-Ionen 
im Energiebereich von 3 bis 10 keV 


Von 
Kraus BETHGE 


Mit 5 Figuren im Text 


(Eingegangen am 30. September 1960) 


An ion source is described where a beam of lithium ions is directly emitted from a 
platinum filament coated with the lithium mineral f-eucryptite. Charge exchange 
cross sections were measured in the energy range from 3 to 10 keV for the gases A, 
N,, N,O, H,, O,, CHy, CCl,F, and air. The results in this energy range agree with 
the adiabatic hypothesis of Massey. 

The uncharged particles were detected by means of a secondary electron emission 
detector. The secondary electron emission yield for a Cu-Be and a Ag-Mg surface 
by bombardment with lithium ions was measured. 


1. Einleitung 


Beim StoB eines beschleunigten Ions A* gegen ein ruhendes Molekiil 
oder Atom 6 kénnen folgende Umladungsprozesse auftreten: 


(I) A+ Bt (Einfang eines Elektrons) 
(II) A’ + Bt (Einfang zweier Elektronen) 
(III) A*41B4+(k—41)e- 2=2k=Z, 
(k-fache Ionisation des stoBen- 
Ati B= den Teilchens, Z, Ordnungs- 
zahl des Teilchens A) 
(IV) A ee ees 1427, 


(n-fache Ionisation des Target- 
teilchens, Z, Ordnungszahl des 
Teilchens B) 


Der ProzeB (I) tritt vorwiegend bei kleinen und mittleren Ionenenergien 

auf. Untersuchungen dariiber liegen fiir eine groBe Zahl von Ionen, fiir 

die es Ionenquellen geniigender Intensitat gibt, vor. In einem zusam- 

menfassenden Bericht von ALLISON! sind die bis 1958 vorliegenden Er- 

gebnisse an H- und He-Ionen referiert. Au®er den bei MassEy2, sowie 

ALLISON und WarsHAW? zusammenfassend_ berichteten Resultaten, 
1 Arison, S.K.: Rey. Mod. Phys. 30, 1137 (1958). 


* Massey, H.S.W., and E.H.S. Buruop: Electronic and Ionic Impact Pheno- 
mena. Oxford 1952. 


3 ALLison, S.K., and S.D. WarsHaw: Rev. Mod. Phys. 25, 779 (1953). 
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liegen neuere Messungen an N, Ne, Ar, Kr, J und Tl von pe HEER# und 
an Ar von SLUYTERS® vor. 

Fir Lithium-Ionen sind Umladungen nach (I) an den Gasen H,, He 
und Ne von WorF® im Energiebereich von 200 bis 1100 eV gemessen 
worden, wahrend van Ecx? diesen Proze8 an H, im Energiebereich von 
5 bis 22,5 keV untersucht hat. 

Der ProzeB (II) kann nur bei solchen Atomen auftreten, die eine 
positive Elektronenaffinitat haben. In einer Reihe von Arbeiten ist 
die Bildung von H~-Ionen durch Umladung behandelt worden!. AuBer- 
dem konnte dieser ProzeB an B, C, N, O und F beobachtet werden ® 10, 
Die Bildung negativer Ionen des Lithiums, dessen Elektronenaffinitat 
0,74eV betragt™ ist von FoGeL und Trmorrev! im Energiebereich 
zwischen 3 und 14 keV, sowie von ALLISON, GarcIA-Munoz und CurE- 
vas! zwischen 20 und 50 keV beobachtet worden. 

Dieser ProzeB kann fiir den Betrieb einer Ionenquelle fiir negative 
Tonen benutzt werden, die in einem Van de Graaff-Tandem-Generator 
weiter beschleunigt werden sollen. 

Der ProzeB (III), z.B. die Bildung von He** durch Umladung von 
He*, wurde in merklichem AusmaB erst bei 500 keV Ionenenergie be- 
obachtet!. Die Umladung von Li* in Li** ist dagegen schon im Energie- 
bereich von 10 bis 150 keV gemessen worden". 

Beim ProzeB (IV) ionisieren beschleunigte Ionen die durchlaufene 
Materie und verlieren dadurch Energie. Die Messung dieses Prozesses 
erfordert eine andere experimentelle Anordnung, als in der vorliegenden 
Arbeit beschrieben, so daB dieser ProzeB hier nicht betrachtet wird. Fir 
Li-Ionen liegen Messungen des Prozesses (IV) von BEECK und Mouzon!* 18 
im Energiebereich zwischen 0,1 und 2 keV vor. 

4 HEER, F. DE: Diss. Leiden 1956. 

5 StuyTERS, J.M., E. DE Haas u. J. KisTENMAKER: Physica, Haag 25, 1276 
(1959). 

6 Wotr, F.: Ann. d. Physik 28, 438 (1937). 

7 Eck, J. VAN, u. J. KisteMAKER: Physica, Haag 26, 629 (1960). 

STROGEL An Vig wavs VITLIN Un GalcOVATnoOV.. Inbivs a jie bl eae) hm359 
ae Ja. M., R.V. Mitin, V.F. Koztov u. N.D. Romasuxo: Sov. Phys. 
JEPT 35 (8), 390 (1959). 

10 FocEL, Ja. M., V.F. Koztov u. A.A. Katmyxov: Sov. Phys. JETP 36 (9), 
966 (1959). 

11 MoisIEWITscH, B.L.: Proc. Phys. Soc. Lond. A 67, 25 (1954). 

12 Focer, Ja. M., and A.D. TimreEw: Trans. Phys.-math. Fac. Univ. Charkov 
7, 177 (1958). 

13 Arison, S.K., M. Garcia-Munoz u. J. CUEVAS: Phys. Rev. 120, 1266 (1960). 

14 Arrison, S.K., M. Garcra-Munoz and J. CuEvas: Rev. Sci. Instrum. 31, 
1193 (1960). 

15 Breck, O., u. J.C. Mouzon: Ann. d. Physik 11, 737, 858 (1930). 

16 Mouzon, J.C.: Phys. Rev. 41, 605 (1932). 
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2. Beschreibung der Umladungsmessungen 


Die Umladungsprozesse werden durch Differentialgleichungen be- 
schrieben, die erstmals W. WIEN!” aufgestellt hat und deren hier ver- 
wendete Form bei ALLISON! entnommen ist. 

Durchlauft ein Strahl beschleunigter Ionen, der aus den Ladungs- 
komponenten F.,, /,, / (F., ist z.B. der im Strahl vorhandene Bruchteil 
negativer Ionen), einen Reaktionsraum der Lange /, in dem die Zahl der 
Atome pro cm? z durch Variation des Gasdrucks verandert werden kann, 
so wird sich dort die Zusammensetzung des Strahls infolge der Prozesse 
(I), (II) und (III) andern. Die Zusammensetzung des Strahls, der die 
Kammer verla&t, wird durch ein elektrisches oder magnetisches Feld und 
geeignet angeordneten Detektoren analysiert. 


Die Zahl der Atome pro cm? z ist gegeben durch 


ges eg 
> as a (cm A (1) 
/ Umladungsstrecke (cm), # Gasdruck (dyn/cm?), » Zahl der Atome pro 
Molekiil, N Loschmidt-Zahl, R Gaskonstante 8,31 - 107 erg/Mol - Grad, 
T absolute Temperatur. 
Die Anderung der Ladungskomponenten fF; im Bereich a+ Az ist 
gegeben durch: 


aE 
he — (G_19 | on) Fs + 00-1 figs +645 
dk 
ae — O_109 FE, a (5-4 aia Gox) Ff, ais O19 (2) 
aF, 


ae 0-1 +9125 — (61-4 + O19) A. 


Darin ist o;; der Wirkungsquerschnitt fiir den Ubergang aus dem 7-ten 
in den f-ten Ladungszustand. 

Lithium hat im allgemeinsten Fall 5 Ladungszustande. Da jedoch 
in dem hier zu untersuchenden Energiebereich das Auftreten von Li-, 
Litt und Li*** sehr unwahrscheinlich ist, kann man mit einem Zwei- 
komponentensystem rechnen: 


dF 
Ga 90140 + O10, (3a) 
dF 
a = 6914) — 01/5. (3 b) 


Wenn man annimmt, daB der in die Umladungskammer eintretende 
Strahl nur aus einer Ladungskomponente besteht, lautet die Lésung 


W” Wien, W.: Ann. d. Physik 39, 528 (1912). 
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dieses Systems: 


Ey SE ae een en (4a) 

h=fReot(t — FF.) - eT * oto) | (4b) 
Daraus ergeben sich die Wirkungsquerschnitte o,) und o,, bei Kenntnis 
der F, ..: 

Hig = toes ta In ( Ae ies 

ay La Fo (5) 
_ Fro j| SIR se 
v= ee in( aa). | 


Unabhangig von (5) ergibt sich der Wirkungsquerschnitt o,) aus dem 
Anfangsverlauf von (4a), da man fiir (6,9) +0),;)<1 die Exponential- 
funktion entwickeln kann: 


P41 = 2 Gyo: (6) 


Im Bereich kleiner Drucke soll / linear mit dem Druck abnehmen. Die 
Steigung der Geraden liefert direkt den Wirkungsquerschnitt o,,. Es 
ist jedoch zu beriicksichtigen, daB bei den niedrigsten erreichbaren 
Drucken a=2,,, Umladungen im Restgas, bestehend aus Luft und 
Kohlenwasserstoffen, stattfinden kénnen. Mit dieser Korrektur ergibt 
sich 

fy =i (een) == f= (7 — Tygk) O19: (7) 


3. Ionenquelle 


Die in der Natur vorkommenden Alkali-Aluminium-Silikate gehéren 
zu den Mineralien mit dem héchsten Alkaligehalt. Beim Erhitzen des 
Minerals verdampft zuerst das Alkali als positives Ion!*19,. Tonenquellen 
fiir Beschleunigungszwecke, die nach diesem Prinzip arbeiten, sind von 
verschiedenen Autoren angegeben worden?® 212, 

Das Mineral — beim Lithium tragt es die Bezeichnung f-Eucryptit 
(Li,O - Al,O, - 2 SiO.) — wird feingepulvert auf ein Platinnetz aufge- 
tragen. Bei etwa 950° C beginnt das positive Li-Ion zu entweichen. 

Der Aufbau der Ionenquelle ist in Fig. 1 dargestellt. Die Kathode* A 
ist von einem Wehnelt-Zylinder B umgeben, in dem sich eine Bohrung e 
befindet. Durch diese Offnung und die Glasscheibe d kann die Kathode 
von auBen beobachtet, die Temperatur eingestellt und kontrolliert 
werden. Li-Ionen, die aus der auf Strahlspannung liegenden Kathode 
austreten, werden durch die Rohrlinse C vorbeschleunigt und erhalten 


* Der Begriff Kathode wird hier fiir die geheizte Ionen emittierende Flache 
benutzt. 

18 ArrIson, S.K., and C.S. LirTtLEyJoHN: Phys. Rev. 104, 959 (1956). 

19 BLEWETT, J.P., and G.J. Jones: Phys. Rev. 50, 465 (1935). 

20 Arrison, S.K.: Proceedings of the Gatlinburg Conference 1958. 
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durch die zweite Rohrlinse D die Endgeschwindigkeit”, Zur Vorfokus- 
sierung liegt der Wehnelt-Zylinder 50 bis 100 V tiber dem Kathoden- 
potential. Die Vorbeschleunigung wird so eingestellt, daB sich hinter dem 
Ablenkmagneten ein optimaler Fokus, der mit einem Leuchtschirm 
beobachtet wird, ergibt. Mit der Schraube E konnte das Immersions- 
linsensystem C und D justiert werden. Die hochspannungsfesten Hoch- 


Fig. 1. Thermische Ionenquelle. A Platinkathode, B Wehnelt-Zylinder, C, D Immersionslinsensystem 2, 

E Justierschraube, F Pumpansatz, a Porzellanisolatoren, b Isolatoren aus Degussit-Al-23, c Teflonscheiben, 

d Glasplatte, e Bohrung im Wehnelt-Zylinder, f Leybold-Kleinflanschverbindung, G Strahlrichtung zur 
Umladungsapparatur 


vakuumdurchfithrungen der Kathodenzuleitungen bestehen aus tempe- 
raturfestem Degussit-Al 23, wahrend sonst Porzellanisolatoren ver- 
wendet wurden. 


Da das in der Natur vorkommende Eucryptit auBer Kristallwasser 
auch viele Verunreinigungen enthalt, ist es giinstig, das Mineral synthe- 
tisch herzustellen. 

Man vermischt Al,O;, SiO, und Li,CO, im stéchiometrischen Ver- 
haltnis und sintert diese Mischung mehrmals bei etwa 1000°C. Die 
Sintermasse wird fein zerkleinert und im Platintiegel bei 1450° C etwa 
3 bis 4 Std geschmolzen, um das CO, auszutreiben. Die erstarrte Schmelze 


21 ZWORYKIN, V.K., G.A.Morton, E.G. RAMBERG, J. HirtieR and A. W. 
VANCE: Electron Optics and the Electronmicroscope. New York: John Wiley 1945. 
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wird zu Pulver zermahlen und als Aufschwemmung in Amylacetat 
auf das Platinnetz der Kathode gestrichen und dort eingeschmolzen. Bei 
horizontaler Montage der Kathode wird dadurch das Herabfallen des 
Eucryptits bei Erwarmung verhindert. 

Der Li-Strom wurde in einem Faraday-Kafig am Ausgang des Ma- 
gneten gemessen. Der Strom betrug maximal 6- 10-8 A. 

Die Heiztemperatur der Kathode lag bei allen Versuchen zwischen 
1060 und 1120° C. Der dazu nétige Heizstrom hing von der Breite der 
Kathode ab und betrug z.B. bei einer 7 mm breiten Kathode 23 A. Im 
Massenspektrum des synthetischen Eucryptits wurden 10% 1C*- und 
2% H3-Ionen, verglichen mit 7Lit-Ionen, gefunden. 


4. Gasumladungsapparatur 


Die Umladungskammer A (4 cm Aufendurchmesser, 31 cm Linge) 
(Fig. 2) ist in das als Vakuumgefa8 dienende Rohr 2 konzentrisch ein- 
gesetzt. Zwei Blenden B (Durchmesser 1 mm) begrenzen die Kammer. 
Die Eintrittsblende ist isoliert an die Kammer angesetzt und dient als 
Monitor, um Emissionsschwankungen der Kathode beriicksichtigen zu 
kénnen. Mit dem Ablenkkondensator N konnte die Ladungskompo- 
nenten getrennt und auf die Detektoren / und H gerichtet werden. 

Der axiale Verlauf des Ionenstrahls wurde mit dem schwenkbaren 
Faraday-Kafig L und mit einem Leuchtschirm kontrolliert. Zur Fein- 
justierung konnten die Blenden 8B durch drei Justierschrauben C, die 
radial in Zwischenflansche eingesetzt sind, an jede Stelle der Blenden- 
ebene gebracht werden. Die Fiihrungen der Justierschrauben sind va- 
kuumdicht in Faltbalge eingesetzt. 

Die Rohre 7, 2 und 3 werden iiber den Stutzen P ausgepumpt. 

Der Enddruck betrug nach einer Pumpzeit von 3 Std 8 - 10-6 mm Hg. 
Ein Rohrstutzen verbindet die Umladungskammer mit dem Rohr 2. 
Bei geschlossenem Ventil V kann in die Kammer A iiber ein Dosier- 
ventil bei G Gas eingelassen werden. Der Druck in der Umladungskam- 
mer wurde bis 10°?mm Hg mit einem Ionisationsmanometer und bei 
hdheren Drucken mit einem Knudsen-Manometer gemessen. Fiir jede 
Gasart wurde das Ionisationsmanometer an das Knudsen-Manometer 
angeschlossen. AuBerdem konnte der Druck in Rohr / und 3 an je 
einem Penning-Manometer abgelesen werden. In Rohr / und 3 herrschte 
ein Druck von 2-10-4mm Hg, wenn der Druck in der Umladungskam- 
mer 2-10 2mm Hg betrug. 

Der Elektronen- und Ionenstrom des Jonisationsmanometers wurde 
in einem Quotientenverstarker*? gemessen. 


22 FIARIHARAN, P., and M.S. Buatra: J. Sci. Instrum. 33, 488 (1956). — Rev. 
Sci. Instrum. 27, 448 (1956). 
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23 MONTAGUE, H. Jo: Phys. Rey. 81, 1026 (1951). 
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Dann wurde der Detektor als Faraday-Kafig geschaltet und der einfal- 
lende Ionenstrom gemessen. 


I; aa TESS : 

Da JI;,., - 6 =TI,, ist, erhalt man also: 
oe ; 
is =é6+1 (8) 


6 wurde sowohl fiir ein Cu-Be-Blech als auch fiir ein Ag-Mg-Blech ge- 
messen. Fig. 3 zeigt die Abhangigkeit von 6 von der Energie der 
einfallenden Ionen. Der 


Sekundaremissionskoeffi- ie L 

zient 0 hangt stark von | ee 
6 = 

der Vorbehandlung des ae 

Bleches ab. Zur Steige- 5} 


rung von 6 wurde deshalb , g| s 
das Cu-Be-Blech vor dem : py Zs 
Einbau in die Apparatur ee : 
bei 450° C ausgeheizt. 2b 4 ae 
0 zeigte im Laufe der , 
Versuchsreihen, eine Ab- 
nahme. Die Abnahme und ie as IE Ee he 
das Einstellen auf einen ; Mat ae ed ee! 
‘i Fig. 3. Sekundaremissionskoeffizient 6 als Funktion der 
konstanten Endwert ist Peichencnersis 
durch eine erneute Gas- 
belegung bei der Beliiftung wahrend der haufigen Kathodenwechsel be- 
dingt. In Fig. 3 ist fiir das Cu-Be-Blech der jeweilige Endwert 6 eingetragen. 
Das Ag-Mg-Blech ist vor dem Einbau in die Apparatur nur sorgfaltig 
gereinigt, nicht erhitzt worden und zeigte dann keine zeitliche Abnahme 
von 0. Ein Vergleich der beiden Kurven zeigt, daB ein Ag-Mg-Blech 
bessere Sekundaremissionseigenschaften besitzt als ein Blech aus Cu-Be. 
Fiir die nachfolgend beschriebenen Versuche ist angenommen worden, 
daB der Koeffizient 6 fiir positive Ionen und neutrale Atome der gleichen 
Energie derselbe ist. 
STIER und BARNETT? haben 6 sowohl fiir Ionen als auch fiir Atome 
gemessen. Extrapoliert man diese Messungen auf den hier verwendeten 
Energiebereich, so ergibt sich gleiches 6 fiir Ionen und Atome. 


5. Umladungsmessungen und Auswertung 
Jede Messung begann mit der Untersuchung der Strahlzusammen- 
setzung unter Hochvakuumbedingungen, um bei jeder Energie den 
Wert Fiwax) in Gl. (7) zu erhalten. Nach SchlieBen des Ventils V wurde 


24 Stier, P.M., C.F. BARNETT and G.E. Evans: Phys. Rev. 96, 973 (1954). 
25 BARNETT, C.F., and H.K. Reynorps: Phys. Rev. 109, 355 (1958). 
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das Umladungsgas in die Kammer A eingelassen und bei jedem einge- 
stellten Gasdruck im Detektor J der Gesamtstrom J, gemessen. Nach 
Ablenkung der geladenen Teilchen zeigte der Detektor J den Anteil der 
neutralen Komponente J, an. Zur Bestimmung des Nulleffekts 7), der 
hauptsachlich durch Isolationsstréme bedingt war, unterbricht man mit 
der Drehblende M den Strahl. Jy betrug etwa 0,2 - 10-12 A und brauchte 
nur in den Bereichen 10°!2 und 10" A beriicksichtigt werden. Zur Aus- 
wertung der Messungen wurde der im Detektor J gemessene Gesamt- 
strom 


T= Tg ae 0 Lips, Ord cee (9) 

und der Strom der neutralen Teilchen 
verwendet. Ty = 6+ Letom + In (10) 

Daraus folgt: 
f) 
ae eg) 
ay Mee to) os lace 
I I,—1 
ie = atom __ 0 N = 42 
; Tion + Latom 0 \ ( ) 
on 7 (I, Io) 1 (Lo Ty) 
P-Frak mmtg Zur Beriicksichtigung der Inten- 
Det oe 6 eae PAD ee 
(o0oj— — sitatsabnahme der Kathode be- 
kN Z ss Ps 0 , | zieht man J, und I, auf den 
NG se) ll mmng-c™) gleichen Monitorstrom. 

9999 x Zur Auswertung der Messun- 
N gen wurden die nach Gl. (11) 
mie berechneten Werte /, als Funk- 
2.998 . tion des Druckes # aufgetragen, 
um den Wert &,.. aus dem Kur- 
venverlauf zu bestimmen. Bei 
G997|- é’=1,5-10%mm Hg _ konnte 
der Ionenstrahl nicht mehr nach- 


gewiesen werden; der Wert &.,, 

9.996 jedoch war noch nicht erreicht. 
Fig. 4. Neat oe eee Demzufolge ist die Berechnung 

Restgasdruck korrigiert é ns 

der Wirkungsquerschnitte nach 

Gl. (5) nicht méglich gewesen. Die lineare Abnahme von F mit dem 
Druck am Anfang gestattet es jedoch, den Wert 6,9 nach Gl. (6) zu 
bestimmen. In Fig. 4 ist dieser Teil der Kurve noch einmal vergréBert 
dargestellt, wobei die Korrektur, die durch die Umladung im Restgas 
notwendig ist, beriicksichtigt ist, so daB Fig. 4 A* nach Gl. (7) angibt. 
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Den Wirkungsquerschnitt fiir die Umladung positiver Li-Ionen zu 
neutralen Li-Atomen in N,O bei 7 keV Ionenenergie ergibt der Anstieg 
der Geraden Fig. 4 zu: 


O19 = 1,12: 107 cm?/atom. 


14 tha 7 
. 70 *cm’/atom ; 70 *cme/atom 
ihe Ar Br 
72 1b 
17- ih = 
0\- 10 - 
I i I | 
ran g/- | | 
% Heid 
7\= 7 ik / | / 
0, / 
oL ob Aaa 
No Luft 
i y} 
| N,0 | Yj 
y AE y 
oy 3 VA 
e : Cl, 
Yf” 
Zi ale Yi wh 
CClyF. Se 
1- 7+ ge 
0 , l 0 L a | ! | 
ane minum? be] BBO? nS ai KeV fae | OE NGO E) 9 Oke Se mi OKOVIZ 
E iE 


Fig. 5. Wirkungsquerschnitt o,, ftir die Umladung von Lit in verschiedenen Gasen als Funktion der 
Teilchenenergie 


Zur Bestimmung dieses Wertes ist nur Detektor J verwendet worden. 
Die Differenz von Gesamtstrom und dem Strom der neutralen Teilchen 
ergibt die positive Strahlkomponente. Da aber der Strom der positiven 
Li-Ionen separat im Faraday-Kafig (HW in Fig. 2) gemessen worden ist, 
kann man daraus ebenfalls den Wirkungsquerschnitt nach der gleichen 
Methode bestimmen. Man erhalt aus diesen Werten fiir das vorher er- 
wahnte Beispiel: 
Gig 400 4 Ore cin#/atom. 
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Die Ubereinstimmung dieser beiden Resultate kann als zufriedenstellen- 
der Test der Apparatur angesehen werden. 

In der vorstehend beschriebenen Weise sind die Wirkungsquerschnitte 
fiir die Umladung von Lithium-Ionen an Ar, N,O, N,, O,, Ha, CHy, 
CCI,F, und Luft zwischen 3 und 10 keV Ionenenergie bestimmt worden. 
Die Ergebnisse sind in Fig. 5 graphisch dargestellt. 

Die Spannung am Ablenkkondensator N war symmetrisch zur Mittel- 
ebene, um bei umgepolten Feld die ionenoptischen Eigenschaften* 
nicht zu verindern. Mit umgepoltem Ablenkfeld sollten im Detektor H 
negative Ionen nachgewiesen werden. Dazu wurde der Gleichstrom- 
verstarker durch ein Schwingkondensatorelektrometer ersetzt, das noch 
Stro6me von 2-107%5A nachzuweisen gestattete. Es konnten keine 
negativen Ionen nachgewiesen werden. 

Die Fehlergrenzen, mit denen die Wirkungsquerschnitte in Fig. 5 
angegeben sind, betragen +15%. In diesen Fehlern sind die Ablese- 
fehler bei der Strom- und Druckmessung, die MeBgenauigkeit des 
Gleichstromverstarkers (10% im Bereich 10° A) und die Fehler aus der 
Bestimmung von 6 enthalten. Systematische Fehler durch die Emis- 
sionsabnahme der Kathode und die Umladung im Restgas sind beriick- 
sichtigt, wie in den entsprechenden Abschnitten erwahnt. Ferner kOnnen 
systematische Fehler durch Gasstreuung in Rohr 3, d.h. nach dem 
Austritt des Ionenstrahls aus der Umladungskammer auftreten. Dieser 
EinfluB wurde durch Messung der Breite des positiven und neutralen 
Strahls untersucht und gefunden, dafS diese Fehler vernachlassigbar 
klein sind. 


6. Diskussion 


Die Ergebnisse der Messungen sind in Fig. 5 dargestellt. Die Gase, 
an denen die Umladungen untersucht wurden, sind so ausgewahlt 
worden, da8 der Resonanzdefekt JAE klein wurde. Fiir den ProzeB (I) 
ist der Resonanzdefekt als die Differenz der Ionisationsenergien der zu- 
sammenstoBenden Teilchen definiert. MAssEy? hat fiir die Beschreibung 
der Umladungsvorgange folgende Hypothese aufgestellt: 

Wenn 


a:|AB| 
eal (13) 


(AE Resonanzdefekt, a Reichweite der Wechselwirkung, v Relativ- 
geschwindigkeit, 4 Plancksche Konstante) 


gilt, dann sind die Wirkungsquerschnitte fiir die Umladung klein ver- 
glichen mit dem gaskinetischen Querschnitt, d.h. die Verweilzeit 
t —alv des Ions im Bereich des Molekiils oder Atoms ist so groB, daB ein 
Elektron geniigend Zeit hat sich auf die Stérung durch das Feld des Ions 
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einzustellen. Man spricht dann von einem fast-adiabatischen StoB. Im 
entgegengesetzten Fall 
a-|AE| 


ce aa (14) 


ist der Wirkungsquerschnitt fiir die Umladung, verglichen mit dem gas- 
kinetischen Querschnitt ebenfalls klein, weil das stérende Feld des Ions 
eine zu kurze Zeit einwirkt, um einen Ubergang hervorzurufen. Demnach 
sollte ein maximaler Wirkungsquerschnitt fiir 


a-|AB| es } 
ara ae 


zu erwarten sein. 


Die Reichweite der Wechselwirkung a ist von der Gré8enordnung der 
gaskinetischen Radien der zusammenstoBenden Teilchen. Die Summe 
der Radien der beiden Teilchen gibt eine untere Grenze fiir a an. Fiir 
den StoB eines Li-Ions gegen ein Ar-Atom ist ai, =2,6:108cm. Da 
fiir ein 10 keV Li-Ion v =5,23 - 107 cm/sec ist, erhalt man mit AE = 
10,37 eV: 

aes |AE| = 4| 


uch 


3. 


Der Anstieg der Wirkungsquerschnitte fiir die Umladung in Ar steht mit 
dieser Abschatzung in Einklang. Bei 10 keV Li-Ionenenergie ist das 
Maximum noch nicht erreicht. Mit entsprechenden Werten a,,, fiir die 
anderen Umladungsgase sind analoge Schliisse méglich. Auch dort wird 
ein Maximum des Wirkungsquerschnitts 0,9 fiir 10 keV Ionenenergie 
nicht erreicht. 


Fiir die Anregung zu der Arbeit danke ich Herrn Professor Dr. O. HAXEL. 

Bei den Messungen hat mich Herr cand. phys. H. Fasricrus dankenswerter- 
weise untersttitzt. 

Dem Bundesministerium fiir Atomkernenergie und Wasserwirtschaft danke ich 
fiir finanzielle Hilfe. 
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This paper describes the flow of an electrically conducting liquid in a circular pipe 
when a uniform magnetic field is applied in a direction transverse to the direction 
of flow. It is found that the velocity profile of the liquid transforms itself from a 
parabola into a plateau as a magnetic field of greater strength is applied. This 
suggests that the induction drag is important in the central layers while the ordinary 
visosity is dominant near the wall of the channel. These findings support the earlier 
results obtained by HARTMANN and Lazarus. It is also shown that the treatment, 
though elementary in nature, is quite rigorous and does not need correction for the 
electromagnetic shielding effect. 


1. Introduction 


The problem of the flow of liquids in pipes under the action of 
external non-electromagnetic forces is well understood in both experi- 
mental and theoretical hydrodynamics. The influence of a magnetic 
field on the one-dimensional flow of a conducting liquid between the 
parallel plates was first studied by HARTMANN!. He found that the 
velocity profiles of the liquid were flattened in the presence of a trans- 
verse magnetic field. In coordination with LAzArus?, he performed 
experiments on the flow of liquid mercury to test his theoretical predic- 
tions. SHERCLIFF®, guided by the application to flowmeters, has con- 
sidered several aspects of the hydromagnetic flow in pipes wherein he 
distinguishes between the flow in the core of the pipe and that in the 
boundary layer near the walls of the pipe. In this paper we give an 
elementary treatment of the streamline hydromagnetic flow in a circular 
pipe. It will be seen later that the solution is reasonably rigorous. 


* Presented at the West Coast Winter Meeting of the American Physical 

Society held in Los Angeles on December 29 to 31, 1958. 
** Present Address: Aerodynamics Laboratory, Polytechnic Institute of Brook- 

lyn, New York, U.S.A. 

1 HARTMANN, J.: Kgl. danske Vidensk. Selsk., math.-fys. 15, 6 (1937). 

2? HARTMANN, J., and F. Lazarus: Kgl. danske. vidensk. Selsk., math.-fys. 15, 7 
(1937). 

3 SHERCLIFF, J. A.: Proc. Cambridge Phil. Soc. 49, Pt. 1, 136 (1953). 
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Let us assume that the liquid is incompressible, has a coefficient 
of viscosity 7 and an electrical conductivity, in the absence of the 
magnetic field, o. Furthermore, the flow is assumed to be streamline. 
Then, the motion of an electrically conducting liquid across a trans- 
verse magnetic field of strength Hy gives rise to induced electric currents 


j=2 [vx], (1) 


where v is the velocity of flow, c is the velocity of light, and yz is the 
magnetic permeability of the liquid. Here we have adopted the gaussian 
system of units. The induced electric currents j interact with the 
magnetic field Hj, to produce an interaction force 


b=“ ipxit), e 


which acts in a direction opposite to that of the fluid motion. Under 
conditions of steady flow, the velocity of flow is independent of time, 
and hence the equation of motion may be written as 


nV? + © (jx) — grad p =0. (3) 


In this paper, we will consider the flow in a circular pipe. The 
analysis of the problem reveals that the presence of a transverse magnetic 
field is conducive to the flattening of the velocity profile. With strong 
magnetic fields, the velocity of flow is practically constant near the 
central regions and falls rapidly near the walls. This indicates that 
the viscosity exerts an influence on the layers in the neighbourhood 
of the walls whereas the induction drag controls the flow of the con- 
ducting liquid in the central layers. It is noticed that with mercury 
as the experimental liquid, this effect is observable with a magnetic 
field of the order of a few hundred gauss. As a consequence of the 
hydromagnetic interaction, an axial component of the magnetic field 
appears. It is found that this axial component of the magnetic field 
is very weak compared to the original magnetic field. 


2. Circular pipe 


Consider an incompressible fluid with coefficient of viscosity 7 and 
electrical conductivity o forced under pressure p to move with a velocity 
v along the axis of a cylindrical pipe of radius R. A uniform magnetic 
field of strength H, is imposed on it in a direction normal to the axis 
of the cylinder. It is assumed that (i) the flow is streamline and non- 
radial, and (ii) the liquid in contact with the walls of the tube is at 


rest (no slip). 
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Let us adopt a cylindrical coordinate system with z-axis along the 
axis of the cylinder (which is also the direction of flow of the liquid) 
and the position vector r making an angle m with the direction of the 
magnetic field H,. Then the components of the flow velocity v and 
the magnetic field H, in this coordinate system are given by 

=O Up=0, U,=2, (4) 
oa H,=H,cosy, H,=Hysing,  H,=0. (5) 
The interaction force E given by equation (2) has the only non-zero 
component in the z-direction given by 


L = L,=— pH (jet) 2. (6) 


Then the steady-flow equation (3) reduces to 


Fo a oe wry (S 5 
rr | y Or y a 


(7) 
«fie (lee. | 


The last equation can also be obtained by 
balancing 


t% 


(a) the accelerating forces: 2a pr dr 
and 


Fig. 1. Flow equation. Accelerating (b) the retarding forces: (i) the induction 
force: 2apror. Retarding forces: 
(1) Viscous drag: drag —2nr [ue aks (a/c?) v| Or 
7) er 
rie fen ie and (ii) the viscous drag: 
(2) Induction drag: a By 
—20r[u2H2(o/c2) v] Or bia a Mere 250 r Or 


on a cylindrical shell (Fig. 1) of liquid of unit length and bounded by 
the radii 7 and 7+ d7. 


3. Solution of the flow equation 


Let us introduce the parameters 


Weed le 
Ani (=) and B= — (—) (8) 
and make the transformation 
V=v—B (9) 
in the steady flow equation (7). Then we have 
eV Tov, 
Sa en ee we 


which has a solution 


Va Ci(eyAar\y (11) 
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where j, is the Bessel function of order zero, and C is a constant to 
be determined from the boundary conditions. On combining (9) and 
(141) we have 

v=B+CJ,(iVA ri (12) 
The application of the condition of no slip at the boundary, viz. v=0 
at y= determines the unknown constant C. Hence the equation for 
the velocity profile becomes 


p Jo (ia x) 
phe I I4 oe 1 
a Jo (ta) (13) 
where Pane pR? 
L — — 2 — is d tS Ys / 
Cw Hy ik a >» : anal 7% Se (14) 


Both « and x are dimensionless constants, and # has the dimensions 
of velocity. For large values of « and in central layers, the velocity v 
is given by the balance of the induction drag and the pressure gradient, 


viz. - 
p =? H3(Z)2 
VE 
because the second term in the parenthesis of the equation (13) vanishes. 


4. Velocity profile 


The flow velocity at a distance x from the axis of the pipe is given 
by equation (13). For small values of « this equation becomes 


v 1 oy | Ate a2 (4 + oe?) + --- 
= 4 42 16 ae i : \ 
p 7 ) 1+4o2+--- | (15) 


which in the absence of the magnetic “” 
field (x=0) reduces to 


eaelinw). (16) 


The effect of the magnetic field on the gs 
velocity profile of the liquid flowing 
in a circular pipe is illustrated in 
Fig. 2. Here the velocity v is plotted 
in units of 6/4 against x for «=O, 1, 3 
and 5. In the absence of the magnetic 
field (c=0) viscosity alone is present 7 
and the velocity profile (16) is a 
parabola. On the other hand, for a very strong magnetic field, the 
induction drag dominates the role over the viscous drag, and the 
velocity profile resembles a plateau. The pronounced effect of in- 
duction drag is quite apparant from the curve for «=5 where the 
Z. Physik. Bd. 162 4 


Fig. 2. Velocity profile 
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velocity v is practically constant over a considerable part of the section 
of the pipe, except in the very neighbourhood of x=1. In other words, 
the viscous drag has a tendency to make the velocity profile parabolic 
in nature while the induction drag tends to flatten it. In the case of 
weak magnetic fields (c~1) the exact shape of the velocity profiles 
departs slightly from the limiting parabolic form of equation (16). This 
follows from the approximate expression (15) also. In the intermediate 
case of moderate magnetic fields (« ~3) the induction drag is in strong 
competition with the viscous drag, and the exact form of the velocity 
profile is neither a parabola nor a plateau. In fact it is a compromise 
between the two limiting situations. 


5. Axial velocity 
The velocity along the axis of the pipe («=0) is given by 


1 
Ces 1 ae 
‘ a? Jo (ix) 


a Z OS x 10 


Fig. 3. Axial velocity Fig. 4. Velocity profile 


which for the case of a weak magnetic field becomes 


Oa B 


a= 1— 3 2], (18) 


16 | 


In the absence of the magnetic field (c=0) this expression reduces to 


vp = a8. (19) 
Hence we have 
gore ao, ee 2 
Uo a2 Jo (tx) (20) 


Fig. 3 illustrates the variation of (v,,/v,) with « while Fig. 4 is a plot 
of (v/v,,) against x. 
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6. Rate of flow 
The volume of the liquid flowing across any section of the tube in 
one second is given by 1 
Oi=2a'R* | noid, (21) 
0 
which on substitution for v from (13) yields 
1 


Ua 25 | B je fax E _— oe dx 


0 (22) 
See Re pe 
m (ae) R jt+ BIC) || 
Hence the average flow velocity V is given by 
we Q Se 21 J, (ia) | 
aR? a we a Jy (i a) (23) 


In the absence of the magnetic field, expressions (22) and (23) reduce 
to the well known expressions in hydrodynamics 


Qo= = (24) 
and > 
ee p 
Yo SR ~ 8 (25) 
Hence s é 
(ras sau eee gene (26) 
O} f ot a% Jy (2a) 


7. Discussion 
In order to form an idea of the strength of the magnetic field required 
for the induction drag to be observable, we must have 
a=uH,R (2h : (27) 
In the case of mercury as an experimental liquid, we have 
ed, “oe AO, and’ 710-0156 ces.) 


so that for a tube of radius R~O-1 cm, the corresponding value of the 


magnetic field is H, ~ 395 gauss 
bs ; 


The above analysis does not take into account the corrections due 
to shielding effects of the induced electric currents. These shielding 
effects have a tendency to neutralize the parent effect and take place 
in two ways. 

Firstly, the induced electric currents polarize the conducting fluid 
by causing the piling up of charges in front of and behind the direction 
of flow of the electric current density provided the divergence of the 
electric current density is non-zero. This sets up an electric field in a 

4* 
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direction opposite to that of the induced electric field and hence has 
the tendency to neutralize the induction effect. In such a case, appro- 
priate corrections for the electrostalic shielding become essential unless 
the polarization charge is dissipated by conduction as quickly as it is 
built up. 

The second shielding effect appears in the case of induced electric 
currents which are so strong as to modify the original magnetic field 
appreciably. In this case also, an electric field is set up in a direction 
opposite to that of the induced electric field. We will now show that 


x a 


Fig. 5. Axial component of magnetic field Fig. 6. Axial component of magnetic field 


the magnetic field is not modified appreciably in the present problem 
to warrant any such correction. 


As a consequence of the hydromagnetic interaction the lines of 
magnetic field may be expected to be pushed forward with the flowing 
liquid so that the magnetic field acquires a component H, in the flow- 
direction. This axial component of the magnetic field can be determined 
by using the relation 


k Js BOR $ 
Gurl eds (28) 


where j is given by (2) in which the expression for velocity is substituted 
from equation (13). Hence we have 
_ 4apR 1 Jy (ia) Jo (tax) 

,=—— |14+—) ___ — 4 | cos. 

° MH n a Jo (2%) Jo (ia) ee (29) 
It is easy to see that H,—>0 as H)-+co, (x->ov). Fig. 5 illustrates the 
variation of H,/H, against x for y=0 while Fig. 6 is a plot of H,/H, 
for various values of «. 


| 
| 
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Aus dem Theoretisch-Physikalischen Institut der Universitat Jena 


Zur Vierer-Formulierung der speziell-relativistischen 
kanonischen Mechanik eines Massenpunktes 


Von 
E. SCHMUTZER 


(Eingegangen am 26. September 1960) 


Anknipfend an die Sautersche Definition des kanonischen relativistischen Impulses 
wird im Unterschied zu fritheren Arbeiten eine solche ,,verallgemeinerte Hamilton- 
Funktion” auf eindeutige Weise gefunden, die ohne Benutzung der bekannten 
Nebenbedingungen u;w;= —c? unmittelbar eine Funktion der 4-dimensionalen 
Lage- und Impulskoordinaten ist. Davon ausgehend, haben wir die kanonischen 
Zusammenhange in einer solchen Weise entwickelt, daB eine logische Geschlossen- 
heit der gesamten kanonischen Mechanik erzielt wird. Fiir die kovarianten ,, Hamil- 
ton-Gleichungen“ ergibt sich eine neue Form. Die Theorie wird bis zur kanonischen 
Transformation und zu den Erhaltungssatzen entwickelt. 


§ 1. Hamilton-Prinzip und Variationsgleichung 


Bekanntlich gibt es nur wenige Arbeiten zur Vierer-Formulierung der 
speziell-relativistischen kanonischen Mechanik. Erwahnenswert sind die 
diesem Gegenstand gewidmeten Arbeiten von Fak! (allgemein-relativi- 
stische Uberlegungen), MACKE®2 sowie die erst kiirzlich erschienene aus- 
fiihrliche Arbeit von SAUTER?, wo gezeigt wird, dafB sich, wenn man fiir 
die Vierergeschwindigkeit an der Nebenbedingung u;u;=— c? festhalt, 
keine eindeutige Verallgemeinerung der Hamiltonschen Theorie erhalten 
1aBt. 

Man kann bekanntlich dem Lorentz-invarianten Hamilton-Prinzip 
verschiedene Formulierungen geben, die sich in der folgenden Gleichung 


zusammentfassen lassen: 
a P, 


ty 2 
df Ldt=6f dA =df Ldt =0 (1) 


t, ie P, 
(P und P, sind feste Punkte im Minkowski-Raum), wobei zu fordern ist: 
Ot, 2 00l, = 0%), 00,4, = 0 |p — 04%, |p = 0- 
Die Integranden seien dabei folgendermaBen miteinander verkntipft und 
von folgender Struktur: 


tel fn 2 Bis dx; \ as x. oH) y) 
16 (. aR iJdt=@(x;, ap) aa = L(x ae dt (2) 


1 Fark, G.: Z. Physik 132, 44 (1952). 
2 MackeE, W.: Z. Naturforsch. 7a, 76 (1952). 
3 SauTER, F.: Z. Physik 156, 275 (1959). 
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(t Zeit, t Eigenzeit, A beliebiger invarianter Kurvenparameter). Auf die 
Dreier-Formulierung der kanonischen Mechanik mit der Zeit als Para- 
meter wollen wir nicht naher eingehen, da sie auch im relativistischen 
Fall hinlanglich bekannt ist. Die Gewinnung der zum obigen Hamilton- 
Prinzip gehérigen Variationsgleichungen in kovarianter Form gelingt am 
einfachsten, wenn man 4 als Parameter nimmt. Dann ergibt sich nam- 
lich die iibliche Lagrange-Gleichung: 

dk ax aoe (3) 


kil = =0, 
OX; Ox; dh OX; 


(Ableitung nach 4 wird mit einem Punkt bezeichnet.) Vom physikali- 
schen Standpunkt ist es aber interessanter, diese Gleichung in eine solche 
Form umzuschreiben, daB t als Parameter erscheint. 

Vermége der Verkniipfung (2), der wir folgende Gestalt geben kénnen: 


e . . 1 d a 
@(x5,4) = Ge HEL (ay, S2) (4) 


ic 
(lateinische Indizes laufen von 1 bis 4; auf doppelte Indizes ist die Ein- 
steinsche Summenkonvention anzuwenden) und der Relation: 


dx; 1645 
= Sa (5 
A Vai % 
resultieren die folgenden Umrechnungsformeln: 
O% Nay eek Oy ok 1 dx (OL dx _ 7 6) 
Om te. Oa? OX; 3 fees ae Ee 3 dxj\ at 4 
dt ( a 
so daB aus (3) die folgende neue Variationsgleichung entsteht : 
OL d OL dietder éL aK; 
Ses + BE 4 wee ee ie net = 
Ox; dt pee a ae ( dxj;, at 1)| oS (7) 
dt laa) 


die man auch so schreiben kann: 
OL d OL 4 dx; ax; 1 d?x; OL dx; 
PEAS ANAND bit sd a ee gg eye 
ie dt 5) sf a dt dt cz dt 3 xz) At 2 Os (8) 
dt ee 


Die Konsistenz dieser Gleichung iiberpriift man sofort, indem man sie 
mit dx;,/dt durchmultipliziert. Wir erkennen somit, daB die Variations- 
gleichung bei Verwendung des Parameters 7 eine verhaltnismaBig kom- 
plizierte Form annimmt. Die Richtigkeit dieser Gleichung kann man 
auch noch direkt beweisen: Aus (1) ergibt sich namlich, da jetzt die 
Integrationsvariable mit variiert werden muB: 


Py 
OL 


P, 
J fom sag Cae a+ fate 0 
‘ le 


1 


| 
| 


} 
\ 
| 
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1 yore 
Aus (dt)?=— = dx;dx, leitet man die wichtigen Beziehungen: 
ada) d ‘ i Chey ego Up 
5( ‘| = x, bet a) %, 
dt dt (0 i “i G at dae aa (0%;) (9) 
1 
d(dt) =— = u,; d(dx;) 
ab, mit deren Hilfe dann folgt: 
oL d oL IES OL da 
See om cme ar ; 
i) Ox; aces Tie dt ei dt L OxaT 
d 
1 dt (10) 
aL @L 1 du dx; L ax; Fs 
3 (2) se: [iy Fae ae ae elrae 
dt ae 


Wegen des postulierten Verschwindens der Variationen an den Inte- 
grationsgrenzen (manchmal liest man die Meinung, daB die Verwendung 
von t als Parameter die besondere Schwierigkeit mit sich bringe, auch 
die Grenzen mit zu variieren) resultiert als notwendige Bedingung wieder 
Gi (7): 

Wir weisen darauf hin, daB manche Autoren*® trotz der Verwendung 
von t als Parameter die Lagrange-Gleichung ad hoc in der Form (3) ver- 
wenden. Um dann zur Einsteinschen Bewegungsgleichung zu kommen, 
mu die Lagrange-Funktion in der Form: 


L= = — oS | Zusatz 
G LT 


angesetzt werden, damit sich der begangene Fehler wieder herauskom- 
pensiert. Eine solche Wahl verletzt aber die Kontinuitat zur bewahrten 
Lagrange-Funktion: 

Te moc? | ae! (4 


214 
7) | SS ZSatZ 


c2 


§ 2. Verallgemeinerte Hamilton-Gleichungen 


Der Ubergang von der Lagrange-Theorie zur ,,Hamilton-Theorie™ 
vollzieht sich durch die Transformation : 


U;, L(x;, U;) > D;, G(%;, Pi)- 


Im Rahmen dieser Betrachtungen werden die Vierer-Geschwindigkeiten 
u; als voneinander unabhiangig betrachtet. Fiir die wirkliche Bewegung 
des Massenpunktes ist: «;= dx;/dt, also u,u;=— c®. Die Funktion G sei 


4 GotsTEIN, H.: Classical Mechanics. Cambridge: Addison-Wesley Publ. Comp. 


1953. 
5 AHoRONI, J.: The Special Theory of Relativity. Oxford: Clarendon Press 1959. 
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eine Invariante und fungiere als Grundfunktion im Phasenraum. Die 
Gl. (7) legt die folgende Definition der kanonischen Impulse nahe: 


yea me! & yl Ly. (11) 
7 


Diese Definition stimmt mit der Sauterschen iiberein. 

Fragt man nun nach solch einer Verkniipfung von L und G, daB G 
unmittelbar Funktion der postulierten Variablen wird, so wird man 
direkt auf folgende Definition gefiihrt, wenn man eine Differentialglei- 
chung fiir den korrigierenden Faktor aufstellt und diese lést (die Trans- 
formation ist nicht mehr vom Legendreschen Typ wie in der gewohn- 
lichen Mechanik) : 


G(«;,~,) =2 —— L myc. (12) 
|: => = Up Up 
Cc 


Durch Differentialbildung titberzeugt man sich leicht, daB ohne Benutzung 
irgendeiner Hilfsannahme die Gheder mit dw; von selbst herausfallen; 


somit folgt: ; 
OL 
uU; ap; — Eva Gan 
dG = —- (13) 
Wee: + —5 Up UR 
also: aL 
Uj 6G Ox; éG (14) 
vp eae Op; Swine. - ela 9 
iS 2 Up Up Lisp 2 Up, Up 
Aus der ersten Gleichung resultiert: 
Up Up 1 
va —_ iW ale OG © (15) 
f : c Op; Op; 
so das wir schreiben kénnen: 
OG eG 
jpeg BEET ok == = OX; 
\/: i 6G 6G Ox; 1. 0G 0G - 
->=3 > 1— == 
c? Op, Opp Op, OPE 


Bei Heranziehung von (11) und (7) resultieren damit fiir die wirkliche 
Bewegung des Massenpunktes folgende Gleichungen: 


eG aG 
ae Opi ap, ax; 


ae dt SSE 
Ss (ee Ce ee pees 
co Opp Opp, c2 Op, Opp 


(16) 
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die eine verhaltnismaBig unsymmetrische Form besitzen. In dem 
8-dimensionalen Phasenraum gibt es beziiglich G einen reellen und 
einen komplexen Bereich. Beide Bereiche werden durch die Hyper- 
flaiche G =m c® getrennt. Auf dieser fiir die physikalische Bewegung 
maBgeblichen Flache werden die Ableitungen von G singular, so dab 
sich der singulare Nenner gerade heraushebt. 
Mit Hilfe von (11) kann man der Grundfunktion G leicht folgende 
andere Form geben: 
eG emcee ee 
Coa erin 1) a+ + m,c?. (17) 
Daraus erkennt man, da®B die wirkliche Bewegung so ablauft, daB 
G =m), C? (18) 


wird. Wegen (12) zieht das fiir die wirkliche Bewegung folgende Kon- 
sequenz nach sich: Mop ay: (19) 


Fiir die wirkliche Bewegung ist die von uns vorgeschlagene Grund- 
funktion eine Erhaltungsgr6Be: 

dG 8G dx; , 0G ap; 

ae Ox; dt ‘ ap; dt 
1 TOME WG 04 WY (20) 
j:-i#22 Ox, OP; Opi Ox; 


Definiert man die Poisson-Klammer in der tiblichen Weise, so ergibt 
sich fiir eine Funktion A =A (x,, p;, t) die Formel: 


LA OA OA dx; OA dp; 0A 1 
Saar tee gt He ee. (01) 
dt OT CX, OT Cp; ae OT / i ee 


c? Op, Opp 


§ 3. Verallgemeinerte Hamilton-Jacobi Gleichung 
Die Wirkungsfunktion werde durch die folgende Gleichung definiert : 


A Tt 
S=S5 f 8%) = Sot J L(x;,0,) de. (22) 
Ag To 
In bekannter Weise kénnen bei Verwendung von A als Parameter die 
iiblichen Uberlegungen leicht angestellt werden, die wegen (6) zur folgen- 
den Relation fiihren: as a og = eS 
OX; OX; 
Da fiir die wirklich ablaufende Bewegung Gl. (18) maBgebend ist, so 
lautet die Hamilton- Jacobi-Gleichung: 


G (x ; = = Mec (24) 
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§ 4. Zwei Beispiele | 
Wir zeigen nun, daB sich der bisherige Aufbau der kanonischen _ 
Theorie mit zwei bekannten Bewegungsgleichungen im Einklang be- 
findet. Auf Grund unserer Struktur von G treffen wir nicht auf die be-_ 
kannten mit einem Faktor 2 verbundenen Merkwiirdigkeiten. Wir be- 
handeln die Bewegung eines Massenpunktes im elektromagnetischen 
Feld (A; Viererpotential) und in einem skalaren Potential @: 


1. Elektromagnetisches Feld 
Die Lagrange-Funktion lautet: 


L=— mc?+ : A; u;. (25) 
Durch Differentiation entsteht: 
Cit NE OL = OH: e OA; 
Ou; c cs Cup a a eS ; Ox; Ta c OX: be , (26) 


Die Variationsgleichung (7) liefert: 


Cae ax; _ 04; CA; 
Ee ae Hi, dt (Hy = Fo _ ae (27) 
Nach (11) ergibt sich fiir den kanonischen Impuls: 
p;=Myu;+ < A,. (28) 


Damit nimmt G die Form an: 


G=m,c?+ mc? \/ eae 


2 2 
MgC 


(¢, = - A, (? a = A, . (29) 


Fiir den Vorfaktor in den Hamilton-Gleichungen folgt: 


1 


= 7 é é : 
ee — Vt ae eS 4,}. G0) 
| 8 Ob, ODE 
Die Hamilton-Gleichungen selbst lauten: 
Cel e CO 2 (ouah hee 
at Wg (6; _ Ai} : dev «& An 2 : G1) 
Fir die Hamilton- Jacobi-Gleichung resultiert: 
OS 2 2 WEGnS é 22 
bs a3} be —£Aj)+ mie =o. (32) 


Die sich aus unserem Definitionsschema ergebende Gl. (29) ist ein Gegen- 
stiick zur bekannten Beziehung: 


ic) \ 1 2 
H™! = ep + myc? \i ae (p— ous (33) 
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2. Skalares Feld 
Die Lagrange-Funktion lautet: 


L=—mgc*— D(x). 
Differentiation ergibt: 


OL OL OL oD 
==(()), —— cet == 2 —<—<—<—$. sOXr ies 
Ou; Ou; Rage coal eh Ox; Ox, 
Damit liefert die Variationsgleichung (7): 
d @D\ dx; PD 
—— || 9, =| = 
dt ( Saiaeea dt Ox; 


Fir den kanonischen Impuls resultiert: 


p= (mo ae = U;. 
G erhalt somit die Form: 
G=mc?+ \/ (7 c2+ D)?+ 0? p;P;. 


Fir den Vorfaktor in den Hamilton-Gleichungen entsteht: 


e: _ Vom 2+ OP + ph 
4 2 2 ee 
C SOPpmap, 


Die Hamilton-Gleichungen selbst lauten: 


ax; p;c? dp, __—— a®@ 


dt M,c2+@D ? ade. one 


Fiir die Hamilton- Jacobi-Gleichung ergibt sich: 
Gs) Os) 


eee Eg: 


+ (10+ =) e= Or 


§5. Kanonische Transformation 


59 


(40) 


(41) 


Die Forminvarianz der verallgemeinerten Hamilton-Gleichungen ist 


bei der Transformation Ce 
Xj, Pi» G > Xi, Pi» G 


gewahrleistet, wenn gilt: 


(42) 


da dann das Hamilton-Prinzip forminvariant wird, so daf} in den neuen 
GréBen alle fritheren Uberlegungen iibernommen werden kénnen. Des- 


halb ergibt sich die Beziehung: 


ap G — m,c?) d G — mc?) dt 
aF = p,d%,— pdx; ae) ‘2 aS ae } 
lie PR CGS I 0G. 6G 
/ c Opp Opp Ge Opp OPrR 


(43) 
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Analog wie in der nichtrelativistischen Theorie kénnen nun die verschie- 
denen Ansitze fiir die Erzeugende F gemacht werden. Bemerkenswert | 
ist, daB aus (43) G=G und daraus die Invarianz der Nebenbeaeum | 
u;u;=—U;u; = — Cc? folgt. | 

Die infinitesimale kanonische Transformation behandeln wir, indem | 
wir die Erzeugende F in folgender Weise mit der infinitesimalen Erzeu- | 
genden / verkniipfen (f =f (x;, 2,)): | 


He eh | 
Durch Differentialbildung folgt wegen der Infinitesimalitat: 
ihe of a | 
P= (0; a | d (x; Bb; al pid %;. (45) 


Durch Vergleich mit (43) resultieren die Transformationsformeln : 


of 


Hej = 2 — ee Hat ORs p= bi t>—=Pit 66;, G=G=mgc?. (46) 
Definieren wir 
a 0G 0G 
6G=G6%,b) — C(x, b)= = Ont SOP = [le (47) 


so folgt wegen (21): 


aves 1. 1 04 @G 


Ist also in einer Theorie G von solcher Struktur, da 


6G=0 (49) 
ist, so gilt 

ies 

came (50) 


d.h. f ist eine Erhaltungsgr6Be. Besonderes Interesse besitzt in der Me- 
chanik der Fall: 


f=—«,p;+ 2 0;; (xp; — x;P)), (51) 
also die inhomogene infinitesimale Lorentz-Transformation : 
X; =~; BSE Obs siete y? pi = D+ %;5;. (52) 


Ist somit eine Theorie invariant gegen (52), so gilt Erhaltung fiir Impuls, 
Energie, Drehimpuls und SchwerpunktgréBen. 


Herrn Professor Dr. F. SautER danke ich fiir eine freundliche Diskussion. 
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Aus dem Forschungslaboratorium der Siemens-Schuckertwerke-AG, Erlangen 


Thermodynamik irreversibler Prozesse 
und die Kraftgleichungen nach Schliiter 


Von 
W. FRIE 


(Eingegangen am 3. Dezember 1960) 


Durch Auflésen der phanomenologischen Gleichungen der Thermodynamik irre- 
versibler Prozesse nach den Kraften wird die Gleichwertigkeit dieses Gleichungs- 
systems einerseits mit den durch die ,, Thermokraft‘‘ erganzten Kraftgleichungen 
nach SCHLUTER und der Warmestromgleichung andererseits bewiesen. 


I. Einfuhrung 


Die theoretischen Untersuchungen des Verhaltens von Gasgemischen 
miiBten von der Berechnung der Geschwindigkeitsverteilungsfunktion 
jeder einzelnen Komponente aus der Boltzmannschen StoBgleichung! 
ausgehen. Es ist jedoch einfacher und anschaulicher, fiir jede Kompo- 
nente eine Kraftgleichung anzusetzen? (s. auch 3°). JOHNSON® hat dazu 
gezeigt, daB sich diese Kraftgleichungen aus der Boltzmannschen Glei- 
chung als erste Naherung ableiten lassen. Dabei tritt zwar die Reibung 
mit den anderen Gaskomponenten in Erscheinung, es fehlen jedoch 
Ausdriicke, die die Beschreibung der Thermodiffusion erméglichen. In 


von phainomenologischen Gleichungen aus, die die Stréme mit den 


1 BoLtzMANN, L.: Vorlesungen iiber Gastheorie. Leipzig: Johann Ambrosius 
Barth 1895. 

2 SCHLUTER, A.: Z. Naturforsch. 5a, 72 (1950); 6a, 73 (1951). 

3 SPITZER jr., L.: Physics of Fully Ionized Gases, S.18 u. 94. New York u. 
London: Interscience Publishers 1956. 

4 Marcker, H., u. TH. PETERS: Z. Physik 144, 586 (1956). 

5 FINKELNBURG, W., u. H. MarcKker: Handbuch der Physik, Bd. XXII, 
DS. S191f 1956. 

6 JoHNSON, M. H.: Phys. Rev. 84, 566 (1951). 

? ONSAGER, L.: Phys. Rev. 37, 405 (1931); 38, 2265 (1931). 

8 MEIXNER, J.: Ann. d. Physik 43, 244 (1943). 

9 Me1xner, J., u. H. G. Rerk: Handbuch der Physik, Bd. I11/2, S. 424 fh 1959) 

10 PRIGOGINE, J.: Etude Thermodynamique des Phénoménes Irréversibles. Diss. 
Liittich 1947. 

11 Groot, S. R. DE: Thermodynamics of Irreversible Processes, S. 94 ff. Amster- 
dam: North-Holland-Publishing Company 1951 u. 1959. 

12 HIRSCHFELDER, J. O., C. F. Curtiss and R. B. Birp: Molecular Theory of 
Gases and Liquids, S. 479, 704 ff., 715. New York: John Wiley & Sons Inc; London: 
Chapman & Hall LTD 1954. 


Kraften linear verkniipfen. Eine genauere Auswertung der Boltzmann 
schen StoBintegrale im Rahmen der kinetischen Gastheorie von Enskoc®, 
CHAPMAN, CowLinG!!, WALDMANN® ua. (s. z.B.1?) bestatigt die phano- } 
menologischen Ausatze und gestattet die Berechnung der Koeffizienten. | 
Dabei treten jedoch in den Kraften auch die Tragheitsglieder auf, die 
z.B. bei MEIXNER® 9 und DE Groot" zunichst fehlen. Bei entsprechend | 
genauer Behandlung der StoBintegrale nach JoHNsON® miiBte auch in 
den Kraftgleichungen die ,,Thermokraft‘‘ erscheinen. Da jedoch das | 
Auftreten von Thermodiffusionsgliedern in den phanomenologischen 
Ansatzen der Thermodynamik irreversibler Prozesse bewiesen ist, geniigt 
es, zu zeigen, da man durch Auflésen dieses Gleichungssystems nach 
den Kraften die Kraftgleichungen nach SCHLUTER einschlieBlich der 
,, Lhermokraft‘‘ bekommt. 


| 
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II. Die phanomenologischen Ansatze 


Die Thermodynamik irreversibler Prozesse geht von den folgenden 
phanomenologischen Gleichungen aus 


n 


Se a eee Da Jeet 
k=1 
, (1a) 
oF = = Ee Xy 7 yy ss 
k=1 
mit den Onsagerschen Reziprozitatssatzen 
Li, =Ly 3; Lig Le, (1b) 
und den Nebenbedingungen 
n n 
Lip = DL, =0 (1c) 
und oe = 
n 
DL Si=0 (1d) 
i=1 
Dabei bedeuten 3, den Warmestrom und 
ni = 0; (0; 9) (2a) 


den Massenstrom der i-ten Komponente relativ zur Schwerpunkts- 
geschwindigkeit ss 
1 = 24) b,, (2b) 


13 Enskoc, D.: Kinetische Theorie der Vorgange in maRig verdiinnten Gasen. 
Diss. Uppsala 1917. 
14 CHAPMAN, S., and T. G. Cowxinc: The Mathematical Theory of Non-Uniform 
Gases, S. 134ff. Cambridge: Cambridge University Press 1952. 
15 WALDMANN, L.: Handbuch der Physik, Bd. XII, S. 404 ff. 1958. 
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bei der Gesamtdichte te 


Olax 0; 
j=1 


und »,;= mittlere Geschwindigkeit der 7-ten Komponente 
0; = Dichte der 7-ten Komponente 


c; = @,/0 = Konzentration der 7-ten Komponente. 


Weiter sind 
grad Das 


mit t,=— ——3 


&, = auBere Kraft/Gramm auf die k-te Komponente 
(4, = chemisches Potential/Gramm der k-ten Komponente. 


Da fiir das chemische Potential yu, gilt 


1 op 1 
Hy = Uy + —P,—Ts,=h,—Ts,; du, = —s,dT + ia dp, 


Qk 
u;, = innere Energie/Gramm der k-ten Komponente 
Ss, = Entropie/Gramm der k-ten Komponente 
h, = Enthalpie/Gramm der k-ten Komponente 
, = Partialdruck der k-ten Komponente 


kann man fiir die Kraft X, auch schreiben 


A =e - 1 grad T 
Xp = 8p -— GO on grad p, + hy, Ls = . (3 b) 


III. Auflosung der Gleichungen nach den Kraften 
Die Gln. (1a) stellen eine Beziehung her zwischen den ,,Kraften‘ 
X,, X, und den ,,Strémen“ 3;, §,- Da jedoch von den x+1 Strémen 
nur x unabhangig sind, kénnen auch nur 7 ,,Krafte’ unabhangig sein. 
Es gibt also eine lineare, homogene Beziehung zwischen den X, und X, 
(Kraftegleichgewicht). Schreibt man diese Kraftbilanz in der Form 


‘ 


n 


» On (3: = a —gradf=0 (f= Gesamtdruck) 
k=1 


dann hei®t das 


n 
Da Cr X, Se h ts =v (4) 
4 k=1 
mit i. 
] »: ,: 
h = Zo h,.. 


Da wegen der Nebenbedingungen (1b) und (1c) die Determinante des 
Gleichungssystems (1 a) verschwindet, laBt sich dieses nicht ohne weiteres 
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umkehren. Von den Strémen und Kraften sind jeweils nur 1 Grosert 
unabhingig; daher gentigen  Gleichungen mit ? Koeffizienten zur 
Festlegung des Zusammenhanges. Das System der 


Lip Zl 

foe SS 
ist unterbestimmt und wird erst durch die Nebenbedingungen (1b) und 
(1c) eindeutig festgelegt. Man kann allerdings zu den Gln. (1a) das a; 
bzw. a,-fache von (4) addieren und so zu einem neuen Koeffizienten- 
schema iibergehen, das nicht mehr die Gln. (1b) und (1c) erfiillt, 1m 
iibrigen aber gleichberechtigt ist. 


Unter Ausnutzung der Nebenbedingungen (1b) und (1c) kann man 
die Gln. (1a) wie folgt reduzieren: 


| 


n—1 


On bee £, = >) Liha &) Tl, Se, aN, (5a) 
R=) 


n—1 
ay —s Le, u , oe es (ee a ty) : (5 b) 


Die Gln. (5a) lassen sich nun umkehren 


n—1 
E,— X, =D Mia (9, — Li, ¥,), ple! yt (6a) 
Jab 
mut i te 
. ge oe 
DM, Li; = 64; = FA : (6b) 
i OQ. fir R27 
oder a 
NS 6c 
|Z; ( ) 


Da die L;, symmetrisch sind, gilt dies auch fiir die Koeffizienten M;,. 
Aus (6a) und (5b) ergibt sich dazu 


n—1 n—1 m—l n—1 
AY, = 28; (Blu M, : = Ly, cy ci ye D> ey, 0 Le, k M; A) i (7a) 
= R= eal 
Addiert man nun das @;-fache der Gln. (6a) zueinander, dann erhalt 
man mit Hilfe von (4) die Gleichung fiir X,, 


n—1 /n— n—1 n—-1 
2%, = 33 (De Mj) +%u(h—-> YG MjsLis) (7) 
und aus (6a) es 
n—1 n—1 
—%,=23,(D4M;— My) nS 
‘= q=1 
n—1 n—1 n—1 (7c) 


+%,(h+ 0 My Lj,— HONG LY A 
j=1 


t1=1 7=1 
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Zu den Gln. (7a), (7b) und (7c) kann man nun das a,-, 4,- bzw. a,-fache 
von (1d) addieren und dann die Konstanten a, und a, so festlegen, daB 
das System der Koeffizienten symmetrisch wird. Dies fordert 


n—1 n-1 n—1 


hy Dp oat: Ay =A, + Yc; Mg. 
j=1 


7 le 


a, ist Zunachst noch beliebig. Man hat nun das folgende Gleichungs- 
system 


— £,= 2 Ani Si + Anu ku, a (8a) 
i=1 

oy i pa Ayan ai a Fe (8b) 
s=1 


mit den Koeffizienten 


n—1 


Aj, = Ans = ay + 2,6;(Mj, + Mya) Mee 
j= 


n—1 m—1 n—1 
Apy= Ay,z=h+ DM, L,,— ne DG Mele, 
j=l (el Gail 
n—1 n—1 
At, a Ln ac 2 na Las Ly Dae 
j= fat 
8c 
(==; k==n) Se) 
nm—1 
Aye Ap Gyo Cad 
fod 
n—ln—l 
Ae, = Ans =h— 5 > C; M;; Lin 
i=1 j=1 
Ayn =, 
und der Nebenbedingung 
Dicey Ag, =e oders 0, (44 4) 0: (Sd) 
k=1 k= 


Das dem System (1a) analoge, vollkommen gestiirzte System bekommt 
man, wenn man X, aus (8b) einsetzt 


n 
A Ay; low Ap ~ 
%,=>'( = #4 —Ai)3;—4 go P= onan 
jl 
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Wie die Koeffizienten von (1a) Nebenbedingungen geniigen, die der | 

Massenerhaltungsgleichung (1d) analog sind, so geniigen die Koeffizien- | 
ten von (9) wegen (8d) Nebenbedingungen der Form der Kraftgleichung 


(4) 


n 


» S E 7 Ayi 4 i Lh = 3) 4; 


k= UU 
(10) 
“ ail Aku aie 1 a 
ye f— Zz )+h 4 =9, 
k=1 dU UU 
wenn man a, aus den Bedingungen 
” 
> Opdige Oh ete aes (11) 
i=1 
zu 
m—1 n—1 
ip Det aed (11b) 
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bestimmt. Damit sind die Koeffizienten von (8a) und (8b) festgelegt. 
Subtrahiert man nun noch von (8a) das 3,/o,-fache von (11a), dann 
erhalt man schlieBlich nach Einsetzen von (2a), (3a) und (3b) 


a : n 
Rf yy On 0; Ax; (0, — ¥;) 
1 (12) 
g ad lk 
= Ok »—erad py — Q4 (Anu — My) . 


Damit haben sich Kraftgleichungen ergeben, wie sie sich bei genauerer 
Auswertung nach JOHNSON direkt ergeben miiBten. Andererseits schrei- 
ben sie sich nach SCHLUTER in der durch die ,, Thermokraft‘‘ erganzten 
Forma 


— ie > me N; Eni (V_y — V;) 
7 7 (13a) 
= 0, 0, — grad p, — 0,(Qr — hy) — , 
und der Warmestrom ist 
n 
Sa OF So ota Le (13b) 


Da die hier dargestellte Ableitung der Kraftgleichungen der direkten 
Berechnung nach JOHNSON gleichwertig sein mub, stimmen die Koeffi- 
zienten von (12) und (8b) mit denen von (13a) und (13b) iiberein. 
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Man bekommt 
Ein = Eni =, Mm, Aj,, (14a) 
(7m; = Masse des Teilchens der Sorte 7) 


OSs (14b) 
und 


(14c) 


Durch Ausnutzung von (11a) und (8d) ergeben sich dazu die Neben- 
bedingungen 


> te. =O (15a) 
a 
und 
2 0s (Oz — hy) =O. (15b) 


h=1 


Aus den phanomenologischen Gln. (1a, b, c) lassen sich also die durch 
die ,, Thermokraft“ erganzten Kraftgleichungen nach SCHLUTER (13a) 
und die Warmestromgleichung (13b) gewinnen. Diese Rechnungen sind 
umkehrbar: Aus den durch die ,, Thermokraft“ erganzten Schliiterschen 
Kraftgleichungen und der Warmestromgleichung leiten sich die phano- 
menologischen Gln. (1a) mit den Nebenbedingungen (1b) und (1c) ab. 
Damit ist die Gleichwertigkeit der beiden Ausgangspunkte bewiesen. 


IV. Anwendung auf das Zwei- Komponenten-System 


Es sei nun als Anwendung das Beispiel des Zwei-Komponenten- 
Systems besprochen. Als Ausgangspunkt seien die phanomenologischen 
Ansatze gewahlt, wie sie beim Fehlen auBerer Krafte in Anlehnung an 
EnskocG!® und WALDMANN!®!? yon MAECKER/PETERS? formuliert sind: 

ad T 
Si IPOD Ate 8 Dee | 
. dt 
(16) 


v¢=—eD (= +h, — hs) gradc, — x gradT | 


D = Diffusionskoeffizient 


a = Thermodiffusionsfaktor 


— mM, M4, 
M = Cy Me + CoM, = - 7 2 (nm, + ny) 


S 


ky = Boltzmannsche Konstante. 


16 WALDMANN, L.: Z. Naturforsch. 4a, 105 (1949). 
1? WALDMANN, L.: Z. Naturforsch. 5a, 322 (1950). 
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AuBerdem gilt in diesem Falle 


i = MoT oy radc, + 5 grad T, hie 28 


MCR 
Setzt man dies ein, dann bekommt man die Gln. (5a) und (5b) mit 
hg LD 
I,,=0D ae ) Lyyg Hla =D (“2 2 + hy — he) 
= Ly, (hy — he) +x T. 


(17a) 
iE 


UU 


Die reziproke Matrix (6a, b, c) besteht hier nur aus einem Koeffizienten 


Me? (17b) 


Die Auswertung von (14a, b, c) und (8c) ergibt dann die Beziehungen 


at Acie MyM Cy ly ho Lf 
be Le D (ny + ng) 


OF =ht ot =h,+c Pe 


(18) 
OF =h — Gi iaitled _ Ne = es CT 
Ibe m 


eee (“s- 
a: w 


- L hy hy). 


m 


V. Zusammenfassung 


Es werden zwei Ausgangspunkte zur Beschreibung des Verhaltens 
eines Gasgemisches miteinander verglichen: die phanomenologischen 
Ansatze der Thermodynamik irreversibler Prozesse einerseits und die 
Kraftgleichungen nach SCHLUTER in der durch die ,,Thermokraft“ er- 
ganzten Form zusammen mit der Warmestromgleichung andererseits. 
Wahrend das Auftreten von Thermodiffusionsgliedern in den phano- 
menologischen Ansatzen durch Auswertung der Boltzmannschen StobB- 
gleichung bewiesen ist, fehlt bei der entsprechenden Rechnung fiir die 
Kraftgleichungen im Rahmen der durchgefiihrten Naherung die Thermo- 
kraft. Anstatt die Berechnung der StoBintegrale nach JOHNSON zu ver- 
bessern, werden in der vorliegenden Arbeit durch Auflésen der phano- 
menologischen Ansaétze nach den Kraften die Kraftgleichungen nach 
SCHLUTER mit ihren Erganzungen abgeleitet. Da diese Rechnungen 
umkehrbar sind, ist damit die Gleichwertigkeit der phanomenologischen 
Ansdtze mit den durch die Thermokrafte erginzten Kraftgleichungen 
und der Warmestromgleichung bewiesen. Das angegebene Verfahren 
gestattet weiterhin die Berechnung der Koeffizienten der Kraftglei- 
chungen aus denen der phanomenologischen Ansiatze. 


Ich danke Herrn Dr. MarckeEr fiir die Anregung zu dieser Untersuchung. 
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Aus dem Forschungslaboratorium der Siemens-Schuckertwerke Erlangen 


Massentrennung 
durch Diffusion reagierender Gase 


Von 
W. Frieze und H. MAECKER 
Mit 4 Figuren im Text 


(Eingegangen am 3. Dezember 1960) 


Die Zusammensetzung reagierender Gase als Funktion der Temperatur bei kon- 
stantem Druck wird allgemein mit Hilfe des Massenwirkungsgesetzes in Verbindung 
mit dem Daltonschen Gesetz und der Zusammensetzung im Ausgangszustand 
berechnet. Dies ist bei offenen Systemen mit Temperaturgradienten im allgemeinen 
Falle nicht mehr richtig, weil durch die Diffusionsstréme, insbesondere die von 
Reaktionspartnern, die Gaszusammensetzung ortsabhangig wird...Ausgehend von 
den Uberlegungen der Thermodynamik irreversibler Prozesse wird ein Berechnungs- 
verfahren fiir derartige Systeme angegeben und auf einige Spezialfalle angewandt, 
wobei besonders der Grad der Entmischung untersucht wird. Mit dieser Theorie 
k6énnen in Lichtbégen beobachtete Trennvorgange gedeutet werden. 


I. Problemstellung 


Im Jahre 1956 beobachtete der eine von uns! im zylindrischen 
SF,-Bogen eine Anreicherung des Schwefels in den auBeren Bogen- 
teilen, wahrend das praktisch nicht ionisierende Fluor zur Achse ge- 
drangt wurde. Mastrup und WIEsE” ? teilten 1958 einen ahnlichen 
Vorgang im He-N,-Bogen mit, in dem das Edelgas in der Bogenachse 
angereichert wurde. Diese Beobachtungen lassen sich mit Hilfe der 
Thermodynamik irreversibler Prozesse als ,, Diffusion reagierender Gase™ 
erklaren. 

II. Kritische Bemerkungen 
zu den bisherigen Rechenmethoden 


Bevor wir auf die exakte Ableitung eingehen, wollen wir die bisher 
iibliche Methode zur Berechnung der Teilchenzahldichten als Funktion 
der Temperatur einer kritischen Priifung unterziehen. Als Beispiel 
wahlen wir eine gegebene Mischung eines nicht ionisierenden Fiillgases 
(z.B. He) mit einem einatomigen, ionisierenden Gas (z.B. Hg) bel 
konstantem Druck # mit variabler Temperatur 7. Zur Bestimmung der 
Teilchenzahldichten als Funktion der Temperatur dachte man sich die 

1 MarEcKER, H.: Ann. d. Physik (6), 18, 441 (1956). 

2 Mastrup, F., u. W. WIESE: Z. Astrophys. 44, 259 (1958). 

3 LocuTE-HOLTGREVEN, W.: Proceedings of an Internat. Symposium on High 
Temperature Technology, McGraw-Hill 1959, S. 272. 
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Mischung in einen mit einem Kolben abgeschlossenen Zylinder einge- 
schlossen und berechnete die Teilchenzahldichten als Funktion der fiir 
den ganzen Zylinder einheitlichen Temperatur nach folgenden Gesetzen: 


p= (mp +m) +2, +7,) kyo T (Daltonsches Gesetz) (1) 
k, = Boltzmannsche Konstante, 

N=, (Quasineutralitat), (2) 

= pos) (Eggert-Sahasche Gleichung), (3) 


ae — * _const (Vorgegebenes Massenverhaltnis). (4) 
NEMA O 


F 
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IP 


OS 


0 


Fig. 1. Partialdrucke einer 50°4-Mischung eines Fiillgases 
mit einem ionisierenden Gas als Funktion der Tempera- 
tur, berechnet ohne Riicksicht auf Entmischungseffekte 


Dies sind vier Gleichungen fiir 
die vier gesuchten Teilchenzahl- 
dichten ,;,%,n; und m, bel 
bekannten Teilchenmassen m,. 
Durch Multiplikation der Teil- 
chenzahldichten mit k)jT ge- 
winnt man auch die Partial- 
drucke #,. Diese sind fiir unser 
Beispiel in Fig. 1 schematisch 
als Funktion der Temperatur 
im Zylinder dargestellt. Man 
entnimmt daraus, daB sich das 
anfangliche — Partialdruckver- 
haltnis 1:1 zwischen ionisie- 


rendem Gas und Fiillgas durch die Teilchenzahlverdoppelung bei voll- 
standiger Ionisation auf 2:1 verdoppelt hat. Wiirde man eine Probe 
aus der voll ionisierten Mischung entnehmen und abkiihlen lassen, dann 
wiirde sich wieder das urspriingliche Partialdruckverhaltnis 1:1 ein- 
stellen, wie es das vorgegebene Massenverhialtnis verlangt. — An die 
Stelle der Ionisation kann natiirlich auch eine Dissoziation, allgemein 
also jede Reaktion treten; die Eggert-Sahasche Gleichung ist dann durch 


das Massenwirkungsgesetz zu ersetzen. 


Solange man die Fig. 1 als mathematische Beschreibung der Zustande 
im abgeschlossenen Zylinder mit einheitlicher Temperatur auffaBt, ist 
die gegebene Darstellung in sich konsistent. Sobald man jedoch die 
Temperaturskala auf der Abszisse mit einem tatsadchlich existierenden 
Temperaturgradienten in einem offenen System identifiziert, kann die 
Fig. 1 trotz der Annahme lokalen thermischen Gleichgewichts nicht mehr 
einen stationaren Zustand beschreiben, und zwar wegen der Existenz 
eines Temperaturgradienten. Denn schon unterhalb des Reaktions- 


Massentrennung durch Diffusion reagierender Gase Wa 


bereiches bewirkt der grad 7 Thermodiffusionsstréme derart, daB mei- 
stens die schwerere Komponente zu Gebieten tieferer Temperatur, die 
leichtere zu solchen hdherer Temperatur flieBt. Stationdres Gleich- 
gewicht wird erst dann erreicht, wenn die aufgebauten Partialdruck- 
gradienten den Thermokraften die Waage zu halten vermégen und daher 
keine Diffusionsstr6me mehr flieBen. Dieser Zustand weicht prinzipiell 
— wenn auch nicht sehr stark — von der aus Gl. (4) resultierenden 
Forderung nach Konstanz der Partialdrucke unterhalb des Reaktions- 
bereiches ab. 


Innerhalb des Reaktionsbereiches liefert die obige Rechenmethode 
kraftige Partialdruckgradienten der Reaktionspartner und auch des 
Fiillgases. Letzterer wiirde einen Diffusionsstrom des Fiillgases nach 
héheren Temperaturen hin verursachen, bis der Partialdruckgradient 
und damit der Diffusionsstrom des Fiillgases verschwunden ist. Ent- 
nimmt man nun dem Gebiet vollstandiger Ionisation eine Probe 
und laBt sie abkiihlen, dann ist in unserem Beispiel das Massen- 
verhaltnis um den Faktor 2 im Sinne einer Anreicherung des Fiill- 
gases gestiegen. Dabei haben wir die Thermodiffusion vernachlassigt 
und angenommen, dafB das Reaktionsgas keine Krafte auf das Fiill- 
gas ausiibt. 


Die weiterhin andauernden Diffusionsstr6me der Reaktionspartner 
erzeugen und vernichten sich gegenseitig durch Rekombination bzw. 
Trennung (Dissoziation oder Ionisation), ohne daB ein resultierender 
Massenstrom des Reaktionsgases iibrig bleibt. Von den Einzelstr6men 
kann aber derjenige mit der starkeren Reibungskraft das Fiillgas in 
seine Richtung drangen, was gegebenenfalls bei der Berechnung der 
Gleichgewichtskonzentrationen in Rechnung gestellt werden muB. Auf 
jeden Fall aber unterscheidet sich auch dieser Gleichgewichtszustand 
prinzipiell von dem, wie er durch Gl. (4) beschrieben wird. 


Daraus ist zu folgern, daB zur Berechnung der Teilchenzahldichten 
einer Mischung reagierender Gase in einem offenen System nicht die 
Konstanz der Massenverhiltnisse gemaB Gl. (4), sondern die Stationari- 
tatsbedingungen der Thermodynamik irreversibler Prozesse heranzu- 
ziehen sind. Eine Mischung in diesem Sinne ist ein Gas, das verschieden- 
artige Konstituenten enthalt. Nicht als Mischung zu bezeichnen sind 
demnach zweiatomige Molekiilgase mit gleichartigen Konstituenten (z. B. 
H,, N,, usw.) und einatomige, ionisierende Gase, weil die durch Ioni- 
sation entstandenen Ladungstragerparchen ambipolar diffundieren. Da- 
gegen sind Gase von zweiatomigen Molekiilen mit verschiedenen Kon- 
stituenten (z.B. HD, NO usw.), ferner Mischungen aus einem nicht- 
reagierenden und einem reagierenden Gas (z.B. He—N,, Ne—Hg usw.) 
echte Mischungen im obigen Sinne. 
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III. Berechnungsmethode nach der Thermodynamik 
irreversibler Prozesse 
Zur Berechnung des stationéren Zustandes in einer Mischung gehen 
wir aus von dem Massenerhaltungssatz, angewandt auf jede Kompo- 
meuce™ °< 


005 == = Gly (0; v,) = Gb (5 a) | 


Dabei ist », die mittlere Geschwindigkeit der 7-ten Komponente im 
Laborsystem und J} die pro Volumen- und Zeiteinheit durch eine Reak- 
tion erzeugte Masse der Sorte 7. Besteht die 7-te Komponente aus 
Anteilen mehrerer Konstituenten, dann ist: 

= 0;,, und => Ts 

k k 
mit 
‘f. agelng® Qik — Lin _ Vine 
Ci,k Df nN; Vik My, und 0; rT; RL. 
] 
v; , = Anzahl der Teilchen des Konstituenten k im Molekiil der Kom- 
ponente 7, 


my, = Masse des Konstituenten h, 


nm, = Anzahl der Teilchen/Volumeneinheit der Komponente 7. 


Der Index k& durchlauft dabei die einzelnen Konstituenten des Systems. 
Damit kann man die Gl. (5a) umschreiben: 


Qi ; 
“tik — — div(g; 40) +The. fo 


Die Massenerhaltung jedes Konstituenten fordert jetzt: 


LLi,=0> DL =0 (6a) 
oder 
é ! 
aa (= 04,4) + div (2 Gi, k v, =0. (6b) 
Addiert man die Gln. (5a), so resultiert in bekannter Weise: 
are) . = 
ee iat divov. (7) 


4 MEIXNER, J.: Ann. d. Physik 43, 244 (1943). 

5 MEIXNER, J., u. H. G. Rerk: Handbuch der Physik, Bd. ITI/2, S. 421. 1959. 

6 HIRSCHFELDER, J. O., C. F. Curtiss and R. B. Brrp: Molecular Theory of 
Gases and Liquids, S. 497. New York: John Wiley & Sons, Inc.; London: Chap- 
man & Hall Ltd. 1954. 

? Maccker, H., u. Tu. Peters: Z. Physik 144, 586 (1956). 

8 BINKELNBURG, W., u. H. MAECKER: Handbuch der Physik, Bd. XXII, S.315 ff. 
1956. 
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Im stationaren Falle verschwinden natiirlich die 0, ,/O¢ und damit auch 
do/et. Dennoch kénnen Stréme reagierender Komponenten flieBen, die 
in Reaktionen entstehen und versiegen. Dabei mu der resultierende 
Strom jedes Konstituenten unabhangig davon, ob er allein oder in Ver- 
bindung mit anderen diffundiert, verschwinden: 


ns 0:40; =O0> pa 1,%;,40;=0. (8) 
L U 


Zur Berechnung der Diffusionsstréme go; v; setzen wir der Anschau- 
lichkeit halber anstelle der phanomenologischen Gleichungen der Thermo- 
dynamik irreversibler Prozesse die ihnen gleichwertigen® Einzelkraft- 
gleichungen in der ergaénzten Schliiterschen Form an? ® 10: 


0; ae + sais nj €;; (0; —0)) = 0, 8 — grad p, — 0, (QF —h) =" (9a) 
mit 

SiH Ze Mm; mg my 1 b 

= Ea ef (9b) 


(s. dazu z.B.7, S. 596/597 und 8, S. 508) 


0; — Kraft/Masseneinheit, 
p; = Partialdruck, 
Q;; = Wirkungsquerschnitt. 


In einem System von m Konstituenten und x Komponenten sind 
von den  Gleichungen (Qa) nur »—1 unabhangig voneinander. Die 
im Anlaufvorgang flieBenden Diffusionsstr6me bauen solange Partial- 
druckgradienten auf oder ab, bis die An- oder Abreicherungsglieder 
do,/6t in den Erhaltungsgleichungen und die Beschleunigungsglieder 
dv,/dt in den Schliiterschen Gleichungen verschwunden sind und damit 
der stationare Zustand erreicht ist. Fiir die Berechnung der py; und n; 
als Funktion der Temperatur bei gegebenem Druck im stationadren 
Zustand stehen also die »—1 Schliiterschen Gleichungen (9a), die m 
Stationaritatsbedingungen (8), die »—m Massenwirkungsgesetze und 
das Daltonsche Gesetz zur Verfiigung. Mit diesem System lassen sich 
auch Massentrennungen unter dem Einflu8 auBerer Krafte (elektrische 
oder magnetische Felder, Gravitations- und Zentrifugalfelder), von Str6- 
mungs- und Druckfeldern und von reiner Thermodiffusion berechnen. 

Bei konstantem Gesamtdruck kénnte man das Thermodiffusionsglied 
mit dem Partialdruckgradienten grad p;=(0p,/07), - grad T zusammen- 
fassen. In dieser Abhandlung wollen wir uns jedoch auf die Massen- 
trennung durch gewohnliche Diffusion reagierender Gase beschranken 


9 Friz, W.: Z. Physik 162, 61—68 (1961). 
10 ScHLirer, A.: Z. Naturforsch. 5a, 72 (1950); 6a, 73 (1951). 
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und die Thermodiffusion sowie die Tragheitsglieder als hhere Ordnungen | 
in der Geschwindigkeit vernachlassigen. In diesem Falle laBt sich aus) 
den n-—1 unabhingigen Kraftgleichungen die Ortsabhangigkeit elimi- 
nieren. Man verliert dadurch eine Gleichung. Mit den m Stationaritats- | 
bedingungen fiir die Massenstréme hat man dann m —2-++m in den Ge- | 
schwindigkeiten homogene lineare Gleichungen, also m—2 mehr als_ 
Geschwindigkeiten da sind. Zur Berechnung dieser » Geschwindigkeiten | 
stehen demnach wahlweise m—1 Gleichungssysteme zur Verfiigung, | 
deren Determinanten alle verschwinden miissen. Diese m—1 Gleichun-— 
gen treten an die Stelle der bei der bisherigen Rechenmethode geforderten 

Konstanz der m—1 Massenverhaltnisse. 


IV. Das Drei- Komponenten-System Fillgas— Reaktionsgas 

Nach der Gibbsschen Phasenregel hat das System bei zwei unab- | 
hangigen Konstituenten und einer Phase drei Freiheitsgrade. Legt man 
den Gesamtdruck und das Massenverhaltnis fiir eine Temperatur 7; fest, 
so bleibt noch ein Freiheitsgrad. Man kann hier entweder die Temperatur 
oder einen Partialdruck als freie Variable wahlen. Im letzteren Falle 
gewinnt man unter der Voraussetzung, daB die Verhaltnisse der Wir- 
kungsquerschnitte temperaturunabhangig sind, eine gewohnliche Diffe- 
rentialgleichung zwischen zwei Partialdrucken, die sich elementar inte- 
grieren laBt. 


a) Die Dissoziation gleichatonuger M olekiile 
Der Index F bezeichne das Fiillgas, 1 das Atom und 2 das Molekiil. 
Das System wird dann beschrieben durch: 
1. Das Daltonsche Gesetz: 


br t+hth=p fp = Gesamtdruck = const. (10a) 
2. Das Massenwirkungsgesetz: 
Pi _R(T 
=K(T). (10b) 
Pe 
3. Die Gleichgewichtsbedingungen fiir die Massenstréme gemaB Gl.(8) : 
De 00 f,0, + 2f20,= 0. (10c) 


4. Die Kraftgleichungen mit p,=,;k)T: 
Py Pr €r1 Up — 01) + br Pe Ero (Ve — Ve) = — (Ry T)? grad py, 
P1 br €1 (UV: — 0) + Py be exe (01 — V2) = — (Ry T)* grad p,, } (104) 
bs Pr ar U2 — Ve) + po Py &21 (02 — 01) = — (Ro T)? grad po. 
Von den Gln. (10d) sind zwei unabhangig. 
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b) Die Ionisation 
Das Fiillgas habe wieder den Index F, das nicht-ionisierte Atom den 
Index 2 und das ambipolar diffundierende Paar Ion-Elektron den Index 
1. Ist die Anzahl dieser Paare pro Volumeneinheit 1,, die der Atome Ny 
und die des Fiillgases 1,, dann lauten die Gleichgewichtsbedingungen 
fiir die Massenstréme zunachst: 


Ve = 0; Hy Dy == No Vo = O- (11a) 
In den Kraftgleichungen treten die inneren elektrischen Krafte pro 
Gramm (J; und %,) auf: 
Ny Wp &; p (Vy — Vp) + My My Ej (0, — De) = — gradp; +0; 8;, 
Ny Mp E,p (Vy — Vg) + My Ne Eee (d, — D2) = — gradp, + 0,0, (11 b) 
My Ny (Ep; + Exe) (Vp — 0y) +p Ny Epa (Vp— dg) = — grad pr, 


) 
Ny Ny Ey ¢ (Ve — Vy) + My My (Eg; + Eg¢) (Ve — v,) = — grad po. 


I 


Durch Addition der beiden ersten Gleichungen kann man die inneren 
elektrischen Krafte eliminieren, da sie entgegengesetzt gleich sind. Setzt 
man: 


Pi—?e— mh lath; 5 + €20 5, 212» Epi t fre = Aer (12) 


dann bekommt man schlieBlich auBer 
eas) (13) 
Pe 
dieselben Gleichungen wie im Falle der Dissoziation: (10a), (10c) und 
(10d). Deshalb kann man den Fall der Dissoziation und der Ionisation 
gemeinsam behandeln. 


c) Lésung der Differentialgleichung 


Durch Einsetzen der Gln. (10a) und (10c) in (10d) kann man die 
Gradienten eliminieren und erhalt die Differentialgleichung: 


br (€rg — 2&1) ae =2 pr (Eri — &12) + €19(26 — Ay) (14a) 


mit der Lésung 
P= Op 2 Pr Const pee (14b) 


oder implizit geschrieben: 
(2p + 2k, pp — Py) pp = const (14) 
mit 


jae’ €Fi—&12 b= 2eni— 2F2 (14d) 
——— ; 2 , 
: €j9 + Efe — 2EFy E19 


| 
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wenn man die Verhiltnisse der Wirkungsquerschnitte als temperatu) 
unabhangig betrachtet. 

Die Konstante k, bestimmt die wesentlichen Ziige des Verhalter 
der Lésung. Es ist deshalb zweckmaBig, sich ihre anschauliche Bedev 
tung klarzumachen. Die resultierende Reibungskraft/Volumeneinhei) 
die das Reaktionsgas auf das Fiillgas austibt, ist 


bei.der Dissoziation: ¥ , %p(2er; — Ev) 01, 
bei der Ionisation: Ny Np (2Epy — Ege) Yy- 
Nach Division durch x,; bekommt man die Reibungskraft/Fiillgasteil 


chen: | 


x 1, (2€p1 — Efe) 0, (Dissoziation) (15a 


n,(2€"1 — Erg), (Lonisation). 


Die Reibungskraft/Volumeneinheit, die die freien Teilchen des Reaktions 
gases auf die gebundenen ausiiben, ist: 


bei der Dissoziation: 3, (2, + 27g) €90,, 


bei der Ionisation: 27, (”, + m9) &%,. 


Es sei nun die Anzahl der Konstituenten des Reaktionsgases/Volu 
meneinheit 7p, eingefiihrt. Bei der Dissoziation ist dies die Anzahl de 
Atome des Reaktionsgases unabhangig von der Bindungsart, bei de: 
Ionisation die Anzahl der Ionen und Elektronen, wieder iiber beids 
Zustande summiert. Es sei also: 


(15b 


_ | ™+2mn, — (Dissoziation) } 
a DE | 2 (1, + 1) (Ionisation), | 


Bildet man nun durch Division durch ng, auch fiir die Reibungskraf 
der Reaktionspartner untereinander eine Reibungskraft/Konstituent 


(15¢ 


2 De 


ci | . . . 
" 2,20,  (Dissoziation) 
12 5; . : 
M120, —(lonisation), 


dann ist das Verhaltnis der beiden Reibungskrafte Nt, und R,, gerad 
gleich k,: J > ) 


Nun bedeuten kg =0 (Rp=0) und ky=1 (R,~=R,s) Spezialfalle, dic 
zunachst behandelt werden sollen. 


1. Aus der aus (14b) umgeschriebenen Lisung 
(p, — 2p — 2k, pp)* = const 6, folgt fiir k, =0: py =const. (16a 


Dies ist der reine Teilchenverdoppelungs-Effekt, bei dem keine resultie 
rende Reibungskrafte auf das Fiillgas ausgetibt werden. 
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2. Fiir k,=1 bekommt man: 


if la pp U3) 

eae const BEC ==Const. (160b) 
Dies ist aber genau die Formulierung der Konstanz des vorgegebenen 
Massenverhaltnisses nach Gl. (4). Die Behandlung des Problems nach 
der bisherigen Methode fiihrt also zu richtigen Ergebnissen, wenn die 
Reibungskrafte pro Teilchen 3, und 9t,, einander gleich sind. Dieser 
Spezialfall ist jedoch nur unter der Bedingung realisierbar, daB der 
Wirkungsquerschnitt Q,, klein ist gegen Q;,. 

Nun sollen tiber das allgemeine Verhalten der Lésung einige Aus- 
sagen gemacht werden. Bei kleinen Temperaturen 7) (klein gegen die 
Reaktionstemperatur) ist pp=ppo, £,=0; bei groBen Temperaturen 
(groB gegen die Reaktionstemperatur) ist p= Pro, f2=0, j=) — Pro: 

Fiir den Maximaleffekt gilt dann: 


Definiert man einen Trennfaktor: 


Dichte des Fillgases 
ae nee Reaktionsgases ” (1 8 a) 
aay Dichte des Fiillgases i 
| Dichte des Reaktionsgases i: 


dann wird dessen Maximalwert: 


PFo P—?PFo i 
sor yO ee EEE 18b) 
i Pro bP—PFo ( 


AuBerdem lest man noch ab: 


PFo eis 
fico ( zo + 0)=2 


er €Fy (18c) 
Pro 
(« Pariie ish a tie p 
Moo | /*%1 2) (2 Pe Pro 
Pp P 


d) Diskussion der Ergebnisse 


Auf Grund der Uberlegungen des vorangegangenen Abschnittes kann 
man die folgenden Falle des Massentrennverhaltens des Systems unter- 


scheiden: 
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A RESO Mose ae 
Es iiberwiegt der Anteil der gebundenen Reaktionspartner zur Rei 
bungskraft auf das Fillgas. Die Teilchenverdoppelung bei der Reaktior 
und die Reibungskrafte wirken gleichsinnig in Richtung auf eine Any 
reicherung des Fiillgases bei hohen Temperaturen. 
2k == 07 pase Gina). | 
Die resultierende Reibungskraft auf das Fiillgas verschwindet. Die 
Teilchenverdoppelung bei der Reaktion bewirkt eine Anreicherung des 
Fiillgases bei hohen Temperaturen um 
Lonisation den Faktor 2 

: SP OG ree ER STs SS 
Es iiberwiegt der Anteil der freien 
Reaktionspartner zur Reibungskraft auf 
das Fiillgas. Teilchenverdoppelung und 


8 
alg Reibungskrafte wirken entgegengesetzt. 
Ss Es bleibt jedoch eine Anreicherung des 
'; Fiillgases bei hohen Temperaturen tibrig. 
x 


A kp=At w= 11 GL M6byie 
Durch die Reibungskraft, die das 
Reaktionsgas auf das Fiillgas ausiibt, 
48 wird das Fiillgas so weit nach tieferen 
00205 7 2 § 02 lb~ oe ped 
mm, |, Temperaturen mitgenommen, da die 
Fig.2, Maximaler Trennfaktor woo als MaSsemanreicherung durch die Teilchen 
Funktion des jeweils verwendeten Massen- verdoppelung gerade kompensiert wird 
verhaltnisses m,/mp mit anfanglichem 2 : : F ¢ ; 
Partialdruckverhaltnis als Parameter Es bildet sich ein Partialdruckgradient 
des Fiillgases aus, wie er sich nach der 
bisherigen Rechenmethode unter Zuhilfenahme der Konstanz des Massen- 
verhaltnisses [Gl. (4)] auch ergeben wiirde. Es tritt kein Massentrenn- 

effekt auf. 


Dissoziation 


be ae 1 tee Ak 


Die Reibungskraft der freien Komponente des Reaktionsgases auf 
das Fiillgas ist so stark, da der Teilchenverdoppelungseffekt iiber- 
kompensiert wird und eine Verarmung des Fiillgases bei hohen Tem- 
peraturen resultiert. Dieser Fall ist genau wie der Fall 4 nur unter 
der Bedingung Q,, klein gegen Q,,, realisierbar. 


Setzt man alle Wirkungsquerschnitte einander gleich und nimmt nur 
die Massenabhangigkeit der Reibungskonstanten mit, dann kann man 
fiir die verschiedenartigen Mischungen den Trennfaktor yw, als Funktion 
des Massenverhialtnisses m4/m,— Atommasse des Reaktionsgases/Masse 
des Fiillgasteilchens in einem Diagramm darstellen mit der Anfangs- 


Massentrennung durch Diffusion reagierender Gase 79 


konzentration des Fiillgases p;-9/p als Parameter (Fig. 2). Man erkennt 
folgendes: 


a) Bei der Ionisation sind die Reibungskrafte von Atom und Ion- 
Elektron-Paar gegeniiber dem Fiillgas entgegengesetzt gleich, die resul- 
tierende Reibungskraft verschwindet, der Trennfaktor Moo hat den 
Wert 2: 


b) Bei der Dissoziation tiberwiegt der Anteil der Atome zur Reibungs- 
kraft auf das Fiillgas. Der Trennfaktor ,, ist kleiner als 2. 

c) Wie eine Diskussion der Gln. (9b) und (15a) zeigt, nehmen die 
Reibungskrafte sowohl der Atome wie der Molekiile auf das Fiillgas mit 
abnehmender Masse des Fiillgasteilchens auf Null ab, aber die der 
Molekiile schneller als die der Atome. Die resultierende Reibungskraft 
hat daher ein Maximum, der Trennfaktor 4. ein Minimum. Bei dem 
extremen Massenverhaltnis m_4/m,— co verschwinden die Reibungskrafte 
auf das Fiillgas, und der Trennfaktor erreicht den Wert 2. 

Diese Ergebnisse stehen in guter Ubereinstimmung mit den in der 
Einleitung erwahnten Messungen von MAstrupP und WIESE” #. Bei den 
von CLusius! benutzten sehr stromschwachen Bégen ist der Effekt 
gegenlaufig. Dort spielt die Dissoziation offenbar noch keine Rolle, 
sondern nur die Thermodiffusion. 

Zusammenfassend kann man sagen: 

Obwohl die Reibungskrafte, die das Reaktionsgas auf das Fiillgas 
austibt, bestrebt sind, eine Verarmung des Fiillgases bei hohen Tem- 
peraturen zu erzeugen (der Partialdruck des Fiillgases ist bei hohen 
Temperaturen kleiner als bei tiefen), resultiert dennoch eine Massen- 
anreicherung bei hohen Temperaturen, weil die Massenverarmung des 
Reaktionsgases, bedingt durch die bei der Reaktion erfolgende Expansion 
unter konstantem Druck, gr6Ber ist als die des Fiillgases. 


V. Massentrennung durch Dissoziation 
im System Wasserstoff—Deuterium 


Das System HD, H, D, H;, D, wird durch 11 Gleichungen beschrie- 
ben: die Druckbilanz (Daltonsches Gesetz), 3 chemische Gleichgewichts- 
beziehungen (Massenwirkungsgesetze), 2 Stationaritatsbedingungen fiir 
die Massenstréme und 5 Kraftgleichungen — vier davon sind unab- 
haingig. Diese zehn Gleichungen gestatten die Berechnung der fiinf 
Partialdrucke und der fiinf Diffusionsgeschwindigkeiten als Funktion 
der Temperatur. Das Gleichungssystem soll zuerst durch geeignete Indi- 
zierung auf eine handliche Gestalt gebracht werden. Wegen seiner Sym- 
metrie bekommt das Molekiil HD den Index Null. Die iibrigen vier 


1 Cyustus, K., E. SCHUMACHER, wu. A. FIscHER: Z. phys. Chem. N.F.15, 14 (1958). 
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Komponenten werden doppelt indiziert. Der erste Index bezeichnet das 
Element (Wasserstoff = 1, Deuterium = 2), der zweite die Bindungsart 
(Atom = 1, Molekiil = 2). In Tabelle 1 sind die indizierten Gr6oBen zu- 


sammengestellt. 
Tabelle 1 


a | Me eee i 4 


In dieser Darstellung lauten: 
1. Das Daltonsche Gesetz: 


p=hot dD Pij- (19a) 
v5] 

2. Die Massenwirkungsgesetze: 

Pus. Ky(T); BL Ky(T)j) 2 Rye (19h 
Po Pie Poe 
3. Die Stationaritatsbedingungen fiir die Massenstréme jedes Kon- 
stituenten [s. Gl. (8)]: 

Po Yo + Pir 051 + 2Pj20j2 = 0 pte.) (19¢) 


4. Die Kraftgleichung der Indizes 77: 


2 2 


sj LP is hrs E5j,75 (0; 7 — 07s) + Pi 7 Po Sip 0\07;— 9) (194) 


=== (Rod) orad Dos peri te, 
Setzt man die Kraftgleichungen zu der mit dem Index 11 ins Verhaltnis, 
dann bekommt man mit den Gln. (19c) fiinf Gleichungen, die linear, 


homogen in den Geschwindigkeiten sind, deren Determinante also ver- 
schwinden mu8. Benutzt man das Kronecker-Symbol 


i Autti, 24 (20a) 
Ml Oia ¢ s4 
und die Abkiirzung 


By s ij Di rai Py, Eiirs iy Oi 0; s(Po Ers0 a 2 Des er) , (20b) 
n,m 


dann bekommt sie nach einigen Umformungen die Gestalt: 


dln jj 2 Cats) "2,44. 9 Mii exif . 5 ie Cone) 1,47 
Zi ¢ : » Epo : 
aT Pu Pre Por Poe j Pur Por 


i” + =a 0 
te eed. 2. 
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Die Gln. (19a), (19b) und (21) legen nun die fiinf Partialdrucke fest. 
AuBerdem interessiert das im Gegensatz zu Gl. (4) variable Verhaltnis: 


Dichte des Deuteriums __ > Pot Por t+ 2b, 2 


shea es ede 2 22 
nN fs c =F 
Df Dichte des Wasserstoffs Poe Pia 2Pio ( ) 
Tabelle 2 
44 
11 12 24 22 
rS | 
0) 4 1,59 45 OdlSin| 2-40 
11 2 212 a mOno ad Leas 
12 ML EGKS) || Dyl@ 
21 Ae 7.07 
Tabelle 3 
| 
TK K,(T) | _ Ki (T) K,(T) 
{kg/m sec?] | [kg/m sec?] [kg/m sec?] 
NOOO) 2 Atm S65) G22 11Om 86323103 
2000), 290m, 2,84 4052 | 2744 Aone 
FOOD) |) Meo aO |) Ay7posis || Aero cee 
4000 | 1,37:108 | 2,84-10° Dy pS a GE 
5000 | 2,33-10® | 4,76-10® | 4,84 - 108 
OOOON An 57-10 Sena 26r Of Sy 220" 
7000 | 6,22: 10? 1,28 - 108 1,28 - 108 
SOOO dey jae 10s salesyOdrert OF 93, 62— 108 ; : 
DOCH |, BOO> MO | BHO WOP— | AS oso ty) 2000 4000 [°K] 6000 
10000 | 7,76: 108 1,58: 10° | 1,60-10° If 
Fig. 3. Partialdrucke von H,-D,-Gemischen 
pi eat — 4,013) Ho ikeyimesecsi als Funktion der Temperatur 


Als Anfangsbedingungen fiir die Integration seien die Anfangskonzen- 
trationen von Deuterium 


x oy o/ é of 
(=+),=% %, 50% und 10° 


vorgegeben. 
Zur Festlegung der Verhaltnisse der Reibungskonstanten [s. Gl. (9b) 
sei fiir die Wirkungsquerschnitte angesetzt: 


Q;,;=(%+7;)%2 mit evan. 
Die sich daraus ergebenden reduzierten Reibungskonstanten 
= “ii,rs und ei; = £640 
sind in Tabelle 2 zusammengestellt. Tabelle 3 zeigt die Funktionen 
K,(T) und K,(7). Die numerische Integration wurde mit einem S.u. H.- 
Digitalrechner 2002 durchgefiihrt*. Die Fig. 3 zeigt die fiinf Partial- 
: -* Die Ausfithrung der numerischen Rechnungen verdanken wir Herrn WAGNER 
von der TS 12 N. 
Z. Physik. Bd, 162 6 


| 
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drucke fiir die angegebenen drei Anfangskonzentrationen, die Fig. 4 den, 
zugehorigen Trennfaktor 


Dichte des Deuteriums 
Dichte des Wasserstoffs /T 


M DE Dichte des Deuteriums i 
To 


‘Dichte des Wasserstoffs 


Der Grenzwert /4., fiir die verschiedenen Anfangskonzentrationen ist 
in Tabelle 4 noch einmal zusammengestellt. Wie man sieht, wird das 
Deuterium bei hohen Tempera- 
turen angereichert, und zwar um 


aa oxo 8° Starker, je kleiner die Anfangs- 
iS L) . . 
aa konzentration ist. 
S 73 50% D 
S / 
S72 9 
Lahied pe Tabelle 4 
77 
70 (2D2/0) p | Hoo 
G9 
: 70000 [°K 
oo i PK) 10% | 1,42 
Fig. 4. Trennfaktor 4 als Funktion der Temperatur 50 % | 1,32 
bei verschiedenen Anfangskonzentrationen 95% tte 


VI. Zusammenfassung 


Nach einigen kritischen Betrachtungen tiber die bisherigen Verfahren 
zur Berechnung der Zusammensetzung reagierender Gase bei offenen 
Systemen mit einem Temperaturgradienten wird auf Grund der Thermo- 
dynamik irreversibler Prozesse ein Gleichungssystem angegeben, das 
alle Partialdrucke und Diffusionsgeschwindigkeiten eines solchen Sy- 
stems zu berechnen gestattet. Unter vereinfachenden Annahmen wird 
die neue Methode auf ein Drei-Komponenten-System aus einem nicht- 
reagierenden Fiillgas und einem reagierenden Gas (Dissoziation eines 
Molekiilgases aus zwei gleichen Atomen und Ionisation eines Atomgases) 
sowie auf das Fiinf-Komponenten-System Wasserstoff-Deuterium in 
bezug auf die Dissoziation angewandt. Die Ergebnisse sind im wesent- 
lichen die folgenden: 


Bei der Ionisation im Drei-Komponenten-System bleibt der Partial- 
druck des Fiillgases langs des Temperaturgradienten naherungsweise 
konstant, weil die Reibungskrafte, die das reagierende Gas auf das 
Fiillgas ausiiben, entgegengesetzt gleich sind, die resultierende Reibungs- 
kraft also verschwindet. Wegen der Teilchenzahlverdoppelung bei der 
Reaktion bedeutet dies, daB das Massenverhaltnis um den Faktor 2 
gegentiber dem Ausgangswert im Sinne einer Anreicherung des Fiill- 
gases bei hohen Temperaturen gestiegen ist. Damit haben Beobach- 
tungen von Massentrennungen in Lichtbégen ihre Erklarung gefunden. 
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Bei der Dissoziation im Drei-Komponenten-System wird das Fiill- 
gas von den ditfundierenden Atomen des Reaktionsgases nach tieferen 
Temperaturen hin mitgenommen. Dadurch wird der Anreicherung durch 
die Teilchenverdoppelung entgegengewirkt, so daB der ,,Trennfaktor“ 
kleiner als 2 wird. 

Im System Wasserstoff-Deuterium wird das Deuterium bei hohen 
Temperaturen angereichert, und zwar um so starker, je geringer seine 
Ausgangskonzentration ist. 


VII. Nachtrag: Allgemeine Formulierung 

mit den phanomenologischen Gleichungen 
Es hege ein Gasgemisch vor mit m Komponenten und m Konstituenten. AuBer- 
dem sei eine Schwerpunktsgeschwindigkeit » und ein Gradient des Gesamtdrucks 


zugelassen. Im isothermen Falle hat man zur Bestimmung von y und der » Par- 
tialdrucke die folgenden Gleichungen: 


a) das Daltonschen Gesetz, 

b) die Kraftgleichung dv @ 

0s, =D, Ob Ba — grad p, (23) 
k=1 


c) nm — m Massenwirkungsgesetze, 
d) m—1 konstante Massenverhdltnisse der Konstituenten. 


In nicht isothermen Systemen sind die Gleichungen d) nicht giiltig. An ihre 
Stelle treten die m Stationaritatsbedingungen: 


n 


D %, ke Pi (dj — 0) = 0 k=I,...,m (24) 
[gen 


und die Schliiterschen Gleichungen bzw. die ihnen gleichwertigen® phanomenolo- 
gischen Gleichungen der Thermodynamik irreversibler Prozesse: 


n 
Dj => Lj; Xj sie Liyky (25 a) 
mit j=l 
2 grad T . adv; , ees adv; 1 
bo Reimer re Xi = Sj — an — grady pj = Bj dt 0; grad pj. (25D) 


Durch Einsetzen von (25a) in (24) bekommt man wegen 0j=;(v;—) in 


n n 
Yous Pe( Sra) + tink] =0 hi == AN pen 0 (26) 
j=] Qi \jaa 

m Gleichungen, von denen m—1 unabhangig sind und an die Stelle der Gleichungen 
d) treten. — Wahrend also die Schliiterschen Gleichungen den Vorteil der besseren 
Anschaulichkeit haben, gestattet die Verwendung der phanomenologischen An- 
satze eine geschlossenere Darstellung. 

Fehlen auBere Krafte und vernachlassigt man die Tragheitskrafte, dann ist der 
Druck konstant, und man kann wegen 


die Ortsabhangigkeit eliminieren: 
bel ¢ eo) Nor oar Oe a Ie en (28) 
a dT Qj a ei | a SOM 


Die mit L;,, behafteten Glieder beschreiben dabei die Thermodiffusion, 
6* 
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Aus dem II. Physikalischen Institut der Universitat Gottingen 


Die Richtungsabhangigkeit 

der Szintillations-Lichtausbeute 
von diinnen Anthrazen- und Stilben-Kristallen 
beim Beschuf mit «-Strahlen* 
Von 
P.H. HecKMANN, H. HANSEN und A. FLAMMERSFELD 
Mit 9 Figuren im Text 
(Eingegangen am 11. November 1960) 


The scintillation light yield of thin anthracene and stilbene crystals bombarded 
with « particles of ThB is investigated. A strong dependence of the light yield on 
the direction of incidence with respect to the crystal axes is found, confirming the 
results of previous measurements with thick anthracene crystals. For anthracene, 
maximum light yield occurs for « particles incident approximately parallel to the c’ 
axis. With stilbene crystals a minimum of the light output is found in the c’ direct- 
ion. Furthermore, for thin anthracene crystals the direction of maximum light 
output depends slightly on the crystal thickness. 


1. Einleitung 

Kiirzlich hat der eine von uns gefunden, da Anthrazen-Kristalle bei 
Beschu8 mit «-Strahlen eine Lichtausbeute ergeben, die stark von der 
Orientierung der «-Bahn zu den Kristallachsen abhangt!. Diese Ver- 
suche waren wegen der Schwierigkeit, Anthrazenkristalle mechanisch zu 
bearbeiten, mit groBen Kristallen (Lineardimensionen etwa 1 cm) aus- 
gefiihrt und benutzten als «-Quelle Polonium, so daB nur «-Energien bis 
maximal 5,3 MeV zur Verfiigung standen. Die verwendeten groBen Kri- 
stalle hatten den Nachteil, daB die iiblichen kristalloptischen Orientie- 
rungsmethoden nicht anwendbar waren, sondern die Orientierung auf 
Grund der Spaltbarkeit bzw. vorhandener feiner Risse vorgenommen 
werden muBte. Ferner konnten bei den langen Wegen, die das Fluores- 
zenzlicht noch im Kristall zuriickzulegen hatte, Bedenken erhoben wer- 
den, ob nicht der Effekt durch Polarisation des Fluoreszenzlichtes im 
Zusammenwirken mit der starken optischen Doppelbrechung des Kri- 
stalles vorgetauscht sein kénnte. 

Aus diesen Griinden wurden die Messungen mit diinnen Anthrazen- 
schichten und verbesserten Kammeranordnungen wiederholt. Ferner 
wurde eine weitere wichtige Szintillatorsubstanz, das Trans-Stilben, auf 
ahnliche Weise untersucht. 


ra Vorgetragen auf der Physikertagung Wiesbaden 1960. 
1 HecKMANN, P.H.: Z. Physik 157, 139 (1959). — Naturwissenschaften 46, 259 
(1959). 
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2. Herstellung und Orientierung diinner Anthrazen-Schichten 


Diinne Anthrazenkristalle in Form von kleinen Plattchen wurden 
nach einem von LipsETtT? angegebenen Verfahren durch Kristallisation 
aus einer Lésung in N,N-Dimethylformamid hergestellt*. Die Dicke d 
der Plattchen lieB sich durch Variation der Kristallisationsbedingungen 
nach Bedarf von 50 u bis etwa 400 pu. einstellen. Die Ebene dieser Platt- 
chen fallt immer mit der kristallographischen a-b-Ebene zusammen. Die 
Richtung der Achsen a und 6 wurde durch konoskopische Beobachtung 
im Polarisationsmikroskop festgelegt. Dabei wurden der Zusammen- 
stellung von WINCHELL® entnommene Verhialtnisse zugrunde gelegt, die 
ebenso wie die Lage der Molekiile in Fig. 1 dargestellt sind. 


ABY 


— — — = optisthe Achsen 


anc = 724° 24’ 
UNG eps? a 
C-)aV= 72° (fir A= 5467A) 
Fig. 1. a Anordnung der Molektile im Anthrazenkristall, schematisch nach LanDoLt-BornstEtn, Tabellen, 
6. Aufl., Bd. I, Teil 4, S. 373. b Lage der Optischen Achsen relativ zu den Kristallachsen bei Anthrazen 
nach WINCHELL*. Die Achsen a, b und c’ bilden ein rechtwinkliges Koordinatensystem. b steht auf ac 
(Optische Ebene) senkrecht. Angabe des Winkels ZA c nach eigener Messung 


Die Optische Ebene ist die krist. a-c-Ebene; die krist. b-Achse steht 
senkrecht auf der Optischen Ebene. Im Polarisationsmikroskop ist nur 
eine Optische Achse sichtbar, diese gentigt zur Festlegung der krist. 
a-Achse in der Plattchenebene. Senkrecht dazu, ebenfalls in der Platt- 
chenebene, wurde die krist. b-Achse angenommen. Zur Festlegung der 
krist. c-Achse wurden noch bei mehreren Kristallen r6ntgenographische 
Bestimmungen vorgenommen, die iibereinstimmend die Lage der c-Achse 
relativ zur konoskopisch ermittelten Optischen Achse 1 festlegten**. 

Im Fortgang der Untersuchungen gelang es auch, diinne Anthrazen- 
schichten durch Schneiden und Schleifen aus groBen im Handel*** er- 
haltlichen Anthrazenkristallen herzustellen. Die Orientierung dieser 
Schichten wurde ebenfalls konoskopisch vorgenommen. Es konnten 


* Herrn Dipl.-Phys. P. Kiz1an danken wir fiir die Herstellung dieser Kristalle. 

*xx Herrn Professor Dr. J. ZEMANN sind wir fiir die Vornahme der réntgenogra- 
phischen Untersuchungen sehr zu Dank verpflichtet. 

xxx Farshaw. 

2 LipsETT, F.R.: Canad. J. Phys. 35, 284 (1957). 

3 WINCHELL, A.N.: The Optical Properties of Organic Compounds. New York: 


Academic Press 1954. 
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jetzt auch diinne Plattchen hergestellt werden, deren Ebene nicht mit der | 


a-b-Ebene zusammenfiel. An einem solchen, parallel zur a-c-Ebene | 
(Optische Ebene) geschnittenen etwa 100» dicken Anthrazenplattchen | 
wurde mit Hilfe des Po- | 


larisationsmikroskops der 


. Richtung der achse c zu 


a-Teilchen a [Th8/] Gigs (4 3-40 2)° 
bestimmt. Dieser Wert 
wurde an Stelle des bei 
WINCHELL zitierten Wer- 
tes von 7,5° hier benutzt. 


3. Apparatur 


Es wurden zwei ver- 
schiedene Kammern ver- 
wendet. Kammer 1 ist 
; ; | eine Weiterentwicklung 
Fle Kemps ta coeit em Eig? dex von, Vincennes 

nutzten Anordnung. In 
einem evakuierbaren GefaB befindet sich ein Lichtleiter (Fig. 2), auf 
dessen horizontaler Oberflache das Anthrazenplattchen mit optischem 
Kontakt aufliegt. Das «-Praparat kann auf einer Kugel mit dem Radius 
¥=4,6 cm und dem An- 
thrazenplattchen als Mit- 
telpunkt beliebig bewegt 
werden. Damit kénnen 
alle Zenithwinkel # und 
Azimutwinkel q_ einge- 
stellt werden. Die erzeug- 
ten Lichtquanten werden 
iiber den Lichtleiter einem 
s Photomultipler* zuge- 
Fig. 3. Kammer 2. Wandmaterial: Hartgummi. Die den Kri- fiihrt. Die verstarkten 
stall umgebende aaa icif ae san aa Die Kammer Multiplierimpulse werden 
von einem automatischen 
Impulshéhenschreiber registriert. Als Strahlenquelle diente ThB mit 
Folgeprodukten, so daB die maximal verfiigbare «-Energie E, = 8,78 MeV 
betrug. Bei den verwendeten Kristalldicken liefern die ebenfalls vor- 
handenen f-Strahlen so kleine Impulse, daB diese nicht stéren. 


* Dumont 6467. 


Winkel zwischen Index- | 
achse Z und Kristall- | 
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Kammer 2 ist in Fig. 3 dargestellt. Um einen eventuellen Einflu8 der 
Polarisation des auf den Photomultiplier treffenden Lichtes oder einer 
veranderlichen Ausstrahlungscharakteristik des Kristalls auszuschalten, 
befindet sich der fluoreszierende Kristall inmitten eines gewei®ten Hohl- 
raumes, den unten der Photomultiplier abschlieBt. Der Hohlraum hat 
die Form einer Halbkugel und die Anordnung bewirkt, da der Hauptteil 
des erzeugten Lichtes auf die mit MgO iiberzogene Innenwand trifft und 
unpolarisiert auf den Photomultiplier geworfen wird. Die Lichtausbeute 
der Kammer 2 war besser als die von Kammer 1, was der Halbwerts- 
breite der «-Linie fiir E,=7,21 MeV entnommen werden konnte. Fiir 
Kammer 2 betrug diese Halbwertsbreite 8%, wahrend sie bei Kammer 1 
12% betrug. 


4. MeBergebnisse fiir Anthrazen 


Mit beiden Kammern wurden an einer groBen Zahl von Kristallen 
die Lichtausbeuten als Funktion der Einstrahlungsrichtung gemessen. 
Alle Kurven zeigten bei entsprechender «-Energie und nicht zu diinnen 
Schichten dieselben Anisotropien der Lichtausbeute, wie sie HECKMANN? 
bei groBen Kristallen gefunden hatte. Aus diesem Grunde ist erneut 


60 + IE 


SN aa 
i <7 SS 


+ 


Seren Sei 


o 40 G0 720 760 200 240 260 320 


Fig. 4. Richtungsabhangigkeit der Lichtausbeute von Anthrazen fiir ¢-Teilchen von 6,56 MeV, gemessen 

mit Kammer 2. Kurve a (groBe Anisotropie): Nadelférmiger Kristal] (Querschnitt 180 ~ x 180). Langs- 

achse = Drehachse = krist. a-Achse. Maximum: Flugrichtung der «-Teilchen parallel c’. Kurve } (kleine 

Anisotropie): Nadelférmiger Kristall (Querschnitt 280 ux 390m), Langsachse = Drehachse = krist. 
b-Achse, Maximum: Flugrichtung der «-Teilchen etwa parallel c’ 


bestatigt, daB die in der Einleitung erwahnten Bedenken nicht zutreffen 
und die Anisotropie eine direkte Kristalleigenschaft darstellen muB. 
Besonders einfach lieBen sich die vollstandigen Anisotropiekurven mit 
diinnen stabchenférmigen Kristallen in Kammer 2 messen. Ein An- 
thrazen-Prisma von 280 u X 390 u Querschnitt und 4 mm Lange, dessen 
Langsachse mit der krist. 6-Achse zusammenfiel, wurde so in Kammer 2 
angebracht, daB es um die b-Achse gedreht wurde. Die -Teilchen ver- 
liefen also immer in der krist. a-c-Ebene. Fig. 4b zeigt das Ergebnis 
dieser Messung, es ergibt sich in der a-c-Ebene die sog. ,,Kleine Aniso- 
tropie“, das Verhaltnis der Lichtausbeuten Syrax (~c’-Richtung) zu 
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Sin (~a-Richtung) ergab sich zu: | 


SMax _ 4 93 4+.0,02 (E, =6,56) MeV. | 
SMin 
In der gleichen Weise wurde ein Stabchen von 180 yu x 180u Querschnitt. 
und 6mm Lange gemessen, dessen Langsdimension mit der krist. 

a-Achse zusammenfiel. Dabei ergab sich (Fig. 4a) die sog. ,,GroBe Aniso- 
tropie“, die also auftritt, wenn die g-Teilchen in der krist. b-c’-Ebene 


S + ——— = 
Sines hie oe | Poo: 
50 eae oe us +, — + — +—t 7 =20 
| a 
ae all: i. ee o=40° 
a NaS > ae Si 


;] ~ “| oa + 7=60° 
40 va = aS ee feet alll ee 
Ve tert Fiegine/. N\ 


a ee P=60° 


260° 320° 0° 40° 60° 720° 760° 200° 240° gp 260 2 
Fig. 5. Richtungsabhangigkeit der Lichtausbeute eines 42 uw dicken Anthrazenplattchens ftir %-Teilchen von 
7,4 MeV, gemessen mit Kammer 1. Das Maximum der Lichtausbeute ergibt sich bei EinschuB in der ac- 
Ebene unter einem Winkel von 9=20° (=y) gegen die c’-Richtung, und zwar auf der von der c-Achse 
abgewandten Seite 


verlaufen. Das Verhaltnis der Lichtausbeuten Sy, (c’-Richtung) zu 
Syin (0-Richtung) ergab sich zu 


SMax _ 452 4.0.02 (E, = 6,56) MeV. 


Der Vergleich mit den friitheren Kurven! zeigt Ubereinstimmung bis 
auf die Achsenzuordnung. Die friiher auf Grund feiner Risse vermutete 
Lage der a-c-Nebenspaltebene war offenbar nicht zutreffend. Eine 
Priifung der jetzt vorliegenden zahlreichen bearbeiteten Kristallstiicke 
ergab, da8 bei der Bearbeitung von Anthrazen auBer Rissen in der a-b- 
Ebene, die besonders haufig sind, auch feine Risse in der b-c-Ebene 
ebenso wie in der a-c-Ebene auftreten. So war die Zuordnung auf Grund 
der feinen Risse offenbar irrtiimlich und in der fritheren Arbeit! miissen 
aund 6 vertauscht werden. Die Ergebnisse HECKMANNs, da die Werte 
der Anisotropien mit zunehmender Energie der eingestrahlten «-Teilchen 
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abnehmen, haben wir auch fiir den Bereich von E,, = 5,3 MeV bis 
E,, =8,2 MeV bestatigen kénnen. 

Ein neuer, unerwarteter Effekt machte sich bei Messungen besonders 
diinner Anthrazenschichten der Dicke d = 50 u. bis d = 400 yp, die parallel 
zur a-b-Ebene orientiert waren, bei Messungen in Kammer 1 bemerkbar. 
Er bestand darin, daB die Richtung gréBter Lichtausbeute nicht mehr 
die c’-Richtung war. Vielmehr ergab sich die gréBte Lichtausbeute zwar 
in der a-c-Ebene, aber in einer Richtung, die bis y & 20° von der c’-Rich- 
tung abweichen konnte, und zwar von der krist. c-Richtung weg. Es 
bestand auch ein eindeutiger Zusammenhang zwischen y und der Platt- 
chendicke d: je kleiner d, desto gréBer war y. 


700 200-300 400 = 500 600d fu) 


Fig. 6. Richtung y der Maximalen Lichtausbeute von Anthrazenplattchen der Dicke d fiir g-Teilchen von 
etwa 7,2 MeV, gemessen gegen die c’-Richtung 


Das Ergebnis solcher Messungen an einer Anthrazenschicht mit 
d =(42+4) win Kammer 1 zeigt Fig. 5. Fiihrt man das «-Praparat auf 
Breitenkreisen const. (Fig. 2), so tritt gréBte Lichtausbeute bei 
? =20° und g =0° auf, und die Kurven fiir S(@ = const., m) werden un- 
symmetrisch. Einfacher konnte dieser Effekt dann wieder mit Kammer 2 
untersucht werden, indem zahlreiche Platten verschiedener Dicke, ge- 
eignet orientiert, gemessen und der Winkel y der Richtung gréBter Licht- 
ausbeute als Funktion der Anthrazendicke d bestimmt wurde. Das 
Ergebnis zeigt Fig. 6, aus der hervorgeht, daB der Effekt oberhalb etwa 
d =600 pv. kleiner als der exper. Fehler wird. So konnte er auch bei den 
friiheren Messungen! an dicken Kristallen noch nicht auftreten. Eine 
Erklarung dieses interessanten Effektes kann noch nicht gegeben werden. 


5. Lichtausbeuten von Trans-Stilben 


Fiir eine Theorie der Erscheinungen ist es natiirlich von groBem 
Interesse zu priifen, ob auch andere organische Szintillatoren eine 
Richtungsabhangigkeit der Lichtausbeute zeigen. Da HECKMANN zur 
Erklarung eine Anisotropie der Wanderung der Anregungsenergie im 
Kristall angenommen hat, brauchte die Erscheinung nicht auf Anthrazen 


| 
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beschrankt zu sein. Es wurden daher auch ahnliche Messungen mit | 
Trans-Stilben unternommen. Bei dieser Substanz sind nur Messungen an | 
diinnen Schichten aufschluBreich, weil die iiblicherweise erhaltlichen | 
Kristalle des Stilbens sehr inhomogen sind und die Lage der Kristall-| 
achsen rdumlich so variieren kann, daB an gréBeren Kristallen eine) 
Orientierung oft nicht mehr méglich ist. Es wurden daher aus kauflichen | 
Kristallen* diinne Schichten von der Dicke d =100 » bis d = 200 u ge- | 
schnitten und, falls diese geniigend homogen waren, daraus geeignete 
Nadeln vom Querschnitt etwa 300 x 300 u. geschnitten. Die Orientierung 
erfolgte durch konoskopische Betrachtung im Polarisationsmikroskop. 


— — -=0p1isthe AChsen 


ONc = 774°" 
LAc= 60° 
(H2V = 56° (fir A=5467A) 


Fig. 7. a Anordnung der Molekiile im Stilbenkristall, schematisch nach LANDOLT-BORNSTEIN, Tabellen, 

6. Aufl., Bd, I, Teil 4, S. 391. b Lage der Optischen Achsen relativ zu den Kristallachsen bei Stilben nach 

WINCHELL®, Die Achsen a,b und c’ bilden ein rechtwinkliges Koordinatensystem. b=X steht auf ac 
senkrecht. Die Optische Ebene XZ bildet mit der a-Achse einen Winkel von 6° 


Die Kristallstruktur des Stilbens, die ahnlich der des Anthrazens ist, 
und die Lage der Index-Achsen nach der Zusammenstellung bei WIN- 
CHELL® Zelet: Fig? 7. 


Das Ergebnis der Messungen mit Kammer 2 zeigt Fig. 8. Zunachst 
war die Stilben-Nadel so geschnitten, daB die Indexachse X, die mit 
der krist. b-Achse zusammenfallt, Drehachse war. Die «-Teilchen fielen 
also in der Z—Y Ebene, gleich krist. a-c-Ebene, ein; das Ergebnis ist 
die mit X bezeichnete Kurve. 


Es zeigte sich eine starke Anisotropie; die gré8te Lichtausbeute 
ergibt sich hier, wenn die «-Teilchen in Z-Richtung einfallen, die kleinste 
Lichtausbeute, wenn der Einfall in Y-Richtung erfolgt. Da die krist. 
a-Richtung nahezu mit der Z-Richtung iibereinstimmt (Z A a=6°), 
ergibt sich also die kleinste Lichtausbeute in c’-Richtung. Die Aniso- 
tropie betragt fiir die hier verwendete «-Energie: 


oo = 1,26 + 0,03 (E, = 6,93 MeV). 


* Crystals Inc. 
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Die mit Z bezeichnete Kurve wurde mit einer Stilben-Nadel erhalten, 
deren Langsrichtung die Z-Achse war, die somit zugleich die Drehachse 


40 
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Fig. 8. Richtungsabhangigkeit der Lichtausbeute von nadelférmigen Stilbenkristallen (Querschnitt etwa 
300 w X 300 w) fiir «-Teilchen von 6,93 MeV, gemessen mit Kammer 2. Kurve X =b: Langsachse = Dreh- 
achse = X-Achse des Indexellipsoids. KurveZ~a: Langsachse = Drehachse = Z-Achse des Index- 
ellipsoids. Kurve Yc’: Langsachse = Drehachse = Y-Achse des Indexellipsoids. Minimum der 
Lichtausbeute ftir ungefahr in c’-Richtung fliegende «-Teilchen 


darstellte. Es ergibt sich wieder eine starke Anisotropie, die Minimale 
Lichtausbeute ergibt sich fiir «-Teilchen in Y-Richtung, sie stimmt mit 


Anthrazen Stilben 


Fig. 9. Darstellung der Lichtausbeute in Anthrazen und Stilben fiir «-Teilchen als raumliches Polardiagramm. 

Die geringen Unterschiede in der X Z-Ebene bei Stilben wurden vernachlassigt. Normierung auf gleiche Maxi- 

male Lichtausbeuten; tatsdchlich betragt die Maximale Lichtausbeute von Stilben fiir «-Teilchen etwa 60% 
der Maximalen Lichtausbeute von Anthrazen 


der von Kurve X iiberein; die Maximale Lichtausbeute ergibt sich fiir 
o#-Teilchen in X-Richtung, das Maximum ist etwas hoher als bei Kurve X. 


Die Anisotropie betragt 


ax = 1,29 + 0,03 (E, = 6,93 MeV). 
{| 
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Die dritte, mit Y bezeichnete Kurve zeigt das Ergebnis fiir den ent- 
sprechenden Fall, daB Y Drehachse war. In Ubereinstimmung mit den) 
anderen Kurven ergibt sich eine sehr geringe Anisotropie, fiir a-Teilchen 
in X-Richtung ist die Lichtausbeute etwas gr6Ber als fiir «-Teilchen in! 
Z-Richtung. Die Anisotropie betragt 


2X = 1,02 +.0,03 (E, = 6,93 MeV). 


Die Messungen zeigen also klar, daB das Stilben ahnlich wie das Anthrazen 
eine ausgepragte Richtungsabhangigkeit aufweist. In einer anschauli- 
chen Figur 9 sind die Ergebnisse beim Stilben zusammen mit denen beim 
Anthrazen noch als Radialdiagramm wiedergegeben, in dem die relative 
Lage der Maximalen Lichtausbeute zu den Kristallachsen zu erkennen ist. 


Weitere Versuche bei anderen Szintillator-Substanzen sind im Gange. 


Dem Bundesatomministerium und dem Niedersachsischen Kultusministerium 
danken wir fiir zusatzliche Mittel. 


Zeitschrift fiir Physik 162, 93-104 (1961) 


Aus dem I. Physikalischen Institut der Universitat Géttingen 


Hall-Effekt abschreckend kondensierter Schichten 
des Systems Zinn-Kupfer* 


Von 
JOACHIM FORTMANN und WERNER BUCKEL 


Mit 6 Figuren im Text 


(Eingegangen am 3. Dezember 1960) 


Tin alloys with different contents of copper between 0 and 100 atomic-% are 
produced by simultaneous condensation of the two components onto a cooled 
substrate. The electrical resistance, the transition temperature of superconductivity, 
and the Hall coefficient of the films are measured immediately after condensation, 
during annealing to about 350° K, and recooling to helium temperatures. The 
observed properties of such alloys differ considerably from those of bulk material. 
A rather high transition temperature of about 7° K is observed for copper contents 
of more than 8 atomic-%. The high transition temperature disappears in connection 
with cristallisation of the tin component during annealing. Simultaneously with 
this change of the transition temperature a sharp decrease of the negative Hall 
coefficient occurs. The results are discussed with regard to a possible influence of 
the hole concentration on the superconductivity of tin. 


§ 1. Einleitung 


Kupfer besitzt nur eine sehr geringe Léslichkeit im Zinngitter. Bei 
groBeren Kupfergehalten treten einige intermetallische Verbindungen 
auf — z.B. Cu,Sn, das sich im Vergleich zu den anderen intermetallischen 
Verbindungen des Systems besonders leicht bildet!. Die aus der Schmelze 
erstarrten Legierungen bestehen demnach auf der zinnreichen Seite des 
Systems (0 bis 75 At-% Cu) aus einem Gemenge von fast reinem Zinn 
und der anderen Grenzkomponenten Cu,Sn. Diesem Aufbau entsprechen 
die elektrischen Eigenschaften solcher Legierungen. Solange die nahezu 
reine Zinnkomponente eine durchgehende Strombahn bildet, wird z.B. 
die fast unveranderte Ubergangstemperatur zur Supraleitung von Zinn 
beobachtet. 

Der Hall-Effekt solcher aus der Schmelze entstandener Zinn-Kupfer- 
Legierungen ist von STEPHENS? (1929) und in neuerer Zeit von ANDRE- 
WARTHA und Evans? (1941) untersucht worden. In beiden Arbeiten 


* Uber Teile dieser Arbeit wurde auf der Friihjahrstagung 1960 der Nordwest- 
deutschen Physikalischen Gesellschaft in Bad Pyrmont berichtet. [FoRTMANN, J.: 
Phys. Verh. 11, 33 (1960).] 

1 HANSEN, M.: Constitution of Binary Alloys, sec. ed., S. 633. 1958: McGraw- 
Hili Book Company, Inc. 

2 STEPHENS, E.: Phil. Mag. 8, 273 (1929). 

3 ANDREWARTHA, G. G., and E. J. Evans: Phil. Mag. 31, 265 (1941). 
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wird fiir die intermetallische Verbindung Cu,Sn ein sehr ausgepragter 
positiver Hall-Effekt gefunden (Fig. 6). Dagegen weichen die Ergebnisse | 
im Konzentrationsbereich von 0 bis etwa 60 At-% Kupfer ziemlich stark | 
voneinander ab. Hier ist wahrscheinlich der Ausscheidungsgrad der | 
intermetallischen Komponenten, der von den speziellen Temperungs- 
bedingungen abhangt, fiir die GréBe der Hall-Spannung wesentlich. 


Durch die gemeinsame Kondensation von Zinn und Kupfer aus der 
Dampfphase auf eine gekiihlte Unterlage (abschreckende Kondensation) 
gelingt es, Legierungen mit véllig anderem Aufbau einzufrieren. Diese 
Legierungen sind von Hirscu und ScHERTEL‘ hinsichtlich des Einflusses 
der Gitterstérung auf die Supraleitung eingehend untersucht worden. 
Bei einem Kupfergehalt von mehr als etwa 8 At-% wird die Kristallisa- 
tion des Zinns durch das gitterfremde Kupfer nahezu vollig verhindert. 
Elektronen- und Réntgenbeugungsaufnahmen von solchen abschreckend 
kondensierten Legierungsschichten mit mehr als 8 At-% Kupfer zeigen 
nur noch wenige verwaschene Interferenzen, wie man sie etwa bei 
Fliissigkeiten findet®. Bemerkenswerterweise besitzen diese Proben mit 
extrem groBem Stérgrad eine besonders hohe Ubergangstemperatur von 
tiber 7° K. 

Ankniipfend an diese Ergebnisse wird in der vorliegenden Arbeit der 
Hall-Effekt abschreckend kondensierter Zinn-Kupfer-Schichten unter- 
sucht. Aus den Veranderungen der Hall-Spannung kénnen unter geeig- 
neten Bedingungen und Zuhilfenahme anderer Eigenschaften Aussagen 
tiber die Veranderungen im Elektronenhaushalt gemacht werden. Auf 
diese Weise soll festgestellt werden, ob fiir die beobachteten Anderungen 
der Ubergangstemperatur Konzentrationsanderungen der freien La- 
dungstrager verantwortlich sein kénnen. 


Fiir diese Versuche miissen die Schichten in der gewiinschten Zusam- 
mensetzung bei Heliumtemperaturen hergestellt und ihre Hall-Spannung 
unmittelbar nach der Kondensation sowie im Verlauf des Temperns 
gemessen werden. Gleichzeitig wird der Widerstand und die Supra- 
leitung der Schichten noch einmal bestimmt. 

Die Untersuchungen werden auf den gesamten Konzentrations- 
bereich zwischen reinem Zinn und reinem Kupfer ausgedehnt. 


§ 2. Experimentelles 


Die Kondensation der Schichten, die Messung ihrer Hall-Spannung 
und ihres elektrischen Widerstandes erfolgt in der von W. BucKEL® 
beschriebenen Anordnung. 


5 BUCKEL, W.: Z. Physik 138, 136 (1954). 
® BuckEL, W.: Z. Physik 154, 474 (1959). 
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Die Legierungen werden in der jeweils gewiinschten Zusammen- 
setzung aus ihren Komponenten* in einem Quarzrohr unter Hoch- 
vakuum zusammengeschmolzen. Um beim Verdampfen eine Fraktio- 
nierung der Legierungen zu vermeiden, werden sie mit Hilfe eines Dreh- 
rohres in ein gliihendes Wolframband gestreut?. 

Zur Messung der Hallspannung wird zunachst die an den Hall- 
Elektroden® ohne Magnetfeld auftretende Spannung mit einem Diessel- 
horstschen Kompensationsapparat grob abgeglichen. Diese Spannung 
entsteht dadurch, daB es kaum méglich ist, die Hall-Elektroden genau 
auf einer Aquipotentialflache anzuordnen. 

Die Registrierung der Hall-Spannung erfolgt mit einem Philips- 
Schreiber in Verbindung mit einem Gleichspannungsverstirker der 
Fa. Leeds & Northrup. Zur Eichung der Anordnung wird der Kompen- 
sationsapparat benutzt. Durch die Registrierung ist die Messung der 
Hall-Spannung auch bei nicht zu raschen, wahrend der Temperung 
stattfindenden Veranderungen der Aquipotentialflachen mdglich. 


Durch Umpolen des Magnetfeldes wird der Einflu8 der magnetischen 
Widerstandsanderung auf die Hall-Spannungs-Messungen eliminiert. 
Ferner darf angenommen werden, daB der gute Warmekontakt zwischen 
Schicht und Kupferplatte einen geniigend isothermen Hall-Effekt ge- 
wahrleistet, so daB keine stérenden Thermokrafte auftreten kénnen. 


Der Temperaturbereich, in dem die Untersuchungen erfolgen, er- 
streckt sich von etwa 2,8 bis 350° K. Die tiefste im MeBkryostaten 
erreichbare Temperatur der Schicht wird durch Abpumpen des fliissigen 
Heliums erzielt. 

Von jeder untersuchten Legierung werden die Ubergangskurven bei 
verschiedenen, méglichst kleinen Belastungsstr6émen aufgenommen, um 
auf die im stromlosen Zustand herrschende Ubergangstemperatur extra- 
polieren zu kénnen. Es zeigt sich, daB bei Strémen bis zu 1 mA keine 
merkliche Verschiebung der Ubergangskurven eintritt. 

Wegen eines remanenten Feldes von 30 GB sind die Ubergangs- 
temperaturen der Schichten etwas erniedrigt. Um auf die Ubergangs- 
temperaturen im feldfreien Zustand extrapolieren zu kénnen, wird die 
Ubergangskurve jeder Schicht auBerdem bei einem Feld von 300 GB 
aufgenommen. Die vorliegenden diinnen Schichten besitzen nur eine 
sehr geringe Feldabhangigkeit der Ubergangstemperatur. Als Ubergangs- 
temperatur wird jene Temperatur gewahlt, bei der der Widerstand 
gerade die Halfte des vor Eintritt der Supraleitung herrschenden Rest- 
widerstandes betragt. 


* Kupfer mit einem Reinheitsgrad von 99,993 % (Fa. Dr. Schuchardt, Miinchen). 
Zinn, spektralrein (Fa. Johnson & Matthey, London). 
? FiscuEr, F.: Z. Physik 139, 328 (1954). 
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Die Bestimmung der Schichtdicke erfolgt nach der von TOLANSKY® 
vorgeschlagenen optischen Methode. Das Magnetfeld wird mit einer 
InSb-Hall-Sonde geeicht. 


Ve) 


Q 


Sn 470At % Cu 


70 


Widerstand 


Hallkonstonte 


+ 


Sn+70 At % Cu 


0 700 200 °K 300 
Ternperatur 


b 


Fig. 1. a Widerstandsverlauf einer bei 10° K kondensierten Legierungsschicht aus 90 At-% Zinn und 10 At-% 
Kupfer. = Reversible Anderungen, — irreversible Anderungen. b Hall-Spannungs-Verlauf einer bei 10° K 
kondensierten Legierungsschicht aus 90 At-% Zinn und 10 At-% Kupfer (dieselbe Schicht wie in Fig. 1a). 


= Reversible Anderungen, —> irreversible Anderungen 


§ 3. Experimentelle Ergebnisse 


In Fig. 1 sollen zunachst an dem speziellen Beispiel einer Schicht 
mit 10 At-% Kupfer einige charakteristische Eigenschaften der Supra- 


8 ToLANSKy, S.: Nature, Lond. 152, 722 (1943). 
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leitung und des elektrischen Widerstandes (Fig. 1a) sowie der Hall- 
Spannung (Fig. 1b) dargestellt werden. Sofort nach der Kondensation 
bei 10° K wird eine Ubergangstemperatur von etwa 6,8° K beobachtet 
(Ubergangskurve 1). Der Zustand mit dieser erhéhten Ubergangstem- 
peratur ist bis etwa 50° K stabil. Beim weiteren Tempern tritt ein steile 
irreversible Abnahme des Widerstandes auf, die nach Beugungsaufnah- 
men mit dem Auskristallisieren des Zinns erfolgt. Zusammen mit dieser 
Widerstandsabnahme ist eine betrachtliche, ebenfalls irreversible Er- 
niedrigung der Hall- 
Spannung von dem an- 
fanglich hohen Wert zu 
beobachten (Fig. 4 b). 6 
Wird nach der Zinnkri- 
stallisation die Tempe- 
rung unterbrochen und 
erneut abgekiihlt, so fin- 
det man eine Ubergangs- 
temperatur zur Supra- 
leitung von 4,3° K (Uber- 
gangskurve 2, Fig. 1a). 
Dasist fast dieselbe Uber- 
gangstemperatur, die fiir 0 20 40 60 At% Cu 700 
abgeschreckt konden- cor sh bia 

Fig. 2. Verlauf der Ubergangstemperatur zur Supraleitung von 


sierte reine Zinnschich- Zinn-Kupfer-Legierungsschichten mit verschiedenem Kupfergehalt. 
ten nach Tempern auf Kurve 7 unmittelbar nach der Kondensation bei 10° K, Kurve 2 


‘ nach dem Tempern bis etwa 300° K 
90° K gemessen wird?®. 
Auch die bei etwa 210° K auftretende Ausscheidung einer intermetalli- 
schen Verbindung (wahrscheinlich Cu,Sn) zeichnet sich durch eine 
irreversible Widerstandsanderung (Fig. 1a) und eine irreversible Ande- 
rung der Hall-Spannung (Fig. 1b) ab. 

Derartige Messungen sind im ganzen Konzentrationsbereich zwischen 
reinem Zinn und reinem Kupfer durchgefiihrt worden. 

Fig. 2 gibt die Ubergangstemperaturen unmittelbar nach der Kon- 
densation (Kurve 1) und nach dem Tempern bis etwa 300° K (Kurve 2) 
wieder. Die Schichten mit geringem Kupfergehalt werden bis etwa 
300° K, die mit groBem Kupfergehalt bis etwa 350° K getempert. Nach 
Kurve 1 steigt die Ubergangstemperatur unmittelbar nach der Konden- 
sation mit zunehmendem Kupfergehalt bei etwa 8 At-% sprunghaft an 
und erreicht einen Héchstwert von 7° K. Fir Kupfergehalte, die gréBer 
als 8 At-% sind, ist ein fast linearer Abfall der Ubergangstemperatur 
mit zunehmendem Kupfergehalt zu beobachten. Wird die Kurve 1 auf 
0 At-% Kupfer extrapoliert, so ergibt sich eine Ubergangstemperatur 
~ 9 BuckeEL, W., u. R. Huscu: Z. Physik 132, 420 (1952). 
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von etwa 8° K. Diese Sprungtemperatur wiirde also eine reine Zinnschicht | 
besitzen, wenn es méglich ware, sie so stark zu st6ren, wie das durch | 
Kupferzusatze von mehr als etwa 8 At-% und abschreckende Kondensa- ) 
tion méglich ist. Die Ubergangstemperaturen der getemperten Legierungs-| 
schichten werden nach Kurve 2 mit zunehmendem Kupfergehalt kleiner. 

Die in Fig. 2 wiedergegebenen Messungen bestatigen die Beobach- 
tungen von SCHERTEL*. 


Hallspannung 
Hallkonstante 


0 20 40 60 At %oCu 700 
Kuprergehalt 
Fig. 3. Abhangigkeit der Hall-Spannung und der Hall-Konstanten vom Kupfergehalt in Zinn-Kupfer- 
Legierungsschichten verschiedener Warmebehandlung: Kurve J] unmittelbar nach der Kondensation bei 
10° K, gemessen vor Eintritt der Supraleitung; Kurve 2 nach dem Tempern auf etwa 300° K, gemessen bei 
4,2° K; Kurve 3 gemessen bei Zimmertemperatur. (Tabellenwerte der Hall-Konstanten [1] mit — markiert) 


In Fig. 3 sind die Hall-Spannungen und die Hall-Konstanten (linker 
und rechter OrdinatenmaBstab) unmittelbar nach der Kondensation 
(Kurve 1) sowie nach dem Tempern und erneuten Abkihlen auf Helium- 
temperaturen (Kurve 2) wiedergegeben. 


Die Hall-Konstanten werden mit Hilfe der Gleichung 


berechnet. (U, =Hall-Spannung in Volt, d=Schichtdicke in m, J = 
Strom in Amp, B=KraftfluBdichte in Vsec/m?.) B betragt stets 
0,45 Vsec/m?. R,, erweist sich bis zu dieser FluBdichte als feldunabhangig. 


Die Ordinatendifferenz der Kurven 1 und 2 in Fig. 3 liefert die mit 
dem Tempern auf Zimmertemperatur zusammenhangende irreversible 
Anderung der Hall-Spannung. Diese Anderung wachst im Bereich von 
5 bis 10 At-% Kupfer an und bleibt dann zwischen 10 und 40 At-% 
Kupfer ziemlich konstant. Bei einem Kupfergehalt von 75 At-%, der 
der Zusammensetzung der intermetallischen Verbindung Cu,Sn ent- 
spricht, tritt ee besonders starke Veranderung beim Tempern auf und die 
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Hall-Spannung kehrt ihr Vorzeichen um*. Der hier vorliegende positive 
Hall-Effekt ist ftir die Verbindung Cu,Sn charakteristisch. Betragt der 
Kupfergehalt mehr als 85 At-%, so tiberwiegt der EinfluB des reinen Kup- 
fers und der durch Kurve 2 dargestellte Hall-Effekt wird wieder negativ. 

Die Kurve 3 in Fig. 3 stellt den nach dem Tempern bei 293° K 
gemessenen Hall-Effekt dar. Die Ordinatendifferenz der Kurven 2 und 3 
gibt die reversible Anderung des Hall-Effektes zwischen 4,2 und 293° K 
wieder. Auch die Kurve 3 besitzt natiirlich bei 75 At-% Kupfer ihr 
Maximum im Bereich des anomalen Hall-Effektes. Uberhaupt zeigt der 
Hall-Effekt nur eine geringe Temperaturabhangigkeit. 

AuBerdem sind in der Fig. 3 die fiir 293° K giiltigen Tabellenwerte 
der Hall-Konstanten fiir kompaktes Zinn und kompaktes Kupfer ange- 
geben (L] mit — markiert). Die fiir reine Zinnschichten und reine 
Kupferschichten bei 293° K gemessenen Hall-Konstanten (Kurve 3) sind 
dem Betrage nach etwas gréBer als die Tabellenwerte fiir kompaktes 
Material. Das ist verstandlich, da die zur Berechnung verwendete 
Schichtdicke optisch bestimmt worden ist. Die fiir den Hall-Effekt 
wirksame Dicke kann in solchen Schichten durchaus kleiner sein. 


Die Fig. 4 und 5 zeigen die Hall-Konstanten der reinen Komponenten 
Zinn und Kupfer in Abhangigkeit von der Temperatur. Die Kurven1 stellen 
die an aufgedampften Schichten gemessenen Werte dar, wahrend die Kur- 
ven 2 jene Hall-Konstanten wiedergeben, die an diinnen aus spektral- 
reinem Material bestehenden Folien gemessen werden. Fiir die Folien wird 
bei Zimmertemperatur nahezu der in der Literatur?!® angegebene Wert der 
Hall-Konstanten von — 4-10712m3/Asec fiir Zinn und — 54-107 m3/Asec 
fiir Kupfer beobachtet. Die Hall-Konstanten der Schichten (Kurven 1 a) 
nehmen wahrend des Temperns nach der Kondensation bei 10° K ab. 
Beim erneuten Abkiihlen erhalt man die Kurven 1b, die die reversible 
Temperaturabhangigkeit der Hall-Konstanten wiedergeben. 

Nach Fig. 4 stimmt der Hall-Effekt einer bis etwa 300° K getemperten 
Zinnschicht im Temperaturbereich von 90 bis 300° K mit dem einer 
Zinnfolie fast iiberein. Die Temperaturabhangigkeit der Hall-Spannung 
ist in diesem Bereich fiir beide Proben nur gering. Fiir Temperaturen 
kleiner als 90° K wechselt jedoch die Hall-Spannung der Zinnfolie ihr 
Vorzeichen, wahrend die der Zinnschicht negativ bleibt und mit sinkender 
Temperatur zu noch gréBeren negativen Werten ansteigt. 

Im Fall des Kupfers (Fig. 5) zeigt die Hall-Spannung der Folie und 
der getemperten Schicht ahnliches Verhalten. Die Hall-Konstante der 


* Im Bereich von 60 bis 85 At-% Kupfer weichen die Hall-Spannungen von 
Proben gleicher Zusammensetzung aber verschiedener Herstellung erheblich von- 
einander ab. Diese Abweichungen riihren von der in diesem Bereich herrschenden 
starken Abhangigkeit der Hall-Spannung vom Kupfergehalt her. 

10 [ ANDOLT-BORNSTEIN, Bd. II, Teil 6, S. 166 u. 170. 1959. 

Z, Physik. Bd. 162 7a 


100 JoacHim ForRTMANN und WERNER BUCKEL: 


Folie weicht jedoch im Bereich oberhalb von etwa 100° K um etwa 
25% von der der getemperten Schicht ab. 


2:10" 
m°/A sec 


Hallkonstante 


0 700 200 °K 300 
Temperatur 


Fig. 4. Temperaturabhangigkeit der Hall-Konstanten einer bei 10° K kondensierten Zinnschicht (7) und 
einer Zinnfolie (2). Der MeBpunkt @ bei 4,2° K entstammt einer dlteren Arbeit von OnNEs und Hor *, 
= Reversibie Anderungen, — irreversible Anderungen 

SchlieBlich soll noch eine Beobachtung erwahnt werden, die auch bei 
der Untersuchung des Hall-Effektes von Wismutschichten gemacht 
worden ist. LaBt man nach dem Tempern auf Zimmertemperatur Luft 


0 700 200 °K 300 
Jemperatur 


Fig. 5. Verlauf der Hall-Konstanten einer bei 4,2° K kondensierten Kupferschicht (7) und einer 
Kupferfolie (2). = Reversible Anderungen, —> irreversible Anderungen 


in den MeBkryostaten, so tritt dabei eine starke Anderung der Hall- 
Spannung auf. Wahrscheinlich handelt es sich um einen Einflu8 der 
auf der Schicht adsorbierten Gasatome, die bei diesen diinnen Schichten 
besonders groBe Effekte hervorrufen kénnen", 


* Onnes, H. K., u. K. Hor: Comm. Leiden 142b (1914). 
4 RvuL, W.: Z. Physik 157, 247 (1959) 


Hall-Effekt abschreckend kondensierter Schichten 101 


§ 4. Diskussion der Ergebnisse 


Nach Fig. 1b tritt gleichzeitig mit dem steilen Widerstandsabfall 
beim Auskristallisieren des Zinns auch eine starke Abnahme der Hall- 
Spannung auf. Mit der Kristallisation des Zinns gehen demnach, wie 
vermutet, starke Anderungen der freien Ladungen einher. Es soll nun 
versucht werden, diese Anderungen etwas eingehender zu analysieren. 

Dazu muB zunachst bemerkt werden, daB im Zinn Elektronen und 
Defektelektronen in etwa gleicher Weise zur Elektrizitatsleitung bei- 
tragen. Dies geht eindeutig aus dem sehr kleinen Hall-Koeffizienten des 
Zinns hervor*. Eine einfache Deutung der beobachteten Anderungen 
der Hall-Spannung mit Hilfe von nur einer Ladungstragersorte muB 
deshalb ausscheiden. Bei einem gemischten Leitungsmechanismus gehen 
sowohl die Konzentrationen als auch die Beweglichkeiten in die Hall- 
Konstante ein. Nur fiir bestimmte einfache Verhaltnisse im Bander- 
modell der Elektronen sind bisher explizite Ausdriicke fiir die Hall- 
Konstante abgeleitet worden!*. Wir miissen uns daher auf eine qualita- 
tive Diskussion beschranken. 

Die beobachtete Zunahme der negativen Hall-Spannung im stark 
gestérten Zinn zeigt, daB im gestérten Zustand der Beitrag der Defekt- 
elektronen zur Leitfahigkeit gegeniiber dem der Elektronen abnimmt. 
Dadurch wird die gegenseitige Kompensation der Beitrage zur Hall- 
Spannung weniger vollstandig, die negative Hall-Spannung wachst an. 
Es mu8 dabei offen bleiben, ob lediglich die Beweglichkeit der Defekt- 
elektronen im gestérten Zustand starker abnimmt als die der Elektronen, 
oder ob das Termschema so verandert ist, daf weniger oder méglicher- 
weise keine Defektelektronen vorhanden sind. 

Beim Auskristallisieren des Zinns treten die Defektelektronen in 
Erscheinung und vermindern durch ihren kompensierenden EinfluB die 
Hall-Spannung. 

Zunachst ist mit dieser Erklarung der beobachteten Hall-Spannung 
natiirlich noch keine Aussage dariiber gemacht, ob die Veranderungen 
der freien Ladungstrager auch die beobachteten Veranderungen der 
Ubergangstemperatur bedingen. Sollte dies der Fall sein, so kénnte man 
aus den vorliegenden Ergebnissen folgern, daB im Falle des Zinns eine 
Abnahme des Defektelektronenbeitrages zur Leitfahigkeit eine Erhéhung 
der Ubergangstemperatur bedingt. 

Diese Aussage stimmt nun qualitativ sehr gut mit einem erst kiirzlich 
bekanntgegebenen Befund von GLOVER und SHERRILL” tiberein. Diese 


* Wiirde man versuchen, diesen Hall-Koeffizienten in einem Leitungsmechanis- 
mus mit nur einer Tragersorte zu deuten, so miiBte man etwa 40 Ladungstrager 
pro Atom annehmen. 

12 Jones, H.: Handbuch der Physik, Bd. MIDS, Sy BOS, BORO 

13 Grover, III, R. E., and M. D. SHERRILL: Phys. Rev. Letters 5, 248 (1960). 
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Autoren haben die Ubergangstemperatur von Zinnschichten untersucht, | 
die sie als Platte eines Kondensators positiv bzw. negativ aufladen konn- | 


ten. Dabei ergab eine negative Aufladung eine Abnahme der Leitfahig- 
keit und eine Zunahme der Ubergangstemperatur. Die negative Aufladung 
bedingt offenbar eine Abnahme der Defektelektronenkonzentration, so | 


daB die gesamte Leitfahigkeit abnimmt*. Dadurch wird die Ubergangs- _ 


temperatur erhdht, was mit unserer obigen Deutung im Einklang steht. | 


Auch die Ergebnisse der optischen Untersuchungen an solchen Zinn- 
Kupfer-Schichten von Hasse! stehen nicht im Widerspruch mit der 
hier versuchten Deutung. Hasse findet, daB die Konzentration der 
freien Ladungstrager bei der Kristallisation zunimmt. Diese Zunahme 
der freien Ladungstragerkonzentration wird aber durch das Auftreten 
der Defektelektronen im angegebenen Modell geliefert. 

Unsere bisherige Diskussion bezog sich auf die irreversiblen Ande- 
rungen von Hall-Spannung und Ubergangstemperatur zur Supraleitung 
beim Kristallisieren des Zinns. Wir miissen nun noch etwas genauer auf 
die Konzentrationsabhangigkeit der beobachteten Hall-Spannungen ein- 
gehen. Dabei ergibt sich eine gewisse Schwierigkeit, die nicht verschwie- 
gen werden soll. 

Aus Fig. 3 geht hervor, daB die negative Hall-Spannung der Schichten 
unmittelbar nach der Kondensation (Kurve 1) fiir Kupfergehalte bis 
etwa 50 At-% monoton zunimmt. Insbesondere ist im Bereich von 
etwa 5 bis 8 At-% Kupfer keine sprunghafte Anderung der Hall-Span- 
nung zu beobachten. Das plotzliche Auftreten des extrem stark gestérten 
Zustandes mit der hohen Ubergangstemperatur bei etwa 8 At-% Kupfer 
zeichnet sich nicht in der GréBe der Hall-Spannung unmittelbar nach 
der Kondensation sondern nur in ihrem Temperverhalten ab. Beim 
Tempern tritt auch fiir die Hall-Spannung erst dann die charakteristische 
steile irreversible Anderung ein, wenn zuniichst der extrem gestorte 
Zustand vorgelegen hat. 

Die starken irreversiblen Anderungen der Hall-Spannung (vgl. z.B. 
Fig. 1b) kommen demnach hauptsichlich daher, daB die Kristallisation 
des Zinns aus dem stark gestérten Zustand zu einer besseren Ordnung 
fiihrt als sie beim Aufdampfen auch des reinen Zinns erhalten werden 
kann. Dieser Befund steht im Einklang mit der Tatsache, daB in den 
Beugungsauinahmen solcher Schichten nach der Auskristallisation 
haufig schon einzelne Schwarzungspunkte anstelle homogen ausgeleuch- 
teter Debye-Scherrer-Ringe auftreten5. 

Ist nun, wie oben angenommen, die Hall-Spannung iiber die Trager- 
konzentration mit der Héhe der Ubergangstemperatur verkniipft, so 


* Im Falle von Goldschichten hat die negative Aufladung eine Zunahme der 
Leitfahigkeit durch die damit zusatzlich eingebrachten Elektronen hervorgerufen. 
14 Hasse, J.: Z. Physik 157, 166 (1959). 


| 
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mu man fiir diesen Zusammenhang folgern: Die wesentliche Erhohung 
der negativen Hall-Spannung erfolgt auch schon in reinen Zinnschichten 
oder bei Kupfergehalten unter 8 At-%. Solche Schichten zeigen bereits 
eine betrachtlich erhéhte Ubergangstemperatur. Die weitere Erhohung 
der Ubergangstemperatur riihrt nun von Veranderungen der Ladungs- 
tragerkonzentrationen her, die sehr viel weniger auf die Hall-Spannung 
wirken. Dies ware z.B. durchaus denkbar, wenn wirklich die Konzen- 
tration der Defektelektronen irgendwie von Bedeutung sein sollte. Dann 
wiirde die Hall-Spannung auf die mit wachsender Stérung anfanglich 
starke Unterdriickung der Defektleitung stark reagieren, indem der 
Beitrag der Elektronen voll zur Geltung kommt. Weitere Anderungen 
der restlichen Defektelektronenkonzentration bei Ubergang in den 
extrem gestérten Zustand wiirden diesen Beitrag der Elektronen nur 
mehr geringfiigig 4ndern kénnen. 

AuBerdem bleibt noch offen, warum die Ubergangstemperatur des 
extrem gestérten Zustandes mit wachsendem Kupfergehalt monoton 
abnimmt. Hier kann die Hall-Spannung nur schwer gedeutet werden, 
weil beim Kristallisationsvorgang sofort die neue Phase Cu,Sn mit ihrem 
positiven Hall-Effekt in mehr oder weniger starkem Mafe gebildet wird. 

AbschlieBend muB gesagt werden, daB aus den vorliegenden Unter- 
suchungen insbesondere zusammen mit den Ergebnissen von GLOVER 
und SHERRILL ein Zusammenhang zwischen Hall-Spannung und Uber- 
gangstemperatur konstruiert werden kann. Dieser Zusammenhang ist 
aber sicher nicht einfach und es bedarf weiterer Untersuchungen, um 
diese Frage klarer entscheiden zu konnen. 

Neben den Uberlegungen zur Supraleitung kénnen wir aus den 
wiedergegebenen Messungen eine Aussage tiber den Aufbau solcher 
abschreckend kondensierter Schichten entnehmen. In Fig. 6 sind noch 
einmal die Hall-Konstanten, wie wir sie an unseren Zinn-Kupfer-Legie- 
rungsschichten unmittelbar nach dem Aufdampfen (die mit 10° K be- 
zeichnete Kurve) und nach dem Erwarmen auf 300° K (die mit 300° K 
bezeichnete Kurve) finden, den von STEPHENS sowie den von ANDRE- 
WARTHA und Evans angegebenen Werten (gestrichelte und punktierte 
Kurve) gegeniibergestellt. Aus den unmittelbar nach dem Aufdampfen 
durchgefiihrten Hall-Effekts-Messungen geht hervor, daB bei der Kon- 
densation der Schichten auch im Bereich von 75 At-% Kupfer die inter- 
metallische Verbindung Cu,Sn zunachst nicht entsteht. Offenbar kann 
sich die zur intermetallischen Verbindung Cu,Sn gehérige Uberstruktur 
infolge der abschreckenden Kondensation nicht einstellen. Erst durch 
Tempern bis etwa Zimmertemperatur erhalten die bei der Kondensation 
auf die sehr kalte Unterlage regellos festgelegten Atome des Metall- 
dampfes eine zur Bildung der intermetallischen Verbindung Cu,Sn aus- 
reichende Beweglichkeit. Im Konzentrationsbereich von etwa 70 bis 
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80 At-% Kupfer finden wir nach dem Tempern auch in den Schichten | 
die fiir Cu,Sn charakteristische groBe positive Hall-Spannung. Bei 
einem Kupfergehalt von weniger als etwa 60 At-% zeigen schon die | 
beiden vorliegenden Untersuchungen an kompakten Proben starke | 
Unterschiede des Hall-Effektes. Obwohl in beiden Arbeiten groBer Wert 
auf gutes Austempern gelegt worden ist, wird man doch die auftretenden | 
Unterschiede mit Verschiedenheiten in der Art der gegenseitigen Aus- 
scheidung der Grenzkomponenten erklaren miissen. Insbesondere kann 


72:10” 
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Hallkonstante 


0 20 40 60 At %Cu 700 
Auptergeha/t 
Fig. 6. Hall-Konstante von Zinn-Kupfer-Legierungen in Abhangigkeit vom Kupfergehalt. Die mit 10° K 


bezeichnete Kurve wird unmittelbar nach der Kondensation der Schichten bei 10° K, die mit 300° K bezeich- 


r 


nete nach dem Tempern bei etwa 300° K gemessen. Die gestrichelte Kurve ist aus *, die punktierte aus * 
entnommen 

die Verbindung Cu,Sn,, die sich offenbar nur unter besonderen Bedin- 

gungen einstellt, zu den verschiedenen Verhalten beitragen. 

Die Messungen an den diinnen Schichten, fiir die man wegen der 
relativ geringen Diffusionswege eine rasche Einstellung des Gleichge- 
wichtes erwarten kénnte, stimmen wesentlich besser mit den Ergebnissen 
von ANDREWARTHA und Evans iiberein als mit den von STEPHENS. 
Es muB allerdings bemerkt werden, daB an den Schichten auch nach 
dem Tempern auf etwa 350° K noch Ubergangstemperaturen gefunden 
werden, die wesentlich unter dem Wert des reinen Zinns liegen, wahrend 
ALLEN) an Proben aus der Schmelze bis etwa 60 At-% Kupfer prak- 
tisch die Ubergangstemperatur des reinen Zinns beobachtet hat. Die 
erniedrigte Ubergangstemperatur spricht dafiir, da® die intermetallische 
Phase (wahrscheinlich CugSn) noch ziemlich feinverteilt vorliegt. 

Herrn Prof. Dr. R. Hirscu danken wir fiir die stete Férderung dieser Arbeit. 


Auch gebiihrt unser Dank der Deutschen Forschungsgemeinschaft und der Research 
Corporation fiir die Bereitstellung von Geraten. 


1 ALLEN, I, F.: Phil. Mag. 16, 1005 (1933). 
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Elektrophotolumineszenz eines Zink-Cadmium-Sulfid- 
Phosphors in Abhangigkeit von Anregungswellenlange 
und Feldimpulsbreite 


Von 
H. GuTJAuR und F. Matoss1 
Mit 5 Figuren im Text 


(Eingegangen am 11. Januar 1961) 


Luminescence flashes in an excited ZnCdS (Ag) phosphor occur when electric fields 
are put on or off. Whether these flashes are positive or negative depends on the 
length of the field pulse, on the exciting wavelength, and on the polarity of the 
irradiated electrode. There is a critical duration of the field pulses for which no 
field-off flash appears. At another but related critical time, the flashes with 
periodic field applications change sign. These times change with the exciting wave- 
length. The observations are interpreted as being controlled by the gradual filling 
of surface traps, which in its turn is influenced by the distribution of electron and 
hole concentrations produced by the incident radiation and the electric field. The 
critical time is approximately equal to the time needed for completely filling the 
surface traps. 


Einleitung 


Bei einem groBen Teil von Leuchtstoffen laBt sich der EinfluB eines 
elektrischen Gleich- oder Wechselfeldes auf die durch Licht erregte 
Lumineszenz wie folgt beschreiben!?: 

Beim Einschalten des Feldes beobachtet man im allgemeinen einen 
sehr kurz andauernden Lichtblitz mit nachfolgender Intensitatsabnahme 
(Quenching), welche nach Durchlaufen eines Maximums einen konstanten 
Wert annimmt. Bei Abschalten des Feldes geht die Lumineszenzinten- 
sitat entweder direkt oder nach einem zweiten Lichtblitz auf den ur- 
spriinglichen Wert zuriick. Bei Verwendung von Wechselfeldern iiber- 
lagert sich diesen relativ langsamen Vorgangen eine Leuchtwelle mit 
einer gegeniiber dem Feld doppelten Frequenz?. 

Neben der Feldform (Wechselfeld, Gleichfeld oder Gleichfeldimpulse) 
ist die Wellenlange der emittierten sowie der anregenden Strahlung fiir 
die GréBe und Vorzeichen der aufeinanderfolgenden Teileffekte verant- 
wortlich. So konnten GOBRECHT und GuMLIcH® zeigen, daB bei pulver- 


1 Matossi, F.: Elektrolumineszenz und Elektrophotolumineszenz. Braun- 
schweig: F. Vieweg & Sohn 1957. 

2 Marosst, F., and S. NuDELMAN: J. Electrochem. Soc. 103, 122 (1956). 

3 Goprecnt, H., u. H. E. Gumiicu: Z. Physik 158, 226 (1960). 
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férmigen manganaktivierten ZnS-Phosphoren eine von DESTRIAU u. 
Mitarb.4-6 sonst nur bei Réntgenanregung beobachtete Verstarkung der 


gelben Emissionsbande auftritt, wenn die Anregungswellenlange kleiner 


als etwa 360 my. ist. 
In der vorliegenden Arbeit werden fiir die gelbe Lumineszenz eines 


ZnCdS (Ag)-Leuchtstoffes in Pulverform die Gré8e und Vorzeichen der | 


einzelnen Teileffekte als Funktion der Wellenlange der anregenden | 
Strahlung und in Abhangigkeit von Gleichspannungsimpulsen unter- — 


schiedlicher Breite und Folgefrequenz untersucht. 


Besonderes Augenmerk wurde dabei auf die Vorgange vor dem Er- 
reichen eines stationdren Verhaltens gerichtet. Solche instationaren 
Vorgange nach dem Ein- oder Abschalten der Feldeinwirkung sind bei 
Verwendung eines Wechselfeldes auch bei reiner Elektrolumineszenz (EL) 
beobachtet worden?~®. Uber Anderungen der Leuchtwellen der Elektro- 
photolumineszenz (EPL) bei ZnCdS- und ZnS(Mn)-Phosphoren nach 
Einschalten eines Wechselfeldes berichtete GuMLICH ®?®, 


Die Untersuchungen mit Rechteckimpulsen, iiber die im folgenden 
berichtet wird, zeigen, daB die Veranderungen der EPL wahrend der 
ersten Impulse sogar dazu fithren kénnen, da8 ein Wechsel der Vor- 
zeichen der Lichtblitze beim Ein- und Ausschalten eintritt, wobei die 
Zeiten bis zum Umklappen abhangig von der Anregungswellenlange 
sind. Die Ergebnisse lassen sich mit der allmahlichen Fiillung von Ober- 
flachenhaftstellen erklaren. 


Experimentelles 


ZnCdS(Ag)-Pulver (KorngréBe 10u) wurde im Verhdltnis 1:2 in 
Araldit, Polystyrol oder Kolophonium eingebettet und zwischen zwei 
mit einer leitenden Oberflache versehenen Glasplattchen von 1,5 x1 cm? 
GréBe gebracht. Die Schichtdicke betrug 0,2 mm; die leitenden Ober- 
flachen waren in direktem Kontakt mit dem Phosphor-Einbettungs- 
gemisch. Die einem Tektronix-Impulsgenerator entnommenen Span- 
nungsimpulse von 50 V wurden auf die leitenden Glasplatten gegeben. 
Die Anregung erfolgte durch die in einem Leitz-Geradsicht-Spiegel- 
monochromator spektral zerlegte Emission einer Deuteriumlampe D100. 
Die Lumineszenz wurde nach Durchgang durch ein Farbfilter (GG 14) 


4 Destriau, M.: C. R. Acad. Sci., Paris 238, 2298 (1954). 

> Destriau, G., J. MatrLer, M. Destriau and H. E. Gumticu: J. Electro- 
chem. Soc. 102, 682 (1955). 

° Gumticu, H. E.: J. Phys. Radium 17, 117 (1956). 

” ZauM, P., G. DrEMER and H. A. KrasEns: Philips Res. Rep. 9, 81 (1954). 

8 DestrRiavu, G.: J. Appl. Phys. 25, 67 (1954). 

® Buse, R.: Phys. Rev. 90, 70 (1953). 

30 Gumticu, H. E.: Diss. T. U. Berlin 1958. 


Elektrophotolumineszenz eines Zink-Cadmium-Sulfid-Phosphors 107 


mittels eines Photomultipliers 1P21 und Tektronix-Zweistrahloszillo- 
graphen gleichzeitig mit dem Feldverlauf beobachtet. 

Anregung und Beobachtung der Lumineszenz erfolgte stets an der 
gleichen Seite der Zelle. Reine EL konnte an den verwendeten ZnCdS(Ag)- 
Phosphoren in keinem Falle nachgewiesen werden. 


MeBergebnisse 

Zur Charakterisierung des verwendeten Phosphors sind in Fig. 1 die 
Reflexion (gemessen am gepreBten Pulver mit MgO als Bezugssubstanz) 
und die Intensitat der gel- 
ben Lumineszenz als Funk- 
tion der Anregungswellen- 
lange angegeben. 

Es werden zunachst die 
bei Verwendung von Araldit 
als Einbettungsmittel  er- 
haltenen Ergebnisse _ be- 
schrieben. Eine Ubersicht, 
wie die Anregungswellen- 
lange und die Impulsdauer 
des Feldes den Verlauf der 


[willk Einh J 


375 400 425 450 = 475 A[mp] 


‘ Fig. 1. Reflexion R und Intensitat der gelben Lumineszenz L 
ERI beeinflussen, geben als Funktion der Anregungswellenlange [ZnCdS(Ag)-Phosphor] 


die Fig. 2 und 3. Man er- 
kennt, daB der Verlauf der EPL davon abhiangig ist, ob die Anodenseite 
oder ob die Kathodenseite der Zelle belichtet und beobachtet wird. 


Bei Anregungswellenlangen im Bereich des langwelligen Auslaufers 
der Grundgitterabsorptionskante (420 und 430 muy) und langen Feld- 
impulsdauern (Impulsbreite 100 ms) erhalt man einen positiven Licht- 
blitz beim Einschalten mit anschlieBendem Quenching der Lumineszenz 
sowle wieder einen positiven Lichtblitz beim Abschalten des Feldes. 

Mit kleiner werdenden Impulsbreiten wird der Abschaltlichtblitz 
kleiner und schlieBlich negativ. 

Die Impulsbreite, bei welcher bei Ausschalten des Feldes weder ein 
positiver noch ein negativer Lichtblitz auftritt, wird im Falle ,,Anode 
belichtet‘‘ mit abnehmender Wellenlange gréBer bis endlich bei Anregung 
im Grundgitter der Ausschaltblitz immer negativ ist. 

Bei Belichtung der Kathode wird umgekehrt die entsprechende Im- 
pulsbreite mit abnehmender Wellenlange kleiner. Der Ausschaltblitz 
bei konstanter Impulsbreite nimmt ferner mit abnehmender Wellen- 
lange zu; der Einschaltblitz wird kleiner und bei Anregung im Grund- 
gitter schlieBlich negativ. 

Die der Impulsbreite entsprechende kritische Zeit, nach welcher bei 
Ausschalten des Feldes weder ein positiver noch ein negativer Lichtblitz 
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auftreten, seif,. In Fig. 4 ist fy als Funktion der Anregungswellenlange | | 
und in Abhingigkeit von der Polungsrichtung des Feldes relativ zur 
Einstrahlung dargestellt, und zwar iiber den Wellenlangenbereich der | 


Fig. 2 und 3 hinaus. | 
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Fig. 2. EPL eines ZnCdS(Ag)-Phosphors in Abhangigkeit von der Anregungswellenlange und der Breite 
des elektrischen Feldimpulses bei Belichtung der Anodenseite. L, Lumineszenz ohne elektrisches Feld, 
F, Nullinie fiir Feld 


Man entnimmt dieser Darstellung, da8 bei langeren Anregungswellen- 
langen unabhangig von der Polungsrichtung die Zeit ¢, mit der Wellen- 
lange zunimmt. 

Werden im Gegensatz zu den Messungen der Fig. 2 und 3 periodisch 
fortlaufend Feldimpulse an die Zelle gelegt, so andern sich die Bilder 
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Fig. 3. EPL eines ZnCdS(Ag)-Phosphors in Abhangigkeit von der Anregungswellenlange und der Breite 
des elektrischen Feldimpulses bei Belichtung der Kathodenseite. Ly Lumineszenz ohne elektrisches Feld, 
F, Nullinie fiir Feld 


der EPL mit zunehmender Impulszahl. Die Anderungen sind wieder 
abhangig von der Wellenlange der anregenden Strahlung und von der 
Impulsbreite. Bei langen Impulsen (100 ms) und Anregung im Aus- 
laufer der Grundgitterabsorption wird zwar der Einschaltblitz allmahlich 
kleiner, der Ausschaltblitz gréBer, beide streben jedoch einem positiven 
stationdren Wert zu. Bei kleinen Impulsbreiten (10 ms) und Anregung 
im Auslaufer wechseln Ein- und Ausschaltblitz nach einigen Impulsen 
ihr Vorzeichen, bevor ein stationdres Bild erreicht wird (Fig. 5). 
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Die Zeit bis zu Umkehr der Leuchtblitze steht offenbar in engem 

Zusammenhang mit der oben definierten kritischen Zeit ¢, bis zum Ver- 

schwinden des Ausschaltblitzes. Beide befolgen die gleichen Gesetz- 

maBigkeiten beziiglich Wellenlangenabhangigkeit und PolaritatseinfluB. 
Beginnt die Anregung im Aus- 


laufer erst eine lange Zeit nach 


; : 700 
Einschalten der Feldimpulse, so t,[ms] 
uberlagert sich der Anklingkurve 80 


der Photolumineszenz nicht der 
dem stationdren, sondern der 
dem instationaren Zustand ent- 
sprechende Verlauf der EPL. 
Das deutet darauf hin, daB das 
Feld den fiir die hier beobach- 
teten Phanomene verantwortli- 
chen Zustand nicht als solches, 
ohne Mitwirkung der Strahlung, 
hervorruft, also nicht etwa durch 
Polarisationsladungen im Ein- 
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Fig. 4. Kritische Zeit ¢) als Funktion der Anregungs- 
wellenlange. 1 Belichtung der Anode, 2 Belichtung 
der Kathode 


bettungsmittel. Polarisationseffekte, insbesondere im Phosphorteilchen 
selbst, kOnnen aber auf Einzelheiten Einflu8 nehmen. 

Die bei Verwendung anderer Einbettungsmittel als Araldit erhaltenen 
Ergebnisse stimmen mit den oben beschriebenen qualitativ iiberein. 
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Fig. 5a u. b. EPL eines ZnCdS(Ag)-Phosphors bei periodischer Einwirkung elektrischer Rechteckimpulse 
(Impulsbreite = 10 ms, Impulsintervall = 20 ms). a Bei Belichtung der Anodenseite. b Bei Belichtung der 
Kathodenseite 


Wenn auch die Intensitaiten der einzelnen Effekte unterschiedlich sein 
kénnen, so bleiben doch die Zeiten bis zum Wechsel der Vorzeichen der 
Ein- und Ausschaltblitze und die Zeiten bis zum Einstellen eines statio- 
naren EPL-Bildes sowie ihre Abhangigkeit von der Wellenlange gleich. 
Das ist als ein weiterer Hinweis dafiir zu werten, daB die fiir die einzelnen 
Effekte verantwortlichen physikalischen Vorgange im Phosphor selbst 


| 
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zu suchen sind. Lediglich die GréBe des effektiv am Phosphor anliegen- 
den duBeren Feldes wird durch das Einbettungsmittel bestimmt. Bei| 
der Diskussion beschranken wir uns daher im wesentlichen auf die Zeit-: 
effekte. | 


Diskussion 


Die hier beschriebenen MeBergebnisse lassen sich durch die bei frithe-| 
ren Untersuchungen’! angenommenen Vorginge fiir Stimulation und. 
Quenching der Lumineszenz durch elektrische Felder deuten. In diesen | | 
wurden folgende sich zeitlich itiberlagernde und mit unterschiedlicher | 
Geschwindigkeit ablaufende Prozesse angenommen: 


4. Befreiung von Elektronen aus Haftstellen; 


2. Abwanderung von Elektronen an die Oberflache und Einfang in 
Oberflachenhaftstellen ; 


3. Verstarkte strahlungslose Rekombination dieser in Oberflachen- 
hafttermen eingefangenen Elektronen mit freien Defektelektronen. 


Diese Prozesse laufen parallel zu der durch die Strahlungsanregung 
bewirkten Erzeugung freier Elektronen und Defektelektronen. Letztere 
kann entweder direkt (bei Anregung im Grundgitter) oder indirekt (bei 
Anregung iiber Aktivatorterme, d.h. im langwelligen Auslaufer der 
Absorptionskante) erfolgen. 

Es sollen zunachst die Erscheinungen bei Anregung der Lumineszenz 
im Auslaufergebiet diskutiert werden. Dabei wird das gesamte Volumen 
eines Phosphorkorns angeregt. Beim Einschalten des elektrischen Feldes 
werden Elektronen aus Hafttermen in das Leitungsband gehoben, welche 
mit unbesetzten Aktivatortermen strahlend rekombinieren kénnen. Man 
erhalt einen positiven Lichtblitz. Unter der Wirkung des elektrischen 
Feldes werden aber auch Elektronen an die Oberflache gezogen und 
fallen in unbesetzte Oberflachenterme. Zum Teil rekombinieren diese 
mit freien Defektelektronen strahlungslos. Diese letzten beiden Vor- 
gange tiberlagern sich der Haftstellenentleerung im Volumen und be- 
wirken den Abfall der EPL bis unter die vor Einschalten des Feldes 
beobachtete Emission. 


Solange die an die Oberflache gezogenen Elektronen restlos in Ober- 
flachenhaftterme eingefangen werden, kehren bei Abschalten des Feldes 
keine Elektronen in das Volumen zuriick, zumindest nicht momentan. 
Andererseits wird nach Abschalten des Feldes ein Teil der durch das 
Feld entleerten Haftstellen wieder gefiillt. Dadurch wird die Zahl der 
Elektronen, welche strahlend rekombinieren kénnen, verringert; man 
erhalt einen negativen Lichtblitz. 


1 MarossI, F.: Phys. Rev. 94, 1151 (1954). — J. Electrochem. Soc. 103, 662 
1956). 
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LaBt man jedoch das Feld so lange eingeschaltet, bis sich an der 
Oberflache noch mehr Elektronen angesammelt haben als in Oberflachen- 
hafttermen aufgenommen werden kénnen, so werden diese bei Abschalten 
des Feldes momentan in das Volumen zuriickkehren. Solange deren Zahl 
noch relativ klein bleibt, werden diese Elektronen teilweise ebenfalls 
noch zum Wiederauffiillen der Volumenhaftterme beitragen. Bei noch 
langerer Einwirkung des Feldes werden schlieBlich so viel Elektronen 
bei Abschaltung zuriickflieBen, daB die Zahl der strahlenden Rekombi- 
nationen dieser Elektronen itberwiegt. Man erhalt dann einen positiven 
Lichtblitz bei der Abschaltung des Feldes. Zwischendurch, d.h. bei einer 
Impulsdauer, die etwas gréfer ist als die zur vélligen Auffiillung der 
Oberflachenhaftstellen nétige Zeit, wird gerade Kompensation zwischen 
zusatzlichen Lumineszenz-Rekombinationen und Einfangen in Volumen- 
haftstellen stattfinden, also gerade kein Abschaltblitz erscheinen. Damit 
werden die Beobachtungen an den Abschaltblitzen bei Auslauferanre- 
gung verstandlich. 

Nehmen wir eine Konzentration der Oberflachenterme von 10! pro 
cm? an, so scheint es plausibel, daB im unangeregten Zustand die Zahl 
der Leitungselektronen nicht ausreicht, um alle Oberflachenterme zu 
fiillen, und da8 die Zeit bis zur vollstandigen Fiillung der Oberflachen- 
terme abhangig ist vom Grad der Anregung. Sie kann betrachtlich 
groBer sein als die aus der Beweglichkeit der Elektronen abgeschatzte 
Zeit fiir den Aufbau einer Raumladung. 

Diese Abhangigkeit der Zeit bis zum Auffiillen der Oberflachenterme 
mit Elektronen von dem Grad der Anregung kommt in der Wellenlangen- 
abhangigkeit der obigen Experimente zum Ausdruck*. Mit kiirzer 
werdender Wellenlange nimmt die Absorption, d.h. die Anregung von 
Elektronen, in das Leitungsband zu. Man erhalt mit abnehmender Wel- 
lenlange den Ubergang von negativen zu positiven Lichtblitzen bei 
immer kiirzeren Impulsen. 

Solange die Anregung im Auslaufer stattfindet, wird man keinen 
wesentlichen Unterschied der kritischen Zeiten fiir die Falle ,,Anode 
belichtet‘‘ und ,, Kathode belichtet‘‘ erwarten. Tatsachlich ist ein kleiner 
Unterschied vorhanden (Fig. 4), der wahrscheinlich darauf zurtickzu- 
fiihren ist, daB bei belichteter Anode das wegen der wenn auch kleinen 
Absorption doch immer vorhandene Konzentrationsgefalle der Elek- 
tronen deren Bewegung zur Anode hemmt, im anderen Fall unterstiitzt. 

Wird die Absorption so groB, daB die Eindringtiefe der anregenden 
Strahlung kleiner als die KorngréBe ist, so mu8 unterschieden werden, 
ob die Anoden- oder die Kathodenseite belichtet wird. 

* Die Abhingigkeit der Auffiillzeit von der Anregungsdichte konnte auch bei 


konstanter Wellenlange durch Variation der Einstrahlungsintensitat nachgewiesen 
werden. Diese Untersuchungen sind noch nicht abgeschlossen. 
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Wird die Anodenseite belichtet, so ist auch die Zahl der Defekt-, 
elektronen an dieser Oberflache, welche gefiillte Oberflachenterme wieder | 
entleeren, gréBer, vorausgesetzt, daB die Lécherbeweglichkeit klein genug | 
ist, um zu verhindern, daB Locher durch das Feld zu schnell weggezogen | 
werden. Die beiden Prozesse, Fillung und Entleerung, treten in Kon- 
kurrenz; von einer bestimmten Eindringtiefe und Anregungsdichte ab) 
nimmt die Entleerung starker zu als die Fiillung; die Zeit bis zum Er- | 
reichen der vdlligen Fiillung nimmt wieder zu. Fiir die Einzelheiten | 
dieser Vorgange werden die Feldverhaltnisse in der Nahe der Oberflache | 
von Bedeutung sein. Das qualitative Verhalten wird aber dadurch nicht 
beeintrachtigt. 

Bei Belichtung der Kathode nimmt die Zahl der Defektelektronen 
an der Anode mit kleiner werdender Eindringtiefe ab. Die Zeit bis zur 
Fillung der Oberflachenterme wird weiter abnehmen. Parallel dazu 
werden Elektronen aus dem Anregungs- (Lumineszenz-) Gebiet beim Ein- 
schalten des Feldes herausgezogen. Beide Effekte bewirken schlieBlich, 
daB beim Einschalten des Feldes ein negativer Blitz auftritt. Beim Aus- 
schalten kénnen die Elektronen in das Lumineszenzgebiet zuriickkehren, 
was dann einen positiven Lichtblitz ergibt. 

Das Umklappen der Leuchtblitze bei periodischer Wiederholung der 
Feldimpulse kann auf Grund der obigen Diskussion nun wie folgt ge- 
deutet werden: Bei den ersten Impulsen beobachtet man je nach Wellen- 
lange und Polaritat zunachst den in den Fig. 2 und 3 jeweils rechts 
angegebenen Verlauf. Ebenso wie nach langerer Dauer eines konstanten 
Feldes ist auch jetzt nach einer entsprechend groBen Zahl von Impulsen 
die Bedingung volliger Fiillung der Oberflachenhaftstellen erreicht. Bei 
einer Impulsbreite halb so groB wie die Periodendauer wiirde man im 
Idealfall bis zum Umklappen eine doppelt so groBe Zeit erwarten wie 
bis zum Verschwinden der Ausschaltblitze bei einmaligen Impulsen. 
AuBerdem werden nach einiger Zeit keine gefiillten Volumenhaftstellen 
dem Feld zur Leerung verfiigbar sein, denn die zur Fiillung der Haft- 
terme mit Leitungselektronen benétigte Zeit ist groBer — namlich ver- 
gleichbar mit der Anklingzeit der Photolumineszenz — als die Zeit 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Impulsen. Dann wird erneute Feld- 
einschaltung nur eine Verringerung der Intensitat herbeifiihren k6nnen, 
darauffolgende Abschaltung dann einen positiven Lichtblitz analog zu 
den Abschaltblitzen bei langen Impulsdauern. 

Im Fall der Grundgitteranregung findet kein Umklappen statt, da 
die kritischen Zeiten bei der einen Polaritat zu groB, bei der anderen 
zu klein werden. Im letzten Fall (belichtete Kathode) ist von vorn- 
herein die Umklappung als vollzogen zu denken. Die positiven und 
negativen Lichtblitze erklaren sich, wie schon weiter oben diskutiert, 
durch das Ein- und Auswandern von Elektronen im Lumineszenzgebiet. 
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Wie schon weiter oben gelegentlich angedeutet wurde, miissen bei 
einer quantitativen Theorie der Ergebnisse auch die durch das duBere 
Feld erzeugten Polarisationsfelder beriicksichtigt werden, welche je 
nach Eindringtiefe des Lichtes und der damit verbundenen unterschied- 
lichen Leitfahigkeit fiir Elektronen und Defektelektronen in einzelnen 
Kornbereichen einen raéumlich verschiedenen Verlauf haben k6nnen. 
Diese dem auBeren Feld entgegengesetzten inneren Felder stéren jedoch 
nicht den qualitativen Verlauf der Beobachtungen. Hinweise auf den 
Einflu8 von Polarisationsfeldern gibt z.B. die schon erwahnte Differenz 
der kritischen Zeiten im Auslduferbereich. Auch die feineren Einzel- 
heiten, wie z. B. der Verlauf der Lumineszenz in den Intervallen zwischen 
Ein- und Ausschalten, kénnen als durch Polarisationsfelder kontrolliert 
angesehen werden. 

Mit einer detaillierten Theorie der Uberlagerung und des zeitlichen 
Verlaufs der hier betrachteten Effekte, namlich im wesentlichen der 
Fiillung der Oberflachenhaftstellen und des Aufbaus von Gegenfeldern, 
waren bei einer quantitativen Auswertung neben der Bestimmung der 
Anzahl und Auffiillzeit der Oberflachenhaftterme unter Umstanden Aus- 
sagen iiber die Lécherbeweglichkeit zu erwarten, die den Einflu8 des 
Gegenfeldes regelt. 

Die vorliegenden Ergebnisse bestatigen die in friiheren Arbeiten 
diskutierte Méglichkeit, die sog. Zwischenerholung beim Quenching der 
Lumineszenz durch die nach einiger Zeit erfolgte Fillung der Ober- 
flachenterme zu deuten. 


Wir danken der Firma W. Maier KG., Schwenningen, fiir die Uberlassung des 
Phosphors und Herrn Dr. WeEIDEL von Standard Elektrik Lorenz, Eflingen, fiir 
die leitenden Glasplatten. Die Reflexionsmessung hat dankenswerterweise Herr 
H. Mosse vom Institut fiir Elektrowerkstoffe durchgefihrt. 
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Der Spin des Grundzustandes von F” 


Von 


ERNST FREIBERG und VOLKER SOERGEL 


Mit 2 Figuren im Text 


(Eingegangen am 12. Januar 1961) 


The spin of the F2°-ground-state has been determined by means of a circular- 
polarisation correlation measurement on the f-y-cascade of F?°. The experimental 
result gives spin 2 for the ground-state of F?°. Within the statistical error of the 
experiment the f-decay of F?° has pure Gamow-Teller-interaction. 
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Fig. 1. Zerfallsschema von F2° 


1, Einleitung 


Der Spin des Grundzustandes von F?® ist bis- 
her noch nicht eindeutig bestimmt worden!. Da der 
f-Ubergang von F°zum ersten angeregten Zustand 
von Ne” erlaubt (log ft =4,99) und dessen Spin 2 
gut gesichert ist?, stehen fiir den fraglichen Spin 
nur die Werte1, 2 und 3 zur Auswahl. Die Messung 
der Zirkular-Polarisations-Korrelation zwischen 
den Elektronen des F?°-£-Zerfalls und den darauf 
folgenden 1,63 MeV-Quanten von Ne”® erméglicht 
eine Entscheidung zwischen diesen drei Werten. 
Wir beschreiben 1m folgenden eine solche Messung. 


2. Theoretische Anisotropiekoeffizienten 


Fiir den Anisotropiekoeffizienten A der Polarisationskorrelation 


W(O,t)=1+17-A- ; -cos O 


erhalt man nach ALDER, STECH und WINTHER? 


2/3 


F, (2, 2, 0, 2) - Ue 1) = FUG 1) + 2 


[Jy (Jp + 1)18 


Mit J;=2 ergibt dies fiir 


J=1. A =-9;500, 
2 HE O467) 
3 10505 4 


1 AJZENBERG-SELOVE, F., and T. Lauritzen: Nucl. Phys. 11, 1 (1959). 
2 SEED, J.: Phil. Mag. 44, 921 (1953). 
3 ALDER, K.:., B. StEcH and A. WINTHER: Phys. Rev. 107, 728 (1957). 
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Dabei ist auch fiir J; =2 ein reiner Gamow-Teller-Ubergang vorausge- 
setzt. Da bei dem vorliegenden f-Ubergang der Isotopenspin sich 
andert, sollte das Fermi-Matrixelement nach der Isotopenspinauswahl- 
regel verschwinden. Nach den bisher vorliegenden Messungen an 
J-J-Ubergangen*® ist nicht zu erwarten, da diese Auswahlregel bei F20 
stark verletzt wird und ein Interferenzterm die Eindeutigkeit des Resul- 
tats beeintrachtigt. 


3. Apparatur 


Die Apparatur ist in Fig. 2 skizziert. Zur Bestimmung der zirkularen 
Polarisation der y-Strahlen verwenden wir einen Transmissionsmagneten 


EA. 


AN rpc \\\\ 


= 


Plexiglos 
—- 


Plastik RCA 6870A 


: : H Hyperm Co 35 — 


f-lTefall Plexiglas 


fell 


7OCM 


Fig. 2. Versuchsanordnung 


mit einem 10 cm langen Absorber aus Hyperm-Co-35. Der magnetische 
FluB im Absorber betragt 2,3 -10* GauB. Um das Streufeld des Ma- 
gneten moglichst klein zu halten, ist sein Joch als geschlossener Topf aus- 
gebildet. 

Eine 10 mm starke Plexiglasplatte zwischen Quelle und Magnet soll 
die Riickstreuung von Elektronen am Eisen verhindern. 

Die y-Strahlen werden in einem Na J-Kristall von 5 cm Lange und 
5 cm Durchmesser, die Elektronen in einem plastischen Szintillator nach- 
gewiesen. Der plastische Szintillator ist direkt, der NaJ-Kristall mit 
einem 60 mm langen Lichtleiter auf den Photomultiplier (6810 A) mon- 
tiert. Beide Multiplier sind mit doppelter u-Metallabschirmung versehen. 
AuBerdem tragen sie eine direkt auf den Glaskolben gewickelte Spule, 
durch die ein Strom zur Kompensation des restlichen Streufeldes flieBt. 


4 Boerum, F., and A. H. Wapstra: Phys. Rev. 109, 456 (1958). 
5 Bioom, S. D., L. G. Mann and J. A. MIsKEL: Phys. Rev. Letters 5, 326 (1960). 
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Die Impulse der beiden Zahler werden einer Schnell-Langsam-+ 
Koinzidenzanordnung zugefiihrt, deren schnelle Koinzidenzstufe eine 
Auflésungszeit von 4-10%sec hat. Im langsamen Zweig werden dié 
Impulse nach ihrer Héhe diskriminiert. Zwei Gruppen von je drei 
Scalern zihlen die Koinzidenzen und die Einzelimpulse fiir die beiden 
Feldrichtungen. Die Verwendung von zwei unabhangigen Scalergruppen) 
erméglicht ein haufiges Umpolen; dadurch wird ein Einflu8 von lang- 
samen Anderungen der elektronischen Anordnung auf das Resultat 
verhindert. | 

4. Eichung der Apparatur mit Co® 

Die Anordnung wurde, wie iiblich, mit Co® geeicht, dessen theore- 
tischer Anisotropiekoeffizient, A = — 0,33, experimentell schon mehr- 
mals gut bestatigt worden ist®. Fiir die Messungen diente ein Praparat 
von 0,6 mC auf einer diinnen Kollodiumfolie (etwa 10 ug/cm?). 

Die Diskriminatorschwelle des y-Zahlers lag zwischen den beiden 
Photomaxima der 1,17 und 1,33 MeV-Strahlung, so daB nur die 1,33 MeV- 
Quanten registriert wurden. Das mittlere v/c der Elektronen betrug 0,64, 
die Raumwinkel der beiden Zahler ergaben einen mittleren cos 9 von 
— 0,93. 

Alle 20 sec wurde das Magnetfeld umgepolt. 


Da sich das Streufeld des Magneten nicht vollstandig kompensieren 
lieB, ergaben sich beim Umpolen kleine Verstarkungsaénderungen in den 
Multipliern, die sich in Unterschieden der Einzelzahlraten fiir die beiden 
Feldrichtungen auBerten. Der relative Unterschied betrug bei der y-Zahl- 
rate (2,50-+0,16) - 107%, bei der B-Zahlrate (0,59 +0,04) -107%. Eine 
Testmessung ergab, da sich der Koinzidenzwirkungsgrad beim Um- 
polen nicht andert. Zur Auswertung konnten deshalb die Koinzidenz- 
raten durch die 6- und y-Zahlraten dividiert und so ein EinfluB dieses 
Effektes auf das Resultat verhindert werden. 

Von den gemessenen Koinzidenzen war 14,4% zufallige und 13,8% 
y-y-Koinzidenzen abzuziehen. 

Mit den angegebenen Korrekturen ergab die Messung an Co® einen 
relativen Unterschied der Koinzidenzrate fiir die beiden Feldrichtungen 
“ee 2(N* — N-) 


tates carey mie OCs 


und damit eine Empfindlichkeit des Magneten bei 1,33 MeV von 


a = (8,5 +1,2) % 


P ist Polarisationsgrad der y-Strahlung der bei den angegebenen Werten 
von A L, ve und cos @ den Wert 0,209 hat. 


° STEFFEN, R. M.: Phys. Rev. 115, 980 (1959); dort weitere Literaturangaben. 
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5. Messung an F” 

F?° wurde durch BeschuB von CaF, mit 1,8 MeV-Deuteronen her- 
gestellt. Als Target diente eine Schicht von etwa 1 mg/cm? CaF,, auf- 
gedampft auf eine 1 » dicke Nickelfolie. Die Targetkammer bestand aus 
einem Plexiglasrohr mit 57 mm Durchmesser und 2 mm Wandstarke, in 
das der Deuteronenstrahl seitlich eintreten konnte. 

Um den Neutronenuntergrund zu unterdriicken, wurde der Deute- 
ronenstrahl in der Ionenquelle mit 50 Hz gepulst. Die Zahler arbeiteten 
nur in den Bestrahlungspausen, wobei der Zahlbeginn gegen das Bestrah- 
lungsende um 2 msec verzégert war. 

Die Umpolung des Magneten erfolgte bei dieser Messung nicht in 
konstanten Zeitabstanden, weil die Intensitat des Deuteronenstrahls und 
damit die Starke der F?°-Quelle zeitlich schwanken. Ein gutes MaB8 fiir 
die momentane Quellenstarke gibt der Targetstrom, wenn er durch ein 
R-C-Glied geglattet wird, das die gleiche ,, Halbwertszeit‘‘ wie F2° hat. 
Dieser Strom wurde integriert und jeweils nach einer bestimmten erreich- 
ten Ladung der Magnet umgepolt. Das geschah etwa alle 15 Sekunden. 

Der y-Zahler war so diskriminiert, daB nur die Impulse im Photo- 
maximum der 1,63 MeV-Strahlung registriert wurden. Bei dieser Schwelle 
leferte J*8, das durch Neutroneneinfang im Na J-Kristall entsteht, einen 
Untergrund von 68% der gesamten Zahlrate. 

Beim BeschuB mit dem Deuteronenstrahl schlagt sich stets etwas 
Kohlenstoff am Target nieder, der dann zu N* aktiviert wird. Die 
Diskriminationsschwelle des f-Zahlers lag deshalb bei etwa 1,3 MeV, um 
den N®-Untergrund abzuschneiden. Das entspricht einem mittleren v/c 
von 0,988. Der B-Zahler hatte bei dieser Messung einen kleineren Abstand 
von der Quelle als bei der Eichung mit Co®, der mittlere cos @ betrug 
hier — 0,92. 

Die fiir den J!#8-Untergrund korrigierte Einzelzahlrate des y-Zahlers 
hatte fiir die beiden Feldrichtungen einen relativen Unterschied von 
(2,7 +1,5) - 10-3, die des B-Zahlers einen solchen von (0,40 +0,01) : 107°. 
Von der gemessenen Koinzidenzzahlrate waren 9,0% zufallige Koinzi- 
denzen abzuziehen. 

Die Messung ergab einen Unterschied der auf die Einzelraten be- 
zogenen Koinzidenzrate fiir die beiden Feldrichtungen von 


Ex = — (1,33 + 0,61) %. 
Aus dem Vergleich mit der Co®-Messung folgt daraus fiir den Aniso- 
tropiekoeffizienten, unter Beriicksichtigung der verschiedenen Empfind- 
lichkeit e« des Magneten fiir die beiden y-Strahlungen, 
A=+ (0,15 £0,07). 
Der angegebene Fehler ist der aus der F?- und Co®-Messung sich er- 


gebende statistische Fehler. 
Z. Physik. Bd. 162 7b 
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6. Ergebnisse 


Der gemessene Anisotropiekoeffizient stimmt innerhalb der Fehler- 
grenzen mit dem Wert iiberein, der bei Spin 2 des Grundzustandes von 
F2° erwartet wird. Der theoretische Wert bei Spin 1 liegt auBerhalb des 
fiinffachen, bei Spin 3 auBerhalb des sechsfachen statistischen Fehlers. 
Der Grundzustand von F2° hat also mit groBer Wahrscheinlichkeit den 
Spin 2: 

Nach der Spin-Auswahlregel sind bei Spin 2 Fermi- und Gamow- 
Teller-Ubergang erlaubt (s. Fig. 1). Die angegebenen Fehlergrenzen 
geben nach ALDER, STECH und WINTHER® fiir das Verhaltnis der ent- 
sprechenden Matrixelemente die obere Grenze 


Also verschwindet innerhalb unserer MeBgenauigkeit M,, wie es die 
Auswahlregel fiir den Isotopenspin fordert. 


Wir danken Herrn Prof. B. StEecH fiir aufschluBreiche Diskussionen. Herrn 
H. RresEBERG danken wir fiir seine Hilfe bei den Messungen. 


Zeitschrift fiir Physik 162, 119—126 (1961) 


Aus dem Institut fiir Metallphysik am Max Planck-Institut 
fiir Metallforschung, Stuttgart 


Der Anisotropieeinflu8 
auf réntgenographische Gitterdehnungsmessungen 
an Nickel 
Von 
K. Kors und E. MACHERAUCH 
Mit 4 Figuren im Text 
(Eingegangen am 20. Dezember 1960) 


Eine genaue Ermittlung von Spannungen aus réntgenographischen Gitterdehnungs- 
messungen erfordert die Beriicksichtigung des Anisotropieeinflusses. In letzter 
Zeit entwickelte Methoden erméglichen dessen Ermittlung auch bei Vielkristall- 
proben relativ niederer Streckgrenze. Die methodischen Grundlagen werden 
skizziert, die an reinem Nickel durch Vermessung der (420)- und (313-Interferenz 
erhaltenen Ergebnisse mitgeteilt. Die MeBwerte werden mit theoretischen Ansatzen 
verglichen. Die fiir Rontgenmessungen giiltigen Werte der elastischen Konstanten 
sind 


¥ Sy = 6,20+0,2-107> und s, = —1,28+0,05- 107° mm2/kg 


bei Vermessung von (420)-Ebenen, 


2S, = 5,45+0,2:10°° und s, = —1,18+0,05- 10-5 mm?/kg 


bei Vermessung von (313)-Ebenen. 


Einleitung 


Bei der Aufgabe, Last- und Eigenspannungen vielkristalliner Metall- 
proben nach den Verfahren der réntgenographischen Spannungsmes- 
sung! 2 zu ermitteln, treten meist dadurch Unsicherheiten auf, daB die 
fiir die Réntgenmessungen giiltigen Werte der elastischen Konstanten 
nicht bekannt sind. Diese Konstanten, die auf Grund der Elastizitats- 
theorie den Zusammenhang zwischen r6éntgenographisch meBbaren 
Gitterdehnungsverteilungen und wirksamen Spannungen vermitteln, 
weichen mehr oder weniger stark von den fiir mechanische Messungen 
giiltigen Werten ab. Die Ursache dieser Erscheinung ist darin zu suchen, 
daB mit dem R6ntgenriickstrahlverfahren unabhangig von der MeB- 
richtung Gitterdehnungen in stets gleichen kristallographischen Rich- 
tungen bestimmt orientierter Einzelkristallite des Vielkristallverbandes 
gemessen werden. Im Gegensatz zu mechanischen Dehnungsmessungen, 


1 Grocker, R.: Materialpriifung mit Réntgenstrahlen, 4. Aufl. Berlin-Gottin- 


gen-Heidelberg 1958. 
2 MacHERAUCH, E.: Proc. III. Int. Conf. Nondestr. Test., Tokyo 1960. 
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bei denen iiber die Dehnungswerte einer Vielzahl statistisch regellos | 
orientierter Einzelkristallite ausgemittelt wird, besteht daher ein Aniso- | 
tropieeinfluB auf die Dehnungsmessungen mit Rontgenstrahlen. Dieser | 
wurde bisher bei reinem Nickel nicht naher untersucht. Vor allem hin- | 
sichtlich der Vergleichsméglichkeiten, die dieses Metall fiir die réntgeno- 
graphische und magnetische Eigenspannungsanalyse bietet, aber auch 
im Hinblick auf einige Diskrepanzen®-, die tiber die in plastisch zugver- 
formten Nickelproben auftretenden Gittereigendehnungsverteilungen 
vorliegen, erscheint die Klarung dieses Anisotropieeinflusses notwendig. 
Wir haben deshalb mit Cu-K«-Strahlung durch Messungen an (420)- 
und (313)-Netzebenen die bisher nicht bekannten réntgenographischen 
elastischen Konstanten von reinem Nickel bestimmt. Uber die durch- 
gefiihrten Messungen wird nachfolgend berichtet. 


Grundlagen 


Die genauesten experimentellen Verfahren zur Erfassung des Anisotro- 
pieeinflusses auf réntgenographische Gitterdehnungsmessungen wurden 
in den letzten Jahren von MACHERAUCH und Mitarbeitern ® 8 angegeben. 
Dabei werden bei eigenspannungsfreien Metallen hoher Streckgrenze wah- 
rend eines elastisch gefiihrten Zugversuches die Veranderungen der Gitter- 
dehnungsverteilung ¢,(o,) in einer Schnittebene des Dehnungsellipsoids, 
die durch Oberflachenlot und Belastungsrichtung gegeben ist, ermittelt. 
Man erhalt bei verschiedenen Belastungen linear von sin?y (w ist der 
Winkel zwischen Oberflachenlot und der DehnungsmeBrichtung) und 
der wirksamen auBeren Spannung o, = 0,,.., abhangige Gitterdehnungs- 
werte ¢,(o,,Sin?y), woraus sich auf Grund elastizitatstheoretischer 
Beziehungen ® 


Ce y+1 1 
oa bs nom 
Go, 0 sin? y Em 15 Sa, (1) 
Cen v 
r= O\) gees Soe = ) 
60, E Sy (2) 


ergibt. y ist die Querkontraktionszahl, E der Elastizitatsmodul. s, und 
yS2, die réntgenographischen elastischen Konstanten, sind die iiblicher- 
weise® benutzten Abkiirzungen fiir die in den Gln. (1) und (2) auftreten- 
den Kombinationen von Querkontraktionszahl und Elastizitaétsmodul. 


3 KAPPLER, E., u. L. Retmer: Naturwissenschaften 40, 523 (1953). 

* REIMER, L.: In W. K6steER, Beitrage zur Theorie des Ferromagnetismus und 
der Magnetisierungskurve. Berlin-Géttingen-Heidelberg: Springer 1956. 

5 Kors, K., u. E. MacHEraucu: Naturwissenschafen 46, 624 (1959). 

6 MACHERAUCH, E., u. P. MULLER: Arch. Ejisenhiittenwes. 29 2795S) 

? Mutter, P., u. E. MacnEraucu: Arch. Eisenhiittenwes. 31, 161, 259 (1960). 

8 LEIBER, C. O., u. E. MAcHERAUCH: Z. Metallkde. 51, 621 (1960). 

° Voret, W.: Lehrbuch der Kristallphysik. Leipzig u. Berlin: Teubner 1910. 
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Bei Metallen niederer Streckgrenze muB zur Erfassung des Anisotro- 
pieeinflusses auf die Gitterdehnungsmessungen ein groBerer MeBaufwand 
getrieben werden. Meist reicht der zur Verfiigung stehende elastische 
Verformungsbereich nicht zur genauen Ermittlung der s,- und ¥Sy-Werte 
aus. Eine Verfestigung der Versuchsprobe zur Erzielung héherer FlieB- 
spannungen ist unumganglich. ZweckmaBigerweise erfolgt diese durch 
plastische, einachsige Zugverformung, wonach sich in den Oberflachen- 
schichten von Vielkristallen kubisch flachenzentrierter Struktur, wie 
Untersuchungen von MACHERAUCH und Mitarbeitern * 104 gezeigt haben, 
ein meist zweiachsiger Eigenspannungszustand I. Art mit entsprechenden 
Gitterdehnungsverteilungen ausbildet. Erfahrungsgema8  superponie- 
ren”® sich diese Eigenspannungen den durch erneute Belastung hervor- 
gerufenen Spannungen linear, wobei der Gesamtspannungszustand zwei- 
achsig bleibt, und eine 6rtlich wirksame Querspannung o,= mo, auftritt. 
Messungen der Gitterdehnungsverteilungen in der durch Oberflachenlot 
und Belastungsrichtung aufgespannten Schnittebene des Dehnungs- 
ellipsoids (Langsebene, Index L) bei verschiedenen Belastungsstufen 
ergeben dann direkt: 


O72 ef, y+i 1 
- : = = So. 
do,: Osin?y E 2-3 (3) 


Entsprechende Messungen in der darauf senkrechten Schnittebene 
(Querebene, Index Q) liefern: 
A Oye 
do, dsin?y elisa veka (4) 
Die réntgenographische elastische Konstante s, erhalt man aus den 
Ordinatenabschnitten ¢€;, 9 =€g,»—9 der bei verschiedenen Belastungen 


ermittelten Gitterdehnungsverteilungen und aus dem aus den Gln. (3) 
und (4) bestimmbaren m-Wert zu 


oer 
s _ FEL, y=0 E do, 0 sin? y ; (5) 
. 00, Per i Ee PP eQ- 
00, sin? y 00, 0sin? yp 


Zur Erfassung des Anisotropieeinflusses auf Réntgenmessungen ist also 
die Ermittlung der Gitterdehnungsverteilungen in zwei Schnittebenen 
des Dehnungsellipsoids bei mehreren Spannungen o, erforderlich. 


10 MACHERAUCH, E., u. P. MULLER: Naturwissenschaften 44, 389 (1957). 
11 MACHERAUCH, E., u. P. MULLER: Z. Metallkde. 49, 324 (1958). 

12 | e1BER, C. O., u. E. MAcHERAUCH: Naturwissenschaften 45, 53 (1958). 
13 MACHERAUCH, E., u. P. MULieErR: Z. Metallkde. 51, 514 (1960). 

14 Leper, C. O., u. E. MacuEeraucnu: Z. Metallkde. 52, H. 3 (1961). 
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Versuchsdurchfiihrung und Ergebnisse 

Fiir die Messungen stand Nickel vom Reinheitsgrad 99,8% zur Ver- 
fiigung, das Verunreinigungen von Fe, Co” Mn, «S, SiC," Mgrund'Cr | 
enthielt. Die Versuchsproben hatten die in Fig. 1 skizzierte Form. Ihre 
Oberflaiche wurde in einem Bad aus 4 Teilen H,SO, und 2,7 Teilen | 
H,O bei 50 bis 60° C elektrolytisch poliert. Die Probestabe waren nach — 
einer anschlieBenden 2stiindigen Hochvakuumglithung und nachfolgen- | 
der 12stiindiger Ofenabkiihlung eigenspannungsfrei und besaBen eine 
Streckgrenze von etwa 9 kg/mm?. Da réntgenographisch nachweisbare 
Veriinderungen in den Gitterdehnungsverteilungen bei Nickel Span- 
nungsdnderungen von etwa 2 kg/mm? erfordern, muBten die Versuchs- 
proben verfestigt werden. Dies erfolgte unter Beachtung streng ein- 
achsiger Belastung in einer selbstgebauten, mit Gewichtsbelastung 


Fig. 1. Form und Abmessungen der Zugproben (MaBstab 1:1) 


arbeitenden Zugmaschine. Die einzelnen Proben wurden verschieden 
hoch verfestigt (maximal bis zu einer FlieBspannung von 30 kg/mm2). 
Fiir die Konstantenbestimmung an den verfestigten Zugstaben wurde 
die Hookesche Gerade in mehreren aequidistanten Schritten durchlaufen, 
jedoch héchstens bis zu einem Spannungswert, der um etwa 5 kg/mm? 
unter der erreichten FlieBspannung lag. Bei jeder Belastung, einschlieB- 
lich der Belastung Null nach Gliihbehandlung und Verfestigung, wurden 
die Gitterdehnungsverteilungen in Stablangs- und Stabquerebene mit 
Cu-Ka-Strahlung bestimmt. Es ist mdglich, mit einer Réntgenriick- 
strahlaufnahme gleichzeitig die (420)- und (313)-Interferenz des Nickel- 
gitters zu erfassen. Zur einfacheren Messung der Gitterdehnungen in 
verschiedenen Richtungeny der Dehnungsellipsoidschnitte und zur 
sicheren Erfassung des jeweiligen Abstandes zwischen Probenoberflache 
und Registrierfilm wurde neben den beiden Nickelinterferenzen noch 
die (515/711)-Interferenz von auf die Probenoberflache aufgebrachtem 
Germaniumpulver mitregistriert. Die (515/711)-K «)-Germaniuminter- 
ferenz liegt zwar nahe der (420)-K «,-Interferenz des Nickels, bleibt aber 
selbst bei den héchsten Spannungswerten deutlich von dieser getrennt. 

Als Réntgenstrahlungsquelle diente eine Siemensréhre, die in einer 
an anderer Stelle® ausfiihrlich beschriebenen Riickstrahltranslations- 
vorrichtung betrieben wurde. Bei den Messungen wurden die Einstrahl- 
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richtungen in den beiden MeBebenen so gewahlt, daB die aus der Lage 
der Nickelinterferenzen auf beiden Filmhalften entnehmbaren Gitter- 
dehnungswerte im sin?y-MaBstab méglichst aequidistant lagen. Wegen 
der gleichzeitigen Erfassung zweier Interferenzen war dies nur naherungs- 
weise méglich. 

e12) 198 


70 


a 


G6 sin’y O6 sin’y 


G2 OF 


-70 


Q4¥ Ob sin°y 06 sin’y 


7 
637), 


70° 


O4¥ 6 sin’y 6 sin’y 


Fig.2a—c. Gitterdehnungen einer Nickelprobe. a) Gitterdehnungsverlauf nach Gliihbehandlung (Null- 
zustand). Die Probe ist frei von makroskopischen Eigenspannungen. b) Gittereigendehnungsverteilung nach 
Verfestigung auf 24 kg/mm? und Entlastung. Die Probenoberflache steht unter Druckeigenspannung. 
c) Gitterdehnungsverlauf einer auf 30 kg/mm? verfestigten, entlasteten und anschlieBend unter einer Zuglast 
von ++ 18 kg/mm? stehenden Nickelprobe 

Beispiele fiir gemessene Gitterdehnungsverteilungen in der Stab- 
langsebene einer geglithten, einer auf 24 kg/mm? verfestigten und ent- 
lasteten, sowie einer auf 30 kg/mm? verfestigten, entlasteten und danach 
unter einer Zugspannung von 18 kg/mm? stehenden Nickelprobe sind 
in Fig. 2 angegeben. Im ersten Falle erfiillen die Gitterdehnungsver- 


teilungen fiir die vermessenen (420)- und (313)-Ebenen die Bedingungen 
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74 


ee — =O und ¢, =0, was Ausdruck makroskopischer Eigenspannungs- 
sin*y : 
freiheit ist. Die nach einer Verfestigung auf 24 kg/mm? auftretenden 
Gitterdehnungsverteilungen zeigen einen negativen Anstieg und sind 


durch Druckeigenspannungen bedingt, die sich nach Zugverformung in 


bet ae? 
“Osin?y 720\- dsin*y 
770 
700 
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60 
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Fig. 3. pl oe und nee als Funktion der angelegten Lastspannung omech. Aus den Steigungen sind 


ésin® p ésin® yp 
die Werte der elastischen Konstanten $s, und von m fiir die (420)- und (313)-Interferenzen zu entnehmen 


den Oberflachenschichten der Nickelproben ausbilden. Bei Wiederbe- 
lastung derartig verfestigter Proben nimmt der Anstieg der Gitter- 
dehnungsverteilung systematisch ab, durchlauft den Wert Null und 


(20), a gy 10" 


Ey=0 


2 4 6 8°10~72_14 1% 7 20 22 5 
Omecn{kglmmt - 70 


ae 24 
se = (7 +m)s, 
Omech 


4 3 2 
Fig. 4. erie und ian als Funktion der angelegten Lastspannung omech. Die Steigungen durch (1+) 


Gividiert ergeben die Werte der elastischen Konstanten s, fiir die (420)- und (313)-Interferenzen 


erreicht bei gentigend hohen auBeren Spannungen positive Werte. Das 
dritte Paar von Gitterdehnungsverteilungen in Fig. 2 wurde bei einer 
angelegten Zugspannung von + 18 kg/mm? aufgenommen. 

Aus mehreren solchen MeBserien bei verschiedenen Spannungen o, 


lassen sich die —“®2 5 480_ 


dsinty ’ dsin®y 


- und ¢,_9-Werte als Funktion von 
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6, in Stablangs- und Stabquerebene ermitteln. Ein Beispiel fiir Mes- 
sungen an (420)- und (313)-Netzebenen zeigen die Fig. 3 und 4. Daraus 
entnimmt man nach den Gln. (3) bis (5) die Werte x59, mund s,. Ent- 
sprechende Messungen wurden an mehreren Probestaben durchgefiihrt. 
Sie lieferten fiir die beiden Interferenzen die in Tabelle 4 angegebenen 
Werte. 


Tabelle 1. Experimentell bestimmte réntgenographische elastische Konstanten fiir 
(420)- und (313)-Ebenen von Nickel 
a 


(420)-Interferenz (313)-Interferenz 


Messung 2 E 
mm 1 _ mm2 _ mm2 1 2 
S;° 105 S_* 108 $s, 10° ——— ae ese 
kg 2 kg kg 2 < 


Mittelwert | —1,28+ 0,05 


Diskussion 


Hier soll nur der Vergleich der experimentell gefundenen réntgeno- 
graphischen elastischen Konstanten mit den bestehenden theoretischen 
Ansatzen zur Erfassung des Anisotropieeinflusses auf Réntgenmessungen 
durchgefiihrt werden. Da bisher eine befriedigende theoretische Lésung 
zur Erfassung des Anisotropieeinflusses auf réntgenographische Gitter- 
dehnungsmessungen fehlt, geht man tiblicherweise von den Naherungs- 
annahmen aus, die von VorctT® und Reuss zur Berechnung der 
elastischen Konstanten des Vielkristalls aus Einkristallkonstanten (s;, 
bzw. c;,) angegeben wurden. VorctT nimmt fiir alle Kristallite im Viel- 
kristall gleiche Deformation an, was unabhangig von Kristallorientierung 
und MeBrichtung auf gleiche Werte fiir die elastischen Konstanten bei 
samtlichen Réntgenmessungen fiihrt. Man erhalt: 


2 (sh + S13 Syg — 2572) — Sir Sag + 3 512 See 
2544 + 6(S11 — S12) (6) 
1 — 5 (S44 = S42) Saa 


Ss = Fi 
ame 2544 + 6 (541 — S12) 


Sa 


Diese Werte stimmen mit der Erfahrung nicht iiberein. 

Reuss dagegen geht fiir alle Kristallite im Vielkristall von der An- 
nahme gleicher Verspannung aus. Nach GLOCKER™ bzw. MOLLER und 
Martin?’ fiihrt diese Grenzannahme bei réntgenographischer Vermessung 


15 Reuss, A.: Z. angew. Math. Mech. 9, 49 (1929). 
16 GrocKER, R.: Z. techn. Phys. 19, 289 (1938). 
17 MOLLER, H., u. G. Martin: Mitt. KWI Eisenforsch. 21, 261 (1939). 


426 K. Ko rp u. E.Macneraucn:AnisotropieeinfluB auf Gitterdehnungsmessungen 


von Netzebenen (Hk/) auf die elastischen Konstanten 


h2 kh? + 212 + 12h? en! . 
= SiS (2+ EPP *{Syz — Syo a ae 
und (7) 
1 h2k2 + R212 + [272 


1 
seh ams S12 (su — S12— 5 Saa) 


(h? + R2 + 12)2 
die zwar von (hkl) abhangig sind, aber ebenfalls keine Ubereinstimmung 
mit den experimentellen Werten zeigen. In vielen Fallen bekommt man 
verhaltnismaBig gute Annaherung an das Experiment, wenn man die 
nach den Gln. (6) und (7) berechneten Konstanten s, und 3s) nach 
NEERFELD?® arithmetisch mittelt. 


Tabelle 2. Vergleich dey nach den verschiedenen Ndherungsannahmen berechneten 
vontgenogvaphischen elastischen Konstanten fiiy Nickel mit den experimentellen 


Elastische Konstanten 


nach W.VoicT® | nach A. Reuss’ | Mittel'®] Experimentell 


Interferenz (420) 


Interferenz (313) 


5,42 5,20 Seon 5,45 


In Tabelle 2 sind die nach den Gln. (6) und (7) berechneten Werte 
der réntgenographischen elastischen Konstanten s, und $s, zusammen 
mit dem Neerfeldschen Mittelwert den experimentellen Werten gegen- 
libergestellt. Der Berechnung liegen die Messungen der Nickeleinkristall- 
konstanten von DE KLERT und MusGRAVE!® zugrunde. Ein Vergleich 
der nach den verschiedenen Ansatzen berechneten Werte mit den Me8- 
werten zeigt, daB bei Nickel das arithmetische Mittel aus der Voigtschen 
und der modifizierten ReuSschen Rechnung gut die experimentellen 
Messungen annahert. Es ist aber nicht zu verkennen, da hier auf Grund 


der experimentellen Ergebnisse der Voigtschen Annahme ein gréBeres 
Gewicht zukommt. 


Herrn Prof. Dr. phil. Dr. med. h.c. R. Glocker danken wir fiir die Férderung 
dieser Untersuchungen. 


Die Deutsche Forschungsgesellschaft unterstiitzte diese Untersuchungen durch 
die Bereitstellung von Sachmitteln. 


18 NEERFELD, H.: Mitt. KWI Eisenforsch. 24, 61 (1942). 
19 KieErT, J. DE, and M. I. P. MuscraveE: Proc. Phys. Soc. (Lond.) B 68, 81 (1955). 
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Aus dem Physikalisch-Technischen Institut der Deutschen Akademie der 
Wissenschaften zu Berlin, Bereich elektronische Halbleiter 


Dielektrische Relaxationserscheinungen an Selen 
Von 
W. Lupwic und F. Ecxart 


Mit 12 Figuren im Text 
(Eingegangen am 22. Dezember 1960) 
Messungen der Frequenz- und Temperatur-Abhangigkeit der dielektrischen Ver- 
luste an verschieden mit Brom dotierten, polykristallinem Selen zeigen ein fiir 
eine anomale Dispersion typisches Verhalten, das unter der Annahme von Platz- 


wechselvorgangen zwischen sowohl energetisch gleich tiefen als auch energetisch 
verschieden tief liegenden Potentialmulden diskutiert wird. 


1, Einleitung 

Das Leitfahigkeitsverhalten von hexagonalem Selen ist trotz zahl- 
reicher Untersuchungen keineswegs als geklart anzusehen. Dies hat eine 
wesentliche Ursache darin, da8 die physikalischen Eigenschaften in noch 
recht untibersichtlicher Weise vom Reinheitsgrad, von der Dotierung 
und insbesondere von der thermischen Vorbehandlung abhangen. 

Bei Untersuchungen am hexagonalen Selen geht man vorwiegend von 
amorphem, also von aus der Schmelze rasch abgekiihltem Selen aus. 
Die Umwandlung erfolgt dann bei ,,geeignet*’ durchgefiihrter Warme- 
behandlung. Selen besitzt durch seine besondere Struktur bereits einen 
hohen Fehlordnungsgrad, der sich mit der Vorbehandlung andert. Die 
leitungsmaBige Benachteiligung des amorphen Selens gegeniiber dem 
rekristallisierten Zustand diirfte dabei weniger auf einer Anderung der 
Bandbreite der verbotenen Zone als vielmehr darauf beruhen, daB im 
hexagonalen Selen, durch den Umwandlungsmechanismus bedingt und 
durch auBere Bedingungen wie Dotierung, Warmebehandlung und andere 
begiinstigt, Strukturdefekte auftreten. Der Abbau dieser Struktur- 
defekte ist vermutlich recht schwierig, da er nur durch nahezu atom- 
weisen Abbau, beispielsweise der falsch liegenden Ketten bzw. Ketten- 
teile, mdglich ist. Dazu kommt, daB die Anisotropie der thermischen 
Ausdehnung zu starken inneren thermischen Spannungen fiihrt. Man 
findet vielfach auch die Ansicht vertreten, daB die kristalline Modifika- 
tion aus zwei Phasen besteht, die sich in ihren Leitfahigkeiten wesentlich 
unterscheiden'2. Messungen der Hochfrequenz-Leitfahigkeit bestatigen 
diese Vorstellungen offenbar nicht*. Bei hinreichend hohen Frequenzen 

1 Kress, H.: Z. Physik 126, 769 (1949). 


2 RicHteER, H., W. KucKeE u. H. Specut: Z. Naturforsch. 7a, 511 (1952). 
3 JAUMANN, J., u. E. NECKENBURGER: Z. Physik 151, 72 (1958). 
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miiBte dann die Hochfrequenz-Leitfahigkeit frequenzunabhangig gleich 
der Gleichstromleitfahigkeit der gut leitenden Kristallite werden. Mes- 
sungen bis zu 10! Hz zeigen jedoch kein derartiges Verhalten. 

NijLANpD‘ deutet ahnliche Untersuchungen im Sinne eines Zwei- 
schichtkondensators nach MAXWELL-WAGNER. Diese Vorstellungen) 
werden von GoBRECHT und HAmiscH® insofern modifiziert, als sie eine: 
Schichtung von Strukturelementen mit verschiedenen Leitfahigkeiten) 
annehmen, wobei die ,,amorphe“ Schicht durch ein Leitfahigkeitsspek- 
trum gekennzeichnet ist. FREYMANN u. Mitarb.*® haben dielektrische 
Verluste im Frequenzbereich von 100 Hz und 400 kHz gemessen, deren’ 
Maxima sich nach einem Exponentialgesetz mit der Temperatur nach 
hdheren Frequenzen verschieben. Sie schlieBen daraus, daB auch im 
Selen ein Dispersionsmechanismus vorliegen muB, wie er fiir typische | 
Dielektrika zutrifft ; iiber den Mechanismus selbst werden indessen keine 
Aussagen gemacht. 

Wir erhofften uns einen Beitrag zu all diesen Fragen aus Messungen 
der Frequenz- und Temperaturabhangigkeit der dielektrischen Ver- 
luste, die im Frequenzbereich von 0,5 bis 1000 kHz und im Temperatur- 
bereich von +40 bis —160° C durchgefiihrt werden sollten. Da, wie 
bekannt, das Leitfahigkeitsverhalten wesentlich von der Dotierung, 
insbesondere der Dotierung mit Halogenen abhangt, so sollten die di- 
elektrischen Untersuchungen an hochgereinigtem und verschieden mit 
Brom dotiertem Selen durchgefiihrt werden. 


2. Phanomenologische Ubersicht des dielektrischen Verhaltens 


Rein phanomenologisch erhalt man unter der Annahme, daB die 
durch ein auBeres elektrisches Feld bedingte Polarisation nach Abschal- 
ten des Feldes proportional exp {— ¢/t)} nach MaBgabe einer charakteri- 
stischen Relaxationszeit ty mit der Zeit ¢ abnimmt, fiir die Frequenz- 
abhangigkeit der komplexen DK €(@) eine sog. Debye-Dispersion: 


| B(0) =e’) — ie”) (1) 
mit feed eS 
€ () = Eg + jee (@ T%)2 (2) 
” =— ( ape oo) 
20) Sas ae ey (3) 


4 NIJLAND, L. M.: Phil. Res. Rep. 9, 259 (1954). 

> Goprecnt, H., u. H. Hamiscu: Z. Physik 136, 234 (1953). 

6 FREYMANN, M. R., M. Y. Batcou, M. L. BrancHarpb, M. H. CORNETEAU, 
M. FREYMANN, M. B. HaGENE, M. HaGEne, M. LEpacE, M. J. MEINNEL et M. R. 
ROuMER: J. Phys. Radium 17, 806—812 (1956). 

? FREYMANN, M. R.: Physica, Haag 20, 1115—1117 (1954). 

8 MEINNEL, J.: J. Phys. Radium 15, 124 (1954). 

9 MEINNEL, Y., J. MEINNEL and Y. Batcou: J. Phys. Radium 17, 78 (1956). 
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é'(w) beschreibt den sich in Phase mit dem Feld befindlichen Anteil 
der Polarisation, 


e'(w) dagegen den um 2/2 pee gonen Anteil. 
Ego Ist die DK e'(w) fiir o> — — 


T) ist eine Relaxationszeit, aie die Geschwindigkeit des Auf- bzw. 
Abbaues einer Polarisation charakterisiert. 


€, ist e’(w) fiir m0, d.h. die statische DK; e’’(m) hat bei w)= — 
der sog. Dispersionsfrequenz, ein Maximum. ce 


Dort gilt 3(€,— &.) =8&'"(@9). Bei w<ay, ist e’(w) ~ €,= const; bei 
@>w, folgt e’(w)~e .=const. Zwischen diesen beiden konstanten 
Werten fallt e’(w) in der Umgebung der Dispersionsfrequenz von «, 
auf e,, ab. 

Die Dispersionsfrequenz lat sich aus dem Maximum von e’’(w) be- 
stimmen. Die Relaxationszeit t, hangt allgemein von der Temperatur T 
ab. Es verschieben sich dadurch die Dispersionsmaxima der dielektri- 
schen Verluste mit der Temperatur. Durch Messung der Frequenz- 
dispersion von e¢’’(m) bei verschiedenen diskreten Temperaturen lat 
sich t)(Z) bestimmen. Dagegen erméglicht eine Messung der 7-Abhan- 
gigkeit von e’ und ¢” bei diskreten Frequenzen keinen unmittelbaren 
Vergleich mit den Debye-Gleichungen, da diese nicht explizit von T 
abhangen. Wenn das Dielektrikum noch zusatzlich eine frequenzunab- 
hangige Leitfahigkeit o, besitzt, kommt zu eé’’(w) neben dem eigent- 
lichen Debye-Term noch additiv oy/eg@ hinzu (o) in Q4 cmt mit e9= 
6,059°10 * pF - cm). 

Man kann e’’(w) formal eine frequenzabhangige Leitfahigkeit ¢(w) = 
@ + &€ - (wm) zuordnen. Der Ausdruck fiir die dielektrischen Verluste 
wiirde dann lauten: 


” Jee (és = fo0) 9 
ANS 1+ (@ mH)? Cas EO” a 


In diesem Falle divergieren die Verluste wie 1/@ mit abnehmender Fre- 
quenz w. Je gréBer oy gegeniiber é 9 - (€,— €)/T), d.h. gegentiber der 
Hochfrequenz-Leitfahigkeit des Debye-Anteils bei w) wird, um so schwa- 
cher heben sich aus dem 1/w-Verlauf von «’’(w) die Debyeschen Dis- 
persionsmaxima ab. 


3. Experimentelle Durchftthrung 
a) Reinigung des Selens und Broms sowie Herstellung der MeBproben 


Das aus Mansfeld bezogene Reinstselen wurde zusatzlich nach einem 
Verfahren gereinigt, das durch folgende Stufen charakterisiert ist: 
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4. Herstellung von SeO,, 

2. Mehrfach-Sublimation des SeO,, 
3. Reduktion des SeO, zu Selen, 

4. Vakuum-Destillation. 


Die verwendeten Quarz- und Glasapparaturen werden mit mdglichst halogen 
freien Chemikalien gereinigt. 

Zur Gewinnung von SeO, wird Selen in Breithalsrundkolben mit HNO, in) 
Siedehitze gelést. Die Shipstenats ist mit 10%iger Silbernitratlésung versetzt, , 
um Halogenspuren zu binden. Die gefallten Verunreinigungen werden durch 
Filtration abgetrennt. Die iiberschiissige HNO, wird mit Infrarotstrahler ausge- 
dampft. Der Riickstand wird in tridestilliertem Wasser aufgenommen und ge- 
trocknet. Dieser ProzeB wird mehrfach wiederholt. | 

Die Sublimation des SeO, erfolgt aus Quarzschiffchen im Quarzsublimations- 
rohr. Die Sublimation selbst erfolgt in mindestens 5 Stufen bei einer Temperatur 


Fig. 1. Ungefiillte MeBzelle 


von 350° C bei Versuchsbeginn und von Stufe zu Stufe steigend auf etwa 400° C 
am Ende*. Als Tragergas dient gereinigter Sauerstoff. 

Nach der Mehrfach-Sublimation wird SeO, in tridestilliertem H,O gelést und 
langsam mit Hydrazinhydrat versetzt. Der Kolben selbst wird mit Eiswasser 
gekihlt. Der sehr voluminése Niederschlag wird mehrfach in tridestilliertem Wasser 
gewaschen und mit siedendem Wasser versetzt. Das dadurch entstandene graue 
hexagonale Selen wird im gereinigten Stickstoffstrom eingeschmolzen und zum 
Perlselen verarbeitet. Dazu dient eine Vollglas-Apparatur, in der das Selen unter 
gereinigtem Stickstoff geschmolzen und, ohne mit Luft in Bertthrung zu kommen, 
in gereinigtes Methanol eingetropft wird. 

Spektralanalytisch werden im so gereinigten Selen gerade noch nachweisbare 
Spuren von Ca und Na gefunden**. Uber den Halogengehalt kénnen leider noch 
keine Angaben gemacht werden, obgleich wir unser ganzes Bemiihen darauf ver- 
wandt haben, mdglichst halogenfreies Selen zu gewinnen. 

Das zur Dotierung verwendete Brom wurde aus Kaliumbromid und Kalium- 
bromat mit Schwefelsaure gewonnen!. Spektralanalytisch konnte in eben nach- 
weisbaren Spuren nur noch Si festgestellt werden**. 

Zur Brom-Dotierung des Selens wurde eine spezielle Hartglas-Dreihalsapparatur 
verwendet. Das Selen wird unter Luftabschlu8 im gereinigten Stickstoffstrom 
geschmolzen und Brom aus einem MeBglas dazugegeben und gut verriihrt. 


* Die Sublimation wird mit Dunkelstrahlern im abgedunkelten Raum durch- 
gefiihrt. 

** Aufnahmen mit Q24; Anregungsbedingungen fiir Funkenanregung: (L = 
0,8mH; C=7500pF; U=12kV) Belichtungszeit 3x 20 sec, Agfa extrahart 
spezial. 

10 EBERT, G., u. K. PAtz: Mber. dtsch. Akad. Wiss. 2, 505—506 (1960). 
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Dieses so vorbereitete, dotierte bzw. undotierte Selen wird schlieBlich im 
Vakuum bei etwa 10~° Torr geschmolzen und in das vorher ausgeheizte MeBgefaB 
(Fig. 1) langsam iiberdestilliert. Das MeBgefaB besteht aus Weichglas, die zylindri- 
schen Elektroden aus hochgereinigtem Platin; die PlatinanschluBdrahte sind einer- 
seits an die beiden Platinzylinder angepunktet, andererseits in Glasdurchfiithrungen 
eingeschmolzen. Das doppelwandige GlasgefaB ist so ausgebildet, daB in die Mitte 
des MeBréhrchens ein Thermoelement eingefiihrt werden kann. 


b) MeBanordnung 


Die zu den Messungen benutzten Briickenanordnungen sind in Fig. 2 
im Prinzip wiedergegeben, in Fig. 2a die MeBanordnung fiir kleine 


Fig. 2. a Briickenanordnung fiir kleine Verluste. b Briickenanordnung fiir groBe Verluste 


(tg6 <10-) und in Fig. 2b jene fiir groBe Verlustwinkel (tgd > 10~?). Mit 
den in Fig. 2 eingetragenen Symbolen ergeben sich aus dem Real- und 
Imaginarteil der komplexen Abgleichbedingungen zur Bestimmung von 
C,(@) und tg 6,(@): 

a) fiir tg 6,<107?: 


1 + w? R?C,C, 
1+ w? R? Cz 


(60) 
GREG C, fir 
4 
ROENG Ca) “Up Use aR (6) 
1+ w? R?C;C, ’ . = ; 


tg 6, — te dy) =(1+ = 


x 


wobei tg 6, die Verluste der Prazisionskondensatoren mit tg dy)< 10° sind. 


Halt man C, fest, und gibt sich eine Kapazitat des Prazisionskondensators im 
Zweig 1 mit C,, vor, so gibt es theoretisch eindeutig ein C,, und C,,, derart, daB 
die Briicke abgestimmt ist. Analog werden einem anderen Wert C,, andere Werte 
Cy, und C,, zugeordnet. Aus den Werten fiir zwei aufeinanderfolgende Abgleich- 
vorgange ,,a“‘ und ,,b“ erhalt man dann fiir den Fall sehr kleiner RC-Glieder in den 
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Briickenzweigen 3 und 4, was aber bei kleinen Verlusten realisiert werden kann 


Cy(@) = Coqg— Cra (7 
i wR-AC 
C;* [te 6;— tel = Fe Cs (8 
2 
mit AG, =!Opy 10g p cd Cpe F (9 


Die in den Zweigen 3 und 4 auftretenden Zusatzkapazitaten werden durch da: 
Glied AC, eliminiert. Ein prinzipieller Nachteil der Substitutionsmessung liegt 
darin, da sie praktisch die doppelte Zeit in Anspruch nimmt. 


Fig. 3. Schema der MeBanordnung. J Generator, 2 Wechselstrommef8brticke, 3 MeBkondensator, 4 MeB- 
ubertrager, 5 MeBverstarker, 6 HochpaB, 7 TiefpaB, § Oszillograph, 9 Rohrenvoltmeter, 10 Wheatstone- 
Briicke, 17 Spannungsteiler, 72 Galvanometer, 13 Bleiakkumulator 


by fir tg 6,403: 


(eS = Ca~—Ca5 (10) 
G 1 
— a 7 
a Ee Op, -@dtCe ay 


Die zu Cs und Cy, parallel liegenden Zusatzkapazitaéten sind getrennt 
bestimmt worden". 

Die gesamte MeBanordnung zeigt schematisch Fig.3. Der Genera- 
tor (Z) ist im Frequenzbereich von 500 Hz bis 25 kHz ein RC-Generator, 
im Bereich bis 1 MHz ein tiblicher Hochfrequenzgenerator. Die Spannung 
am Briickenzweig wird tiber einen MeBiibertrager (4) und zwei hinter- 
einandergeschaltete MeBverstarker (5) verstarkt und tiber einen Hoch- (6) 
und Tiefpaf (7) mit einem Oszillographen als Nullindikator gemessen. 
Bei 100 kHz kénnen noch C-Werte von 0,05 - 10-12 F eindeutig gemessen 
werden. Der Frequenzgang bis 1 MHz ist kleiner als 1%. Die MeB- 
spannung betrug jeweils 0,1 V. 


Die Dispersionsuntersuchungen wurden im allgemeinen unterhalb 
Zimmertemperatur durchgefiihrt. Das MeBgefaB wurde sorgfaltig ab- 
geschirmt und als AbschirmgefaB8 mit einer geniigend groBen Warme- 


4 Lupwic, W.: Diss. Humboldt-Univ. Berlin 1960. 
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kapazitaét ausgefiihrt. Diese Warmekapazitét konnte durch einen zu- 
satzlichen Metallzylinder verandert werden. Im Abschirmgefa8 wurde 
ein Vakuum von etwa 0,1 Torr dauernd aufrecht erhalten. Dies ver- 
hindert, daB die Abschirmleitungen vereisen und so die MeBergebnisse 
verfalschen. Die tiefen Temperaturen wurden erreicht, indem die Ab- 
schirmung mit dem zusatzlichen Metallzylinder in fliissige Luft ein- 
taucht. Héhere Temperaturen als fliissige Luft wurden durch zusatz- 
liches Auftropfen von fliissiger Luft in definierten Zeitabstainden auf 
den Metallkérper auf eine Genauigkeit von +-1° C erreicht. 


4. MeBergebnisse 
a) Frequenzdispersion der komplexen DK 
MiBt man Cye’(w) und tg 6(m) an einer Selenprobe, die, zundchst 


amorph, sukzessive getempert wird, so erhalt man das in Fig. 4 und 5 
dargestellte Verhalten. Der Kristallisationsgrad kann dabei durch den 


Frequenz 


Fig. 4. Frequenzdispersion von C,e’(w) bei Zimmertemperatur fiir verschiedene Kristallisationsgrade 


Gleichstromwiderstand R, charakterisiert werden. Die beobachtete 
Frequenzdispersion der komplexen DK ist somit im gemessenen Fre- 
yuenzbereich an die kristalline Struktur gebunden, da bei hohen R,- 
Werten, also bei geringem Kristallisationsgrad, noch kaum eine Disper- 
sion zu erkennen ist. Bei durchkristallisierten Proben ist im Frequenz- 
yereich <5 kHz Cye’(w) ~ const und tg d~1/w, wahrend im Disper- 
jonsgebiet bei Frequenzen >104 Hz tg 6(w) deutlich einen Buckel be- 
itzt. Bei Frequenzen >10° Hz deutet sich ein Konstantwerden von 
op é'(w), dh. Cye’(w)>Cyem an. Fiir die meisten Proben aber konnte 
vegen der bei etwa 1 MHz liegenden MeBgrenze Cy e’(w) =const nicht 
rmittelt werden. Dies zeigt beispielsweise Fig. 6, in der Cye’(m) und 
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tg 6(w) bei 134° K fiir eine extrem lang getemperte und mit 10 Gew.- % 
Br dotierte Selenprobe dargestellt sind. | 


b) Frequenz- und Temperaturabhingigkeit der dielektrischen V erluste 


Die bei kleinen Frequenzen auftretenden Verluste lassen sich nicht nur 
wegen tg 6~1/m, sondern auch wegen der Ubereinstimmung der Hoch- 
frequenzleitfahigkeit w Cy e’’(w) mit 
der gemessenen Gleichstromleit- 
fahigkeit 1/R, als die durch die 
endliche Leitfahigkeit der MeB- 
probe bedingten Leitfahigkeits- 
verluste deuten. Zieht man diese 
von den insgesamt gemessenen 
dielektrischen Verlusten ab, so 
erhalt man eine Frequenzdisper- 
sion der neben den Leitfahigkeits- 
verlusten zusatzlich auftretenden 
Verluste. 


Eine typische Frequenz- und 
Temperaturabhangigkeit dieser so 
erhaltenen dielektrischen Ver- 
luste zeigt Fig. 7 fiir eine mit 
10+ Gew.-% Br dotierte Selen- 
probe (SeB 97). Die dielektrischen 
Verluste durchlaufen in Abhangig- 
keit von der Frequenz jeweils ein 
Maximum, das mit zunehmender 
Temperatur nach hdheren Tem- 

70° ae 70° Hz 70° peraturen verschoben ist. AuBer- 
Bigs: cae dieee nemeee bei Zimmer- dem nehmen mit zunehmender 
temperatur fiir verschiedene Kristallisationsgrade Temperatur die dielektrischen Ver- 
lustmaxima zu. 


Die sich aus dem Maximum von Cye’’(w) ergebende Dispersionsfre- 
quenz w, verschiebt sich mit der Temperatur gemaB 


1/a(T) ~ exp (+ E,/kT) 


(Fig. 8). Die Temperaturabhangigkeit des Gleichstromwiderstandes Rg 
verlauft, wie Fig. 8 zeigt, gleichfalls nach einem Exponentialgesetz. 
Beide haben etwa gleiche Neigungen, d.h. beiden kann eine etwa iden- 
tische Aktivierungsenergie E, zugeordnet werden, die sich aus Fig. 8 
fiir SeB 97 mit 0,1 Gew.-% Br dotiert zu etwa 0,08 eV ergibt. 
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Diese Ergebnisse lassen vermuten, daB sowohl der elektronischen 
Leitfahigkeit als auch den dielektrischen Dispersionserscheinungen ein 
gemeinsamer Mechanismus zugrunde liegt. 


pF 
: T= 133,8°[K] 50 
600 ay 
5 70 
< 3 
C$ 600 5S 
RNa) 
2 
400 : 
GS 
aur 70 700 7000 ~~ kHz 
Frequenz f 


Fig. 6. Frequenzdispersion von C,e’(w) und tg 6(m) bei einer Temperatur von 134° K (0,1 Gew.-% Br; 
Temperung bei 100°C und 210° C) 
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300 


250 754. 4°K 


\ pr” : 
iO) 
1] 


Dielektrische Verluste Cye” 


ey 70 700 7000 kHz 
Frequenz f 
Fig. 7. Frequenzdispersion der nach Abzug der Leitfahigkeitsverluste erhaltenen dielektrischen Verluste 
Cy &’ (w) 


c) EinfluB der thermischen V orbehandlung und Dotverung 


Die Aktivierungsenergie ist wesentlich von der Tempertemperatur, 
d.h. offenbar vom Kristallisationsgrad, abhangig, und zwar nimmt diese 
Z. Physik. Bd. 162 10 
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| 
| 
| 
| 
| 


mit zunehmender Tempertemperatur stetig ab (Fig. 9). Abhangig von) 
der Br-Dotierung wurde bei jeweils konstanter Tempertemperatur und | 


8 


Reziproke Krelstrequenz 7/w, (7) 


5 6 7 8 9:10°°K" 
Reziproke Temperatur 7/7 


Fig. 8. Temperaturabhangigkeit der mittleren Dispersionsfrequenz w,(7) und des Gleichstromwiderstandes 
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Fig. 9. Mittlere Aktivierungsenergie E) in Abhangigkeit von der Temper-Temperatur (0,1 Gew.-% Br) 


-dauer das dielektrische Verhalten untersucht (Fig. 10). Die fiir ver- 
schiedene Br-Konzentrationen aus solchen Messungen erhaltenen Akti- 
vierungsenergien betragen beispielsweise fiir 10! Gew.-% Br: 0,08 eV; 
fiir 10° Gew.-% Br: 0,14 eV und fiir undotiertes Selen: 0,18 eV, d.h. 
die Aktivierungsenergien nehmen mit der Br-Konzentration eindeutig 
ab. Die in Fig. 10 aufgetragenen MeBergebnisse zeigen, daB die dielek- 
trischen Verluste mit der Temperatur um so starker zunehmen, je hdher 
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die Br-Konzentration ist. Dariiber hinaus folgt aus Fig. 10, daB bei 
gegebener MeBtemperatur auch die dielektrischen Verlustmaxima mit 
der Br-Dotierung zunehmen. 


pF = 
300 970 Gew. Io Br 
“ 70 “GewJoBr 
8 
§ 250 
S 
iN 0 Gew.YJoBr 
S 
& 
200 
750 


700 750 200 250 300 °K 
Jemperatur T 
Fig 10. EinfluB einer Br-Dotierung auf die GroBe der dielektrischen Verlustmaxima C, &”’ (a) 


5. Diskussion der MeBergebnisse 


Der gemessene Frequenzgang der dielektrischen Gré6Ben bzw. der 
Hochfrequenzleitfahigkeit wCye’’(w) weist darauf hin, daB dieses Dis- 
persionsverhalten vermutlich durch einen Relaxationsmechanismus bzw. 
durch ein Spektrum aus solchen Einzelmechanismen bestimmt wird. 

Die MeBergebnisse kénnen durch das einfache Modell eines Zwei- 
schichtenkondensators nicht widerspruchsfrei gedeutet werden. Zwei- 
felsohne ist das Modell schon einmal in dieser Hinsicht zu einfach, da 
es nur einen Einzelrelaxationsmechanismus mit einer diskreten Relaxa- 
tionszeit beschreibt. Im wesentlichen bedeutet das eine Anderung der 
Frequenzbreite und nicht der Lage der Dispersionskurven der kom- 
plexen DK. Abgesehen hiervon besteht jedoch ein schwerwiegender 
Einwand gegen dieses Modell darin, daB es unmoglich ist, das Tempera- 
turverhalten sowohl des Dispersionsmaximums, d.h. von t,(7), als auch 
des Gleichstromwiderstandes R,(7) zu deuten. Wenn man mit diesem 
Modell die exponentielle Abhangigkeit sowohl der reziproken Disper- 
sionsfrequenz 1/w,(T) als auch des Gleichstromwiderstandes R, (7) von 
der Temperatur mit einer gemeinsamen Aktivierungsenergie Ey zu deu- 


ten versucht, so folgt o,(T)/o,(7) = ae ae 
0 


demnach die beiden Phasen eine gleiche exponentielle Temperaturab- 
hangigkeit besitzen, eine Voraussetzung, die in keiner Weise gegeben ist *. 


= const. Es mi8ten 


* Es 148t sich auch unter anderem zeigen, daB unter diesen Voraussetzungen 
die Kapazitatsdifferenz Cy - (€, — €o0) ebenfalls temperaturunabhangig sein miuBte; 
das steht jedoch eindeutig im Widerspruch zu den MeBergebnissen. 

Om 


| 
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Mit dem Modell des Zweischichtenkondensators kann man zwar il 
nullter Naherung die Frequenzabhangigkeit der komplexen DK very 
stehen, jedoch nicht die Temperaturabhangigkeit der MeBergebniss¢ 


deuten. 
Fiir typische Dielektrika wird allgemein eine anomale Dispersior 
der Frequenzabhangigkeit der komplexen DK auf der Basis einer dyna: 
mischen Modellvorstellung der Platzwechselspriinge nach FROHLICH}! 
gedeutet. Daraus folgt eine Frequenzdispersion der komplexen DK, 
die durch die Debye-Gleichungen (2), (3) beschrieben wird, mit 


= <p ~exp(E,/kT) (12) 

und | 
rs N e? 0? e 

Cra (13) 


N = Konzentration der an den Platzwechselvorgangen mitwirkenden geladenen 
Teilchen. 

6 = Mittlerer Abstand zwischen zwei durch ein Potential der Hohe Ey ge- 
trennten Gleichgewichtskonfigurationen, zwischen denen die Platz- 
wechselvorgange stattfinden. 

W = Wabrscheinlichkeit fiir Platzwechselspriinge. 


Mit diesen Gleichungen lassen sich sowohl die gefundene Frequenz- 
dispersion als auch die Temperaturabhangigkeit der Relaxationszeit 
t)(Z) deuten. Offen bleibt die Frage nach der Art der Platzwechsel- 
vorgange, wobei zu beriicksichtigen ist, daB t)(7T) und Ry)(T) mit etwa 
der gleichen Aktivierungsenergie von 7 abhangig sind. 

Ein solches Dispersionsverhalten erhalt man in der Tat, wenn man 
annimmt, daB sich diese Platzwechselvorgange als relaxierende Ladungs- 
tragerspriinge, beispielsweise in Strukturdefekten, abspielen, wobei das 
Gleichstrom- und das dielektrische Verhalten nicht vom homogenen als 
relativ gut leitend angenommen, ungestérten Selengitter, sondern von 
eben diesen Strukturdefekten wesentlich bestimmt wird. 


Nach der dynamischen Theorie der Platzwechselvorginge ist bei 


m0 die zur Polarisation beitragende Konzentration der relaxierenden 
60: Fy 


Ladungstrager gleich N ue (wenn /)= die Amplitude des elektri- 
schen Feldes). Gleichzeitig tragen diese N - ae pro Volumeneinheit 


im Zeitintervall Tt, eine mittlere Strecke 6 in Feldrichtung durchlaufenden 
Ladungstrager zu einer Gleichstromleitfahigkeit o) bei. Man erhalt: 


= Ne &9 (Es — E00) 
Cal Nee Meg iar Peay ae (14) 


12 FROHLICH, H.: Theory of Dielectrics. Oxford: Clarendon Press 1950. 
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Daraus folgt unmittelbar die exponentielle Temperaturabhangigkeit so- 
wohl von o)(7) als auch von 1/w,(T) mit einer gemeinsamen Aktivie- 
rungsenergie Ey. AuBerdem lat sich zeigen", daB die formal der Leit- 
lahigkeit zugeordnete Beweglichkeit b(T) exponentiell mit der Tem- 
peratur zunehmen muB, d.h. es gilt: 


1 > 
OE i Rty exp(— E,/RT). (15) 
Die Temperaturabhangigkeit der Selenleitfahigkeit miiBte demnach vor- 
nehmlich durch die exponentielle Temperaturabhangigkeit der Trager- 
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T= 733,86 °K 
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Fig. 11. Ortskurvendarstellung nach CoLE 


beweglichkeit bedingt sein. Dies ist in Ubereinstimmung mit Leitfahig- 
<elts-, Hall-Effekts- und Thermospannungsmessungen an polykristal- 
fet Selen?? 1°. 

Die Annahme von Platzwechselvorgangen zwischen energetisch 
xleich tiefen Potentialmulden ist sicherlich sehr vereinfacht. Tragt man 
Cpe’ (w) tiber Cye’(m) auf (Fig. 11), so ergibt sich ein Kreisbogen, dessen 
Mittelpunkt mit der Abszisse einen Winkel von 0,26 - 2/2 bildet?®?’. 
Daraus laBt sich folgern, daB man das Dispersionsverhalten als das einer 
<ontinuierlichen Vielzahl von Relaxationsprozessen auffassen kann, die 
ich um eine mittlere Relaxationszeit tT, verteilen, wobei die Relaxations- 
eit T, den gréBten Beitrag zu den dielektrischen GréBen hefert. Ein 
olches Relaxationsspektrum kann seine physikalische Ursache in einer 
Streuung der Héhen der Potentialschwellen um eine mittlere Hohe Hy 
1aben. Ist /(H) dH der Anteil zur Gesamtpolarisation, der durch Platz- 
vechselvorgange iiber Potentialschwellen mit einer Héhe zwischen H 


13 PLESSNER, K. W.: Nature, Lond. 166, 1073 (1950). 

14 HENKELS, H. W.: J. Appl. Phys. 22, 1265—1278 (1951). 

15 Tciizin, M. I.: Z. techn. Fiz. 22, 885—887 (1952). [Russisch. ] 
16 CoE, K. S., and R. H. Core: J. Chem. Phys. 9, 341 (1941). 
1? Coz, R. H.: J. Chem. Phys. 23, 493—499 (1955). 
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und H+ dH bedingt ist, dann erhalt man einen Beitrag zu e’(w) — &x ~ 


H)d 
i ai bzw. einen Beitrag zu e”’(@) ~@T - omit t~exp(H/kT)., 
OT 
Die nach dem Cole-Diagramm erhaltenen Verteilungsfunktionen der 


Relaxationszeiten haben im allgemeinen die Form einer Glockenkurve. 

Unter der Annahme eines Spektrums der Potentialschwellen kann man. 
qualitativ die gemessene Zunahme der dielektrischen Verluste bei den Dis- 
persionsfrequenzen mit. 
der Temperatur deuten 
(Fig. 10). Es laBt sich 
auf Grund der Bezie- 
hung t(H) ~exp(A/kRT) 
leicht zeigen, daf die 
Relaxationszeiten um 
T) =T(Hp) mit steigen- 
der Temperatur in zu- 
nehmendem MaBe ge- 
We geniiber den iibrigen 
t-Werten zu é’’ (wp) bel- 
tragen. Da eé’’(q,) we- 
sentlich durch die Zahl 
der Platzwechselvorgan- 
ge mit Relaxationszeiten 
um T, bestimmt wird, er- 
gibt sich eine Zunahme 


Porentialver/aur 
ohne Feld ~~» 
We 
mit Feld : 
eset von eé’’(w@,) mit T. 


% 7 Das Anwachsen der 


dielektrischen Verlust- 
Fig. 12a u. b. Potentialverlauf zwischen zwei benachbarten Gleich- : 
gewichtskonfigurationen mit und ohne Feld. a Bei energetisch maxima mit zunehmen- 
gleich tief liegenden Potentialmulden, b Bei energetisch verschieden der Br-Dotierung kann 
tief liegenden Potentialmulden. (Ey ist mit der im Text mit A, 
bezeichneten Amplitude des elektrischen Feldes identisch) man deuten, wenn man 


annimmt, daB eine Br- 
Dotierung die Hohen der Potentialschwellen herabsetzt, d.h. daB sich 
die Verteilung der insgesamt erfolgenden Platzwechselvorgange iiber die 
verschieden hohen Potentialschwellen andert, wobei die mittlere Rela- 
xationszeit Ty) verkleinert wird. Die mit zunehmender Br-Konzentration 
verminderte mittlere Potentialschwellenhéhe ist wegen t~exp(H/kT) 
einer TemperaturerhOhung aquivalent. Mit der Br-Konzentration wird 
demnach das Potentialschwellen-Spektrum gedndert und damit die 
Gleichstromleitfahigkeit beeinfluBt, d.h. daB sich die mittlere Beweg- 
lichkeit und nicht die Konzentration der Ladungstrager dndert. 


Potentialver/aur 
ohne Fela 


mit Fela ——__ 


Nimmt man nicht nur Platzwechselvorginge zwischen energetisch 
gleich tiefen (Fig. 12a), sondern auch zwischen energetisch verschieden 
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tief liegenden Potentialmulden (Fig. 12b) an, so kann man auch die 
beisehr hohen Frequenzen (~ 10! Hz) gemessene Leitfahigkeitszunahme? 
qualitativ klaren, wenn man zeitlich veranderliche Potentialmulden ver- 
schiedener Tiefe H annimmt?8. Ein solcher Einflu8 ist nur fiir hin- 
reichend hohe Frequenzen zu erwarten, fiir die 1/m sehr klein gegeniiber 
dem mittleren Zeitintervall ist, in dem eine temporare Potentialmulde 


der Tiefe H existiert. Ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten sol- 
cher temporarer Potentialmulden proportional exp (— H/T) - a dann 


folgt, daB flache Potentialmulden mit einer relativ hohen Wahrschein- 
lichkeit auftreten. Fir w>>a, gilt: 


é"(@) ~ =F exp (— H,/RkT) - arc tg (w To). (16) 


Daraus folgt wegen o(m) = - &’’(w) eine Zunahme der Hochfrequenz- 
Leitfahigkeit o() mit o. 


18 GarTOoN, C. G.: Trans. Faraday Soc. A 42, 56—60 (1947). 
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Aus dem I. Physikalischen Institut der Universitat Heidelberg 


Das Spektrum der energiereichen Protonen 
aus der Reaktion O" (y, p) N” 
Von 
U. HEGEL und E. FINCKH 
Mit 7 Figuren im Text 
(Eingegangen am 23. Dezember 1960) 


Oxygen gas was irradiated with 34-5 MeV bremsstrahlung. The spectrum of protons 
between 6 MeV and 22 MeV was measured with a Na I(TI) scintillation spectro- 
meter. The energy resolution was equivalent to that obtainable with nuclear photo- 
plates, but the number of protons registered was much higher. The differential 
cross section for (y, ) reactions that leave the residual nucleus in the ground state 
was found to be 0:13 mbarn/steradian at 30 MeV gamma ray energy and at 90° 
with respect to the direction of the incident beam. 


Einleitung 


Die (y, #)-Reaktion am O?* ist wegen der auffallenden Strukturen im 
Protonenspektrum und wegen des allgemeineren Interesses an diesem 
doppelt magischen Kern bereits mehrmals untersucht worden! . Bei 
allen bisherigen Arbeiten wurden zum Nachweis der Protonen Kern- 
photoplatten verwendet. Die Durchmusterung von Kernplatten und 
die Auswertung der Spuren sind jedoch sehr zeitraubend. Daher sind 
noch nicht alle Details im Spektrum geniigend gesichert, wie etwa der 
Vergleich der von LIvEsEY®, JOHANSSON und FORKMAN?® und MILONE 
u. Mitarb.”? verdffentlichten Spektren zeigt. Auch im Zusammenhang 

1 WAFELER, H., and S. Younis: Helv. Phys. Acta 22, 616 (1949). 

2 HoLtzMAN, R.B., and N. SUGARMAN: Phys. Rev. 87, 633 (1952). 

3 STEPHENS, W.E., A. K. Mann, B. J. Patton and E. J. WrnunoLp: Phys. Rev. 
98, 839 (1955). 

2 SPICER, BaMiye Phys, Neve 99N3an (1 955)e 

> JOHANSSON, S.A.E., and B. ForKMan: Phys. Rev. 99, 1031 (1955). 

6 LivesEy, D.L.: Canad. J. Phys. 34, 1022 (1956). 

7 SVANTESSON, N.L.: Nuclear Phys. 3, 273 (1957). 

8 Mitone, C., R. Rrcamo u. R. Rinzivitto: Nuovo Cim. 5, 532 (1957). 
MILONE, C., u. R. Rrcamo: Nuovo Cim. 5, 1338 (1957). 

10 JouHansson, S.A.E., u. B. ForKmMan: Ark. Fysik 12, 359 (1957). 

ll Evriorr, J.P., and B.H. Flowers: Proc. Roy. Soc., Lond. A 242, 57 (1957). 

12 MILoNE, C., S. MILonE-TAMBURINO, R. RINZIVILLO u. A. RuBBINO: Nuovo 
(Gam, 75 7AD (GOSS) 

13 Brix, P:, u. E.K. MascuKer: Z. Physik 155, 109 (1959). 
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mit neueren Arbeiten, wie der von CoHEN, FISHER und WARBURTON! 
uber die Umkehrreaktion N (, y) O18 und der von MILone und Rus- 
BINO” iiber den Verlauf des (y, m)-Wirkungsquerschnittes erscheint aber 
eine genauere Kenntnis der Protonenenergiespektren wiinschenswert. 


Um bessere Statistik als in den bisherigen Arbeiten zu erreichen, 
wurden in den vorliegenden Untersuchungen die Protonen mit einem 
Szintillationsdetektor nachgewiesen, wie er dhnlich auch bereits von 
anderen Autoren bei (y, #)-Experimenten benutzt worden ist1!617.18, 
Die Energieauflésung des Detektors war vergleichbar mit der von Kern- 
photoplatten und es zeigte sich, daB auch die Untersuchung von Spektren 
mit feineren Strukturen durch die Szintillationstechnik méglich ist. 


Experimentelle Anordnung 


a) Bestrahlungsgeometrie. Fig.1 zeigt die Stellung des Detektors 
und der wichtigsten Abschirmung relativ zum Betatron. Zwei Kolli- 
matoren wurden verwendet, weil der Betatronbrennfleck nicht ideal 
punktf6rmig war, fiir das vorliegende Experiment aber ein sauber de- 
finierter Strahl bendtigt wurde. Die Schichtung von Blei und Paraffin 
von allen sechs Seiten um den Detektor war ndétig, da sich Betatron 
und Detektor im gleichen Raum befanden und der Raumuntergrund 
besonders an Neutronen relativ stark war. 


b) Detektor. Fig. 2 zeigt die Targetkammer und den Detektor. Der 
Szintillationskristall stand in einem Abstand von 24 cm unter 90° zur 
Strahlrichtung. Als Target wurde Sauerstoffgas verwendet, das sich in 
einer Messingkammer mit diinnen Strahldurchtrittsfenstern aus Kunst- 
stoffolie befand. Der in Fig. 2 zwischen Targetkammer und Detektor 
senkrecht zur Zeichenebene stehende Magnet war stark genug, auf den 
Kristall zulaufende Elektronen bis zu etwa 4 MeV aus dem Weg der 
Protonen herauszulenken. Das monoton abfallende Spektrum der 
Untergrundimpulse reichte trotzdem bis etwa 6 MeV, jedoch lag, wie 
nachgepriift wurde, keine merkbare Impulsiiberlappung vor. Um den 
Energieverlust der Protonen im Targetgas klein zu halten, wurden 
Target- und Detektorraum durch eine Kunststoffolie getrennt und der 
Detektorraum evakuiert. Das hatte gleichzeitig den Vorteil, daB mit 
ungekapselten Nal-Kristallen gearbeitet werden konnte, also kein 


14 CoHEN, S.G., P.S. FisHER and E.K. WaRBuRTON: Phys. Rev. Lett. 3, 433 
(1959). 

15 MILONE, C., u. A. RuBBINO: Nuovo Cim. 13, 1035 (1959). 

16 WEINSTOCK, E.V., and J. HALPERN: Phys. Rev. 100, 1293 (1955). 

17 WHETSTONE, A., B. Attison, E.G. MuIRHEAD and J. HALPERN: Rev. Sci. 


Instr. 29, 415 (1958). 
18 ToOKAN, K.H.: Proc. Phys. Soc: 73, 473 (1959). 
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weiterer Energieverlust in einer Kristallumhiillung eintrat *. Lediglich 
um die Lichtsammlung zu verbessern, wurde iiber dem Kristall eine 
aluminisierte Hostaphanfolie von 10 u. angebracht. 

Der Kristall war dick genug bis zu 22 MeV-Protonen vollstandig zu 


stoppen. Er wurde mit Siliconél in einen 12 mm hohen Lichtleiter einge- | 


kittet, der mit blanker Aluminiumfolie umwickelt war. 


beschleurugungsgeraB 


Antikathoae ———__ 


Betatronjoch 


7 Kollimaror 
/Mauerwerk (baryt) 
2. Kollimaror 


Reinigungsmagner 


GY Porattin 


N Zorparattin 


Targerkammer 


Sleiringe 


Lorsotionskammer 7 g5m 


Fig. 1. Bestrahlungsgeometrie, Schnitt in Sollkreisebene. 1. und 2. Kollimator: 20cm lang, konische 

Offnung mit «= 37’, Betatrontarget im Scheitelpunkt des Offnungskegels, Strahldurchmesser am Ort des 

Detektors 21mm. Reinigungsmagnet: permanenter Topfmagnet, Polschuhabstand 1,5 cm, Feldstarke etwa 

5000 Gauss, Hohlraume mit Paraffin ausgegossen. Weitere Paraffinabschirmung, die sich auf beiden Seiten 
an den Magneten anschloB, ist in der Zeichnung weggelassen 


c) Elektronik. Der elektrische Teil der Apparatur war konventionell 
und ist in Fig. 3 schematisch dargestellt. Als Impulshéhenanalysator 
wurde zu verschiedenen Zeiten sowohl ein Sunvic Mark I mit 120 Ka- 
ndlen als auch ein RCL 256 Kanal-Analysator benutzt. 


* Natriumjodid ist stark hygroskopisch, so da8B ein polierter Kristall an Zimmer- 
luft nach wenigen Sekunden fiir spektroskopische Zwecke unbrauchbar wird. Die 
unvermeidbaren Manipulationen mit den ungekapselten Kristallen auBerhalb von 
Vakuum oder Trockenkasten lieBen sich ohne Schaden fiir das Auflésungsvermégen 
durchfiihren, wenn man sie vorher in Silicondl badete und wahrend der Arbeiten 
Trockenluft dariiber blies. Wertvolle Ratschlage fiir diese Manipulationen erhielten 
wir von Dr. G. Lrutz, II. Physikalisches Institut der Universitat Heidelberg. 
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Konstanz der Apparatur 
Damit die vom Detektor erreichte Energieauflésung nicht durch 
Apparaturschwankungen verschlechtert wurde, war iiber die Zeit der 
Messung eines Spektrums eine Konstanz der absoluten Linienlage von 
mindestens 1% erforderlich. Die Protonenzahlrate war jedoch so gering, 


daB zur Messung eines 
Spektrums mit befriedigen- 
der Statistik etwa acht 
Strahlstunden aufsummiert 
werden muBten (vgl. Fig. 4). 
Um die geforderte Kon- 
stanz zu erreichen, wurde 
die Apparatur in einem teil- 
klimatisierten Raum auf- 
gestellt, die Hochspannung 
des Multipliers  stiindlich 
gegen ein Normalelement 
kompensiert, die elektrische 
Verstarkung sowie die Vor- 
spannung des Analysators 
durch zwei Impulsgeber 
kontroliert und in den 
Vakuumteil des Detektors 
ein kollimiert auf Kristall- 
mitte strahlendes Po?!-¢- 
Praparat eingebaut, das 
die Gesamtverstarkung der 
ganzen Anordnung zu tiber- 
wachen gestattete. Die so 
gemessenen Verstarkungs- 
schwankungen oder Spek- 
trumsverschiebungen wur- 
den, soweit sie die GrdéBen- 
ordnung eines Kanales oder 
mehr erreichten, bei der 
spateren Addition durch 
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Fig. 2. Targetkammer und Detektor. Hostaphanfolien: Strahl- 

fenster 50u, Protonenfenster im allgemeinen 33, minimal 10u. 

Magnet: Wassergekitihlter Elektromagnet, Feldstaérke im Luft- 

spalt 1600 Gauss. Kristall: Nal(Tl) der Firma Korth, Kiel; 
3mm dick, 38mm @ 


Verschieben der Einzelmessungen gegeneinander ausgeglichen. Die 
erreichte Apparaturkonstanz betrug fiir die giinstigsten 5 Std- 
Intervalle etwa +0,5% und lag fiir den Zeitraum, iiber den je- 
weils eines der in Fig. 6 gezeigten Spektren aufsummuiert wurde, bei 


etwa +1%. 


Der Impulshéhenanalysator wurde durch ein Gatesignal nur fiir ein 
Intervall von 253 psec um das y-Strahlmaximum aufgesteuert, so daB 
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der Anteil der «Impulse aus dem Uberwachungspraparat in den 
gemessenen Protonenspektren gering blieb und gut herauskorrigiert 
werden konnte. 


Messungen 


Die Experimente wurden mit der Bremsstrahlung des Heidelberger 
35 MeV-Betatrons* durchgefiihrt. Die Grenzenergie betrug Eo= 
34,5 MeV, wie mit einer Genauigkeit von +3% aus dem Ende der 
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Fig. 3. Blockschema der Apparatur. Die St6rsteuergruppe des Betatrons lieferte ein Signal kurz vor Beginn 
jedes Strahlimpulses 


Protonenspektren hervorgeht. Die Konstanz der Grenzenergie wurde 
laufend durch Messung des Aktivitatsverhaltnisses mitbestrahlter Cu- 
und C-Proben! tiberwacht. Der Strahlimpuls war im ganzen etwa 
250 usec lang, doch lagen etwa 50% der Gesamtintensitat innerhalb 
eines Intervalles von 50 usec. Die durchschnittliche Intensitat der 
Maschine betrug 50 bis 60 r/min, gemessen mit einer Fingerhutkammer 
im Pallatalblock in 1m Abstand vom Betatrontarget. Der Verlauf der 
Intensitat wurde durch eine Ionisationskammer (vgl. Fig. 1) mit ange- 
schlossenem Schreiber tiberwacht. Zusatzlich wurde die absolute In- 
tensitat, gemittelt jeweils tiber 30 min-Intervalle, durch Absolutzahlung 


* Hersteller: Siemens-Reiniger-Werk, Erlangen. 
19 BIRNBAUM, M., E.M. Hartu, L. SEREN, R. Tosrn: Nucl. 13, 4, 64 (1955). — 
FiscHeR, K.H.: Diplomarbeit Heidelberg 1958. 
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der in einer mitbestrahlten ,»,Monitorprobe“ aus Polystyrol (vgl. Fig. 1) 
induzierten Kernreaktionen C(y, n)C™ gemessen. Dieses Verfahren ist 
in der Arbeit von Brix und MascuKE!8 eingehend erlautert. 

Zur Bestimmung des nicht aus dem Targetgas stammenden Unter- 
grundes wurde 10 Std bei evakuierter Targetkammer gestrahlt. Fiir die 
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Fig. 4. Impulshdhenverteilung der Photoprotonen bei Bestrahlung von Sauerstoffgas unter 1,8 atm Druck 

bei 34,5 MeV Grenzenergie. Messung ohne Al-Absorber, unkorrigiert. Die Summe vier je zweistiindiger 

Bestrahlungen ist tber der Kanalnummer aufgetragen .wobei immer zwei Kandle zusammengefaBt sind. 
Erlauterungen zu den durch Pfeile gekennzeichneten Strukturen im Text 


Messungen am O!* wurde die Kammer mit 1378 mm Hg 99,9%ig rei- 
nem* Sauerstoffgas gefiillt und insgesamt 74 Std gestrahlt. Um die 
Energiekalibrierung auf Grund einer Absorptionsmessung zu gewinnen, 
wurde dabei wahrend 16 Strahlstunden an der in Fig. 2 mit X bezeich- 
neten Stelle ein Aluminiumabsorber von 48,7 mg/cm? und wahrend 14 Std 
ein Absorber von 73,0 mg/cm? iiber die gesamte Blendendffnung gelegt. 
Eine Impulshohenverteilung, wie sie ohne Aluminiumabsorber ge- 
messen wurde, und die in keiner Weise korrigiert ist, zeigt Fig. 4. 
* Reinheitsangabe der Gesellschaft fiir Linde’s Eismaschinen GmbH. 
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Energieeichung 


Eine absolute Energieeichung des Spektrometers mit monochroma- 
tischen Protonen war leider nicht méglich. Der EnergiemaBstab wurde 
daher aus dem Spektrum selbst gewonnen. Da die Ahnlichkeit unserer 
Impulshdhenverteilungen mit den von LivEsEy® und Brix und Mascu- 
KE! veréffentlichten Spektren keinen Zweifel an der Zuordnung der 
beiden groBen Maxima zulaBt, wurde deren Schwerpunktsenergie aus 
den beiden genannten Arbeiten zu 9,2, bzw. 11,2, MeV entnommen. Die 
Eichung der Energieskala ergibt sich damit aus dem Linienabstand 
unter Beriicksichtigung der Energieabsorption in Gas und Hostaphan. 
Mit dem gewonnenen EnergiemaBstab wurden die Impulshdhenvertei- 
lungen auf absolute Protonenenergien umgerechnet. E, bedeutet dabei 
die Energie, die das Proton unmittelbar nach Verlassen des Kernes hat. 

Eine weitere, davon unabhangige Eichung gewinnt man zur Kon- 
trolle, wenn man nur die Schwerpunktsenergie der unteren Linie ein- 
setzt, die wegen der besseren Linienscharfe und -symmetrie genauer ist, 
und den MaBstab aus der Linienverschiebung durch die vorgeschalteten 
Absorber entnimmt. Die nach den beiden Verfahren berechneten End- 
energien der Protonenspektren aus mehreren Gruppen von Bestrah- 
lungen betragen (19,7-+0,4) MeV mit dem Absorptionsverfahren und 
(20,7 + 0,3) MeV mit dem zuerst genannten Verfahren. 

In Fig. 5 sind drei der so erhaltenen Protonenspektren gezeigt. Der 
bei evakuierter Targetkammer gemessene Untergrund, der monoton 
bis zu etwa E, =6 MeV abfallt, ist in diesen Darstellungen bereits ab- 
gezogen. Trotzdem bleibt unterhalb E, —6 MeV noch ein starker An- 
stieg des Untergrundes erhalten, der nur durch Streuung aus dem Target- 
gas erklart werden kann. Die Verschiedenheit der drei Spektren 5a, 
b und c unterhalb E,=10 MeV beruht darauf, daB die Protonenenergie 
am Kristall je nach durchlaufener Absorberdicke vermindert ist, der 
Untergrund jedoch — wie Versuche gezeigt haben — durch die Absorber 
nicht beeinfluBt wird. Der vom Untergrund verdeckte Teil des Protonen- 
spektrums entspricht also stets dem gleichen Protonenenergiebereich am 
Kristall, wegen der Vorabsorption bei 5b und c aber héheren primaren 
Protonenenergien. 


Diskussion der Spektren 


Die in Fig. 4 und 5 dargestellten Spektren zeigen mit guter Statistik 
zwei Hauptresonanzen, deren Ahnlichkeit mit den von Livesey und 
Brix und MascukeE veréffentlichten Spektren bereits betont wurde. 
Eine feinere Struktur, wie sie fiir das 9,2 MeV Maximum von MILONE 
und RussBino} und fiir das 11,2 MeV Maximum von Brix und Mascu- 
KE vermutet wird, ist nicht zu erkennen. Beim Vergleich aller ge- 
messenen Einzelspektren untereinander zeigt sich — wie auch in den 
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Fig. 5a—c. Protonenspektren mit und ohne Aluminium-Absorber. Abszisse: Ep = 42 (Ey — 12,11 MeV); 

Ordinate: Protonenzahlen innerhalb der angegebenen Strahlungsdauer im 200 keV-Intervall. Auf den Ener- 

gieverlust der Protonen im Sauerstoff, Hostaphan und bei b und c im Aluminium ist korrigiert. Der bei 
evakuierter Targetkammer gemessene Untergrund ist abgezogen 
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Fig. 4 und 5 zu erkennen ist — daB auBer den genannten beiden groBen) 
Resonanzen zwei weitere kleine Maxima bei E, = etwa 6,7 MeV und. 
8,0 MeV auftreten, und vielleicht auch bei E, =12,7 MeV und 14,2 MeV. 
Strukturen vorliegen (vgl. die Pfeile in Fig. 4). Auffallig ist, daB die) 
Abstande zwischen je zwei dieser vier Strukturen etwa 6,2 MeV betragen: | 
Die Aufspaltung des 2P-Grundzustandes des N1°-Kernes betragt gerade 
6,3 MeV. Es konnte sich deshalb um Ubergange in diese beiden) 
Niveaus handeln, die zur selben y-Energie gehoren. | 
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Fig. 6. Gesamtsumme aller im Rahmen dieser Arbeit gemessenen Protonenspektren oberhalb Ey = 10 MeV 


Falls es sich jedoch nur um Grundzustandsiibergange handeln sollte, 
so wiirden den genannten Strukturen die ungefahren y-Energien 19,3; 
20,6; 25,1 und 27,2 MeV entsprechen. Bei ahnlichen y-Energien wurden 
bei einer Bestimmung der Grundzustandsiibergange von MILONE und 
RuBBINO™ Maxima gefunden. 

Im Interesse méglichst guter Statistik am Spektrumsende wurden 
schheBlich alle im Rahmen dieser Arbeit gemessenen Protonenspektren 
aufsummiert. Fig. 6 zeigt diese Gesamtsumme, die erst bei 10 MeV be- 
ginnt, damit auch der Anteil des Spektrums 5c beriicksichtigt werden 
konnte. Die Summenbildung iiber viele Einzelmessungen bewirkt zwar, 


20 AJZENBERG, F.A., and T. LauritsEN: Rev. Mod. Phys. 27, 77 (1955). 
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da feinere Strukturen, die sich in den Einzelspektren gerade andeuten, 
verlorengehen, wie man aus dem Vergleich von Fig. 4, 5 und 6 sieht. 
Der Verlauf des Spektrums im grofen wird jedoch eindeutiger, und man 
erkennt aus Fig. 6 besonders deutlich, daB der zu hohen Energien hin 
ziemlich steile Abfall des Protonenspektrums oberhalb E, 16 MeV auf- 
fallig flach wird. Das ist der Energiebereich, in dem wegen der hohen 
Anregungsenergie der ersten N!-Niveaus die hier referierten Messungen 
nur Grundzustandsiibergénge enthalten kénnen. Man muB daher auf 
eine Bevorzugung solcher Ubergange bei so hohen Anregungsenergien 
des Kernes wie 30 MeV schlieBen. 

Neuere Messungen von COHEN, FISHER und WARBURTON!’ er- 
lauben es, die bisherigen Ergebnisse der (y, #)-Reaktion am O16 im 
Energiebereich der Riesenresonanz mit der Umkehrreaktion N(A, y)O1 
zu vergleichen. Die Ausbeutekurve fiir Protoneneinfang am N! zwischen 
Anregungsenergien des O!6-Kernes von 21 bis 26 MeV hat im wesent- 
lichen die gleiche Form wie die in dieser Arbeit gemessenen Spektren. 
Daraus folgt, da der Verlauf des (y, #)-Wirkungsquerschnittes durch 
den Anteil solcher Uberginge, bei denen der Restkern im angeregten 
Zustand zuriickbleibt, nicht stark modifiziert werden kann. 


Wirkungsquerschnitt fir Grundzustandstibergange bei 30 MeV 


Dividiert man die gemessenen Protonenspektren durch das Spek- 
trum der benutzten Bremsstrahlung, so erhalt man oberhalb EF, = 
29 MeV den Verlauf des Wirkungsquerschnittes fiir Grundzustands- 
iibergange (o,); unterhalb dieser Energie gibt die so erhaltene Kurve 
eine obere Grenze fiir gg an. In Fig. 7 ist das Summenspektrum aller 
Einzelmessungen durch die auf den C!?(y, 2)-Wirkungsquerschnitt von 
BARBER, GEORGE und REAGAN?! normierte Schiffsche Spektralfunktion 
S* (34,5 MeV) dividiert (vgl. 1%) und in linearem MaBstab aufgetragen. 
Eine Normierung der Ordinate erhalt man durch Berechnung des ab- 
soluten Wirkungsquerschnittes fiir eimen Punkt des Spektrums. Im 
vorliegenden Fall wurde die Berechnung von o,; (30 MeV) gemittelt 
tiber das Intervall 29,5 MeV<F,<30,5 MeV durchgefiihrt. Unter der 
Annahme isotroper Emission der Protonen des betrachteten Energie- 
bereiches erhalt man: 


ois (30 MeV) = 1,6 mb + 13%. 


Da der Detektor nur Protonen mit #=(90+3)° gegen die y-Strahl- 
richtung annehmen konnte, ist die direkt gemessene GréBe jedoch der 
differentielle Wirkungsquerschnitt unter 9 =90°, der aus dem obigen 


21 BARBER, W.C., W.D. GEeorGE and D.D. ReacGan: Phys. Rev. 98, 73 (1955). 
Z. Physik. Bd. 162 11 
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Wert durch Division durch 472 folgt: 
do/dQ = 0,13 mb/steradian + 13% fiir 30 MeV und 90°. 


Die bisher vorliegenden Messungen der Winkelverteilung der Pro- 
tonen haben jedoch fiir das Gebiet der Riesenresonanz starke Anisotropie 
ergeben. Bei Bestrahlung mit Ey zwischen 30 und 35 MeV wurden 
entsprechend dem An- 

J. satz da/dQ = A+ Bsin29, 
“alae Werte fiir A/B zwischen 
0,4 und 0,4 gefunden, 
+ wenn nur Protonenener- 
gien gr6Ber als 7 MeV be- 
riicksichtigt wurden ® 38, 


Oberhalb der Riesen- 
resonanz gibt es bisher 
nur einen Wert von BRIX 
und MAscHKE fiir die 
4 Protonengruppe zwischen 
E,=14,5 und 15,5 MeV. 
Legt man diesen eben- 
falls fiir Grundzustands- 
iibergange, aber bei ge- 
ringerer Anregungsenergie 
gemessenen Wert von 
A/B=1 zugrunde, so er- 
gibt sich 


Grundzustanasubergange 
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Fig. 7. Das Spektrum der Fig. 6 dividiert durch die Spektral- A=B 
funktion S* (34,5 MeV). Oberhalb 29,2 MeV stellt das Histogramm OG (30 MeV) 

den Verlauf des Wirkungsquerschnittes: fiir Grundzustandstiber- = 1,3 mb + 25 A 
gange dar, unterhalb dieser Energie gibt es eine obere Grenze 

dafiir an. Die Ordinate ist normiert durch den bei 30 MeV be- 2 “ 

stimmten Wirkungsquerschnitt og, wobei fiir die linke Skala wobei er angegebene 


isotrope Winkelverteilung, fiir die rechte A/B =1 angenommen Fehler die beiden Ex- 
wurde. Der von Brix und MAscHKE} angegebene Wert bei 28 MeV 
ist auf die rechte Skala bezogen eingezeichnet treme A=O und B=O 


einschlieBt. 

Die Ordinate in Fig. 7 zeigt zwei Skalen, von denen die linke mit 
dem fiir isotrope Winkelverteilung berechneten Wirkungsquerschnitt 
oe" =42 -do/dQ2 =1,6 mb, die rechte mit dem fiir A =B normiert 
ist. In bezug auf die rechte Skala ist auch der von Brix und MascuKE!® 
angegebene Wert bei 28 MeV eingetragen. Die Ubereinstimmung mit 
dem Ergebnis dieser Arbeit ist befriedigend, wenn man bedenkt, daB 
beide Messungen unabhangig voneinander sind, auBer daB dasselbe 
Betatron benutzt und in gleicher Weise auf den C!2(y, m)-Wirkungsquer- 
schnitt?! normiert wurde. 
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Der Verlauf des partiellen Wirkungsquerschnittes fiir Grundzu- 
standstibergange im hier diskutierten Energiebereich ist von Interesse 
im Zusammenhang mit der neueren Arbeit von MILONE und RuBBINO»® 
uber o, (y, ) bis 30 MeV. Der Vergleich der Fig. 7 mit deren Messungen 
zeigt, daB die s¢hon von anderen Autoren®}5 herausgestellte Ahnlichkeit 
des Verlaufes der Grundzustandswirkungsquerschnitte fiir (y, m) und 
(y, p) auch oberhalb 27 MeV gilt und sich insbesondere auch auf den 
FuB der Wirkungsquerschnittkurve oberhalb E, ~ 16 MeV erstreckt. Dar- 
aus folgt, daB sich bei Anregungsenergien um 30 MeV die Neutronen- 
emission ahnlich verhalt, wie weiter oben bereits fiir die Protonen- 
emission besprochen; dai namlich Grundzustandsiibergange stark be- 
vorzugt sind. Ein gleichartiges Verhalten von Protonen und Neutronen 
ist allerdings auch zu erwarten, da der Unterschied zwischen der Neu- 
tronenbindungsenergie und der Protonenbindungsenergie im Vergleich 
zur verfiigbaren Reaktionsenergie gering ist. 

Nimmt man hinzu, daB der Absolutwert der Grundzustandswir- 
kungsquerschnitte bei 30 MeV Anregungsenergie noch mindestens 10% 
der entsprechenden Wirkungsquerschnitte im Maximum der Riesen- 
resonanz ausmacht, so sind beide Tatsachen — sowohl die Begiinstigung 
von Grundzustandsiibergangen bei hohen Anregungsenergien, als auch 
ihre absolute Haufigkeit — nicht aus dem statistischen Kernmodell 
allein erklarbar. 
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Messung der Photoprotonen aus Argon und Sauerstoff 
Von 
E. FINcKH und U. HEGEL 


(Eingegangen am 23. Dezember 1960) 


A thin Cs I (Tl) crystal was used to measure the yield of photoprotons for a 34-5 MeV 
bremsstrahlung spectrum. The following values relative to the yield of the Cl! (y, 7) 
reaction were obtained: 2:45 -- 0-35 for argon and 2:06 + 0:28 for oxygen. An upper 
limit of the integrated cross section for the (y, 2)- and (y, p)-reaction in oxygen is 


given. 


Finleitung 


Viele (y, #) Prozesse fiihren auf stabile Isotope. In diesen Fallen 
kann die Protonenausbeute nicht tiber eine induzierte Radioaktivitat 
gemessen werden, sondern es miissen die Protonen selbst nachgewiesen 
werden. Das Auswerten von Kernphotoplatten ist sehr mithsam, deshalb 
verwendeten MANN und HALPERN! einen ZnS-Szintillationsdetektor, 
und seit den Messungen von WEINSTOCK und HALPERN? werden auch 
Nal(Tl)- und CsI(Tl)-Kristalle benutzt. In der vorliegenden Arbeit 
wird die Anwendung eines diinnen CsI(Tl)-Kristalles zur Messung der 
Photoprotonenausbeute aus Argon und Sauerstoff beschrieben. 

Uber den integrierten Wirkungsquerschnitt der Prozesse A?°(y, p)C1?9 
und A?°(y, 1 p)CI* liegen sich widersprechende Ergebnisse vor: Einerseits 
wurden von mehreren Autoren die Protonen direkt nachgewiesen und 
deren Ausbeuten bestimmt. So erhielten PENFOLD und GARWIN®? den 
iiberraschend hohen Wert von 600 MeVmb fiir fo, ,.,»)4E, integriert 
bis 33 MeV. Ihre Absolutnormierung geht dabei auf eine Messung der 
Protonenausbeute mit Kernphotoplatten von SpicER* zuriick. [AvoRr® 
gibt fiir den bis 78 MeV integrierten Wirkungsquerschnitt 380 MeVmb 
an, jedoch treten bei ihm Schwierigkeiten bei der Bestimmung der ab- 
soluten y-Intensitat auf. Emma, MILoNE, RINzIvVILLO und RuBBINO®& 
bringen an der von ihnen gemessenen Protonenzahl erhebliche Korrek- 
turen an und finden dann fiir den bis 30 MeV integrierten Wirkungs- 
querschnitt etwa 200 MeVmb. 


1 Mann, A.K., and H. HALPERN: Phys. Rev. 82, 733 (4951). 

? WeErInsTocK, E.V., and J. HALPERN: Phys. Rev. 100, 1293 (1955). 

’ PENFOLD, A.S., and E.L. GarRwin: Phys. Rev. 114, 1139 (1959). 

4 Spicer, B.M.: Phys. Rev. 100, 791 (1955). 

5 Iavor, I.P.: Soviet Phys. JETP 34 (7), 983 (1958). 

6 Emma, V., C. MILONE, R. RrnzivitLto u. A. RuBBINO: Nuovo Cim. 14, 62 
(1959). : 
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Mit diesen Messungen unvereinbar scheinen die Ergebnisse von 
Brix, KORDING und LINDENBERGER’ und von DoscH, LINDENBERGER 
und Brrx§, die die Protonenausbeute indirekt iiber den Nachweis der 
bei der Reaktion erzeugten Cl®- und Cl5-Aktivitaten bestimmt haben. 
Diese Autoren erhielten fiir den bis 33 MeV integrierten Wirkungsquer- 
schnitt fiir beide Reaktionen zusammen nur 125 MeVmb. 

Die voneinander abweichenden Ergebnisse der beiden verschiedenen 
MeBverfahren waren miteinander vereinbar, falls ein wesentlicher Teil 
der Reaktionen bei der Messung der bekannten Cl%*- und Cl%°-Aktivi- 
taten nicht erfaBt wiirde, weil er auf Zustinde mit anderen Zerfallskon- 
stanten fiihrte. Ob das der Fall ist, sollten die vorliegenden Messungen 
entscheiden, da die bisherigen Literaturangaben diese Méglichkeit nicht 
ausschlieBen. 

Bei der Reaktion O1%(y, 6)N!® wurde die Ausbeute an Photoprotonen 
von JOHANSSON und FoRKMAN® bei der Maximalenergie der Brems- 
strahlung Ey>—26 MeV gemessen. Fiir Ey=30 MeV liegt eine Ab- 
schatzung von MILONE, MILONE-TAMBURINO, RINZIVILLO und RuB- 
BINO! vor. Es erschien lohnend, die Ausbeute bei der noch héheren 
Energie E,, = 34,5 MeV zu bestimmen und mit derjenigen fiir den (y, 1)- 
ProzeB zu vergleichen. 


Apparatur und Meimethode 


Die experimentelle Anordnung, die Korrektur auf den Energieverlust 
der Protonen und das Monitor-Verfahren zur Bestimmung der y-Inten- 
sitat sind in der vorangegangenen Arbeit! beschrieben. Die Reinheit 
der Gase betrug fiir das Argon 99,95% und 99,9% fiir den Sauerstoff. 
Der Raumwinkel, unter dem die Protonen den Detektor erreichten, 
war durch Blenden festgelegt. Aus einem 8,9 cm langen Zylinder wur- 
den die Protonen mit einem gemittelten Raumwinkel von 1,05 - 10°? 
Steradian nachgewiesen. 

Der Untergrund am Ort des Detektors enthielt trotz umfangreicher 
Abschirmung noch so viele energiereiche Elektronen und y-Quanten, 
daB die gesamte Protonenausbeute nur mit einem sehr diinnen Kristall 
gemessen werden konnte. Seine Dicke wurde so gewahlt, daB die Pro- 
tonenspektren bis zu einer primaren Energie von etwa 2 MeV ohne 
Stérung durch Untergrund beobachtet werden konnten. Dies hatte 


? Brix, P., A. KOrpine u. K.H. LInDENBERGER: Z. Physik 154, 569 (1959). 

8 Doscu, H.G., K.H. LINDENBERGER and P. Brix: Nuclear Phys. 18, 615 
(1960). 
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andererseits zur Folge, daB der Kristall nur noch maximal etwa 5,5 MeV) 
Protonenenergie aufnehmen konnte; energiereichere Protonen liefen 
hindurch und gaben nur einen Teil ihrer Energie ab. Aber auch diese 
Protonenimpulse lagen noch oberhalb des durch Untergrund gestérten| 
Bereiches. 

Um auf den Anteil des Spektrums, der durch Untergrund verdeckt, 
war, extrapolieren zu kénnen, wurden die gemessenen Impulsvertei- 
lungen auf den Anteil der durchgelaufenen Protonen korrigiert. Das war 
moglich, weil diese Protonen vorher mit dem dickeren Kristall der frithe- 
ren Anordnung gemessen waren. Man erhielt so eine ungefahre Form 
des Energiespektrums bis etwa 2 MeV beim Argon und bis etwa 1,8 MeV 
beim Sauerstoff. Diese Spektren lieBen sich im Falle des Argon mit Hilfe 
theoretischer Annahmen‘, im Falle des Sauerstoffs unter Beriicksichti- 
gung der bereits von anderen Autoren® gemessenen Spektrumsform 
extrapolieren. 

Als diinne Kristalle wurden CsI-Kristalle einem NaI-Kristall wegen 
der bequemeren Handhabung vorgezogen. Sie wurden zunachst ein- 
seitig poliert, in einen Plexiglaslichtleiter mit Silicondl eingekittet, 
danach auf der anderen Seite auf die gewiinschte Dicke abgeschliffen 
und ebenfalls poliert!*. Die Halbwertsbreite fiir eine «-Linie betrug bei 
kollimierter Einstrahlung 5% bei 5 MeV. 


Fiir den Zusammenhang zwischen Impulshéhe und Protonenenergie 
wurden folgende Eichpunkte benutzt: Der elektrische Nullpunkt, der 
nach mehreren Autoren 1:14.15 gleich dem Energienullpunkt sein soll, 
die Lage der Po?!-g-Linie unter der Beriicksichtigung des Impuls- 
héhenverhaltnisses von «-Teilchen und Protonen gleicher Energie!:15 
und der maximale Energieverlust im Kristall!®. Diese drei Eichpunkte 
liegen gut auf einer Geraden. 


Ergebnisse und Diskussion 
a) Argon 
In der Tabelle ist in Spalte 4 die Zahl der gemessenen Impulse an- 
gegeben, die Energien von mehr als 2 MeV entsprechen; der Fehler be- 
riicksichtigt die Unsicherheit der Untergrundsubtraktion. In Spalte 5 
ist auch auf den Beitrag des A4°(y, «)-Prozesses korrigiert. Dazu wurde 
das Ausbeuteverhaltnis der (y, p+-n)- zur (y, «)-Reaktion auf Grund 


ve KNOEPFEL, H., E. Lorrre u. P. Stott: Helv. Phys. Acta 30, 524 (1957). 

18 Gatonsky, A., C.H. JoHNSON and C.D. Moak: Rev. Sci. Instr. 27, 58 (1956). 

14 BasHKIN, S., RR. CarRitson, R.A. Doueras and J.A. Jacoss: Phys. Rev. 
109, 434 (1958). t 

15 WHETSTONE, A., B. ALtison, E.G. MurrHEAD and J. HALPERN: Rev. Sci. 
Instr. 29, 415 (1958). 

16 Worth, D.W., and G.R. Haste: Rev. Sci. Instr. 31, 169 (1960). 
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der Messung von IAvor® und 
der allgemeinen Systematik?? zu 
6 +2 angenommen. Wegen der 
groBen Absorption der «-Teil- 
chen und der kleineren Impuls- 
héhe im Kristall sind nur die 
a-Energien oberhalb 6,5 MeV in 
den Impulszahlen enthalten. 
Dieser Anteil an dem gesamten 
a-Spektrum wurde der Mes- 
sung’? an den Nachbarkernen 
Cl%°.37 entnommen. Die «-Kor- 
rektur betragt dann (7-3) %. 
In der folgenden Spalte (6) sind 
die Protonenzahlen fiir Energien 
unterhalb 2 MeV angegeben, die 
in der oben erwadhnten Weise 
bestimmt wurden. 


Die Protonenausbeute des 
Argons unter 90° zum y-Strahl 
relativ zur gesamten Ausbeute 
des Cl?(y, n)CU-Prozesses ergibt 
sich damit zu: 


dY 4 (90°)/dQ 
Yc 


= (0,233/Steradian) + 9%. 


Fiir die Berechnung der Gesamt- 
ausbeute ist noch die Kenntnis 
der Winkelverteilung erforder- 
lich. Da unter 90° gemessen 
wurde, kann die Quadrupol- 
interferenz weggelassen und mit 
A +86 sin?# gerechnet werden. 
Die von IAvor® angegebenen 
Werte von A und B sollten auch 
fiir diese Messung zutreffen, da 
die Wirkungsquerschnitte der 
(y, p)- und (y, 2)-Reaktionen 
oberhalb 35 MeV klein sind? 


l? Erpos, P., P. SCHERRER u. 
P. SToLL: Helv. Phys. Acta 30, 639 


(1957). 


Die Impulszahl enthdit alle Impulshéhen, die einer 


(2) bezeichnet. 


,8 MeV beim Sauerstoff ents 


(T1)-Kvristalle sind mit (1) und 


Die beiden verwendeten CsI 


Tabelle. 


LeV sind auf 
, einer Abschatzung dey Un- 
pa 2 MeV sind aus der Energie- 


22h 
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Die Protonenzahlen 


prechen. 


2 MeV beim Argon bzw. 1 


)-Prozesses horrigiert. Die Fehlergr 
revundsubtyaktion und der Unsicher 


Protonenenergie von mehr als 


den Beitrag des (y, a 
genauigheit der Unte 


enzen setzen sich aus dem doppelten statistischen Fehler 


(y, «)-Effektes zusammen. Die Zahlen fiir E 


heit des 


In der letzten Spalte werden die beide 


vertetlung extvapoliert und die Fehlergrenzen geschitzt. 


Protonenzahl 


y-Intensitat 


Protonenzahlen 


a 
@ 
1) 


Kristall 


Impulszahl 


3538 + 150 
4777 + 140 


qq 


0,24 + 0,05 mm CsI (1) 
0,24 + 0,04 mm CsI (2) 
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und die héhere y-Energie bei den Messungen von IAvor deshalb ohne | 


EinfluB bleibt. Der (y, 2p)-ProzeB ist véllig zu vernachlassigen®. Mit 
B/A =1*, * erhalt man fiir das Verhaltnis der A*(y, p +n p)-Ausbeute 
zur C}!2(y, n)CU-Ausbeute bei Ey =34,5 MeV 


V,l¥o= 2,45 £14%. 


In der oben zitierten Veréffentlichung von Doscu, LINDENBERGER 
und Brix’ wurden die Chloraktivitaten ebenfalls gegen Kohlenstoff 
gemessen, so da} die Protonenmessung unmittelbar mit der Aktivitats- 
messung verglichen werden kann, die Y,/Yo =2,53+3% liefert. Das 
ist in sehr guter Ubereinstimmung mit dem obigen Wert. Damit ist 
gezeigt, daS — im Rahmen der angegebenen Unsicherheiten — die 
(y, p)- und (y, 2p)-Prozesse vollstandig durch die Messung der 37 min 
und 56 min Radioaktivitaten erfaBt werden. Die in der Einleitung an- 
gedeutete Moglichkeit, die Messungen von SpIcER* und Doscu, LINDEN- 
BERGER und Brrx® in Einklang zu bringen, besteht nicht. 


b) Sauerstoff 


Die Zahl der gemessenen Impulse oberhalb 1,8 MeV Protonenenergie 
und die Korrekturen zur Bestimmung der gesamten Protonenzahl sind 
in der Tabelle aufgefiihrt. Der (y, «)-Effekt bringt eine Korrektur von 
(5 +3)% 18, die Berechnung erfolgt wie beim Argon. Die endgiiltigen 
Protonenzahlen enthalten auch den Beitrag der (y, 1p)-Reaktion, der 


nicht abgetrennt werden kann und iiber den auch keine anderen Mes- 
sungen vorliegen. 


Die Protonenausbeute des Sauerstoffs unter 90° zum y-Strahl 
relativ zur gesamten Ausbeute des Cl2(y, 1)C-Prozesses ist: 


——_ = (0,218/Steradian) + 12% 2%. 


Fiir die Berechnung der Gesamtausbeute ist die Kenntnis der Winkel- 
verteilung aller Protonen erforderlich. Sie ist fiir verschiedene Energie- 
bereiche der Protonen und verschiedene Maximalenergien der y-Strah- 


* Da in der Originalarbeit kein Fehler angegeben ist, wurde er sehr vorsichtig 
abgeschatzt. 

xx Von Emma, MILoNeE, RINZIVILLO und RusBBino® wurden bei Ey, = 30 MeV 
die Ausbeuten der (y, p+ p)-Prozesse an Argon und Sauerstoff unter 90° zum 
y-Strahl gemessen. Dividiert man die beiden Werte, so ergibt sich 2,05 fiir Argon: 
Sauerstoff. Bringt man an der Argonmessung die von den Autoren vorgeschlagene 
a-Korrektur an, so erniedrigt sich der Wert auf 1,61. Aus unseren relativ zu Kohlen- 
stoff gemessenen Ausbeuteverhaltnissen erhalt man 1,07. Die verschiedene Maximal- 
energie der Bremsstrahlung kann diesen Unterschied nicht erklaren. 

EE SOME Nene Mh, Ions, INot, 7), Soy (1954). 
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lung gemessen®:!%, Die Winkelverteilungen der einzelnen Energiebe- 
reiche wurden mit entsprechenden Gewichten addiert und aus den Ab- 
weichungen der gemessenen Winkelverteilungen untereinander unge- 
fahre Fehlergrenzen gewonnen. Mit B/A =4-+2 erhalt man fiir die 
Protonenausbeute relativ zum Kohlenstoff bei Ey =34,5 MeV: 


Yo/Yc — 2,06 ni 14% . 


Fucus und SALANDER” haben mit demselben Bremsspektrum die 
(vy, 2)-Ausbeute am Sauerstoff relativ zum Kohlenstoff zu Yo (y, )/ 
Yc (y, m) =1,22+1,5% gemessen. Bei E, =34,5 MeV betragt demnach 
das Ausbeuteverhaltnis im Sauerstoff: 


[Yo(y, b) + Yo(y, mp) I/Yo(y, n) = 1,68 + 14%. 


Dieses MeBergebnis kann benutzt werden, um folgendes iiber die inte- 
grierten Wirkungsquerschnitte abzuschatzen: Da der Verlauf von Cus) 
und 0, ,) sehr ahnlich ist®17 gilt mit dem bis 35 MeV integrierten 
Wirkungsquerschnitt von oy, ,,): 


JS Oy n+y,9) GE S(1 +1,68) fog, dE =175 MeVmb. 


Das ist eine obere Grenze, da der (y, ~#)-ProzeB die Protonenausbeute 
vergroBert haben kann. Nach der Summenregel?! sind bereits ohne 
Beriicksichtigung der Austauschkrafte fiir den gesamten integrierten 
Wirkungsquerschnitt 240 MeVmb zu erwarten. Es sind deshalb beim 
Sauerstoff noch wesentliche Beitrage zum Wirkungsquerschnitt ober- 
halb 35 MeV y-Energie zu erwarten, insbesondere wohl auch von Mehr- 
teilchenprozessen. 


Wir danken Herrn Professor Dr. H. KoprFERMANN fir seine stete Férderung und 
sein Interesse an der vorliegenden Arbeit, Herrn Professor Dr. P. Brrx und Herrn 
Dr. K.H. LINDENBERGER fir die Anregung dazu und viele forderliche Ratschlage 
und Diskussionen. Herrn RENNER und den anderen Mitgliedern der Heidelberger 
Betatron-Gruppe gilt unser Dank fiir ihre stete Hilfsbereitschaft bei den Bestrah- 
lungen. Die deutsche Forschungsgemeinschaft und das Bundesministerium fir 
Atomkernenergie und Wasserwirtschaft stellten wertvolle Apparate zur Verfiigung. 


19 Livesey, D.L.: Canad. J. Phys. 34, 1022 (1956). — Spicer, B.M.: Phys. Rev. 
99, 33 (1955). — Brix, P., u. E.K. Mascuxe: Z. Physik 155, 109 (1959). 

20 Fucus, H.: Diplomarbeit Heidelberg 1960. — SALANDER, C.: Diplomarbeit 
Heidelberg 1958. 

21 LEVINGER, J.S., and H.A. BeTHE: Phys. Rev. 78, 115 (1950). 
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Aus dem II. Physikalischen Institut der Freien Universitat Berlin 


Messung der g,-Faktoren von Alkali-Atomen 
mittels paramagnetischer Elektronenresonanz * 
Von 
D. CONRAD 
Mit 3 Figuren im Text 


(Eingegangen am 13. Januar 1961) 


Es wurden magnetische Dipoliibergange an den Atomen Na®3, K**, Rb®, Rb’? und 
Cs}83 zwischen den Zeeman-Komponenten der Hyperfeinstrukturterme im Elek- 
tronengrundzustand ?S; in Absorption beobachtet. Die Messungen wurden bei 
einer Ubergangsfrequenz um 9450 MHz und statischen Magnetfeldern zwischen 
1 und §kG durchgefiihrt. Wa&ahrend die g;-Faktoren von Na®* und K®*? mit den 


2 


nach der Atomstrahlmethode gemessenen Werten!>? iibereinstimmen, zeigen sich 
bei den Atomen Rb®*, Rb§? und Cs!83 Abweichungen. Die bisher angenommene 
Ubereinstimmung der g;-Werte von Rb** und Rb§? wird aus den vorliegenden 
Messungen nicht bestatigt. 


I. Einleitung 


Der Elektronengrundzustand der Alkali-Atome mit der Drehimpuls- 
quantenzahl J =4 spaltet durch magnetische Wechselwirkung zwischen 
der Elektronenhiille und dem Atomkern in ein Hyperfeinstruktur-Mul- 
tiplett (His) auf. Es entstehen dabei soviel Hfs-Terme, wie es Einstell- 


moéglichkeiten zwischen den Drehimpulsvektoren J der Hiille und I des 
Kernes gibt. Da im Falle der Alkali-Atome stets J =$< TJ ist, entstehen 
also 2/+1=2 Hfs-Terme mit den Quantenzahlen F=J+2 und 
F=I— 3. Der Schwerpunkt des Hfs-Termmultipletts bleibt durch die 
Aufspaltung unverdndert. Eine elektrische Wechselwirkung der Hiille 
mit dem Quadrupolmoment des Kernes existiert bei den Alkali-Atomen 
nicht, da wegen der kugelsymmetrischen Ladungsverteilung des s-Elek- 
trons der Gradient der elektrischen Feldstarke am Kernort verschwindet. 


In einem auferen Magnetfeld spalten die Hfs-Terme, deren F +0 
ist, in 2F +4 Zeeman-Terme mit den magnetischen Quantenzahlen 
mh, F—41 k=)... —F aut. 

Man hat zwei Gruppen von Dipoliibergangen zwischen diesen Zeeman- 


Termen zu unterscheiden, die in verschiedenen Frequenzbereichen liegen. 
Es sind dies 


* D. 188 (gekiirzt) 
* Kuscu, P., and H. Taus: Phys. Rev. 75, 1477 (1949). 
? Handbuch der Physik, Bd. XXXVII/1, S. 118. Berlin: Springer 1959. 
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1. Die Ubergange zwischen Zeeman-Termen, die zu einem Hfs-Term 
gehoren (AF =0) und 

2. die Ubergiinge zwischen Zeeman-Termen, die zu solchen Hfs- 
Termen gehéren, deren Quantenzahlen F sich um eins unterscheiden 
pA P=) 

[Der Zeeman-Term mit den Quantenzahlen F=J+4, m=—(I+}) 
ist von dieser Einteilung im starken Feld auszunehmen.] 

In einer Reihe von Arbeiten! 35 sind nach der Atomstrahlmethode 
aus den niederfrequenteren Ubergangen der ersten Gruppe die GriBe 
der natiirlichen Hfs-Aufspaltung und die Verhaltnisse der g 7 Werte ver- 
schiedener Alkali-Atome bestimmt worden. Man fand! bei Li, Na und 
K im Rahmen der MeBgenauigkeit Ubereinstimmung der g,-Faktoren, 
wahrend diese bei Rb*: 8? und Cs!83 um 5-107 bzw. 13-10 gréBer 
waren. Ein Unterschied der g;-Werte der beiden Rubidiumisotope konnte 
nicht mit Sicherheit festgestellt werden. 

Mit Hilfe der paramagnetischen Resonanzmethode haben RoBERTSs, 
BEERS und HILL® an Cs und Suimopa und NisHikawa’ an Na im 
schwachen Feld Messungen mit dem Ziel, die Hfs-Aufspaltung zu be- 
stimmen, durchgefiihrt. 

In der vorlegenden Arbeit wurden Dipoliiberginge der zweiten 
Gruppe beobachtet und vermessen und aus jedem einzelnen Ubergang 
der g)-Faktor absolut bestimmt. 


II. Experimentelles 
1. Spektrometer 


In Fig. 1 ist der vollstandige Aufbau des benutzten Spektrometers 
schematisch dargestellt. Die vom Klystron (723 A/B) ausgehende 3 cm- 
Strahlung durchsetzt einen MeBresonator und wird von einem Detektor 
gleichgerichtet. Der MeBresonator enthalt die paramagnetische Probe 
und befindet sich zwischen den Polschuhen eines Elektromagneten. Das 
statische Magnetfeld H, kann langsam variiert werden. Zusatzlich ist 
das Feld H, am Ort der Probe mit 110 kHz moduliert. Beim Uberfahren 
einer Absorptionslinie tritt demnach am Empfangsdetektor eine 110 kHz- 
Komponente auf, die iiber einen schmalbandigen Verstarker hoch ver- 
starkt und nach Gleichrichtung wahlweise dem Oszillographen Oz 2 oder 
dem Schreiber zugefiihrt wird. 

Beim Bau des Spektrometers, das speziell zur Untersuchung der 
paramagnetischen Elektronenresonanz von Gasen und Dampfen gedacht 

3 FRANKEN, P., and S. Kornic: Phys. Rev. 88, 199 (1952). 

4 Kuscu, P., S. Miriman and I. I. Rasi: Phys. Rev. 57, 765 (1940). 

5 MitimMaAN, S., and P. Kuscu: Phys. Rev. 58, 438 (1940). 


6 Roperts, A., Y. Beers and A. G. Hitt: Phys. Rev. 70, 112 A (1946). 
? Suimopa, K., and T. Nisuikawa: J. Phys. Soc. Japan 6, 516 (1951). 
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war, stand die Forderung méglichst groBer Empfindlichkeit im Vorder- | 
grund. Durch die Wahl von 110 kHz fiir die zusatzliche hochfrequente | 
Feldmodulation kommt man zugunsten der Empfindlichkeit vom nieder- | 
frequenten Eigenrauschen des Empfangsdetektors frei. Es konnen bei | 
dieser Modulationsfrequenz jedoch nur Absorptionslinien von einer | 
Breite bis herunter zu 70 mG (bei g =2) ohne Modulationsverbreiterung | 
registriert werden. LLEWELLYN® hat experimentell gezeigt, da durch | 
eine héhere Modulationsfrequenz kein wesentlicher Gewinn an Empfind- | 
lichkeit trotz der damit verbundenen Verbesserung der Rauscheigen- 


Categeps 


Hz Siow. 
ite Hz ‘Kino 


Frequenzvergleich 


Fig. 1. Blockschaltbild des Spektrometers 


schaften erzielt wurde. Die Nachweisgrenze des hier beschriebenen 
Spektrometers liegt zur Zeit bei 10° Mol DPPH. 

Das mit stabilisierten Betriebsspannungen versorgte Reflexklystron 
ist mittels einer quarzgesteuerten Frequenzdekade (Schomandl FD 3) 
und einem phasenempfindlichen Diskriminator (Schomandl FDS 3) auf 
107 frequenzstabilisiert. Die jeweilige Mikrowellenfrequenz (Frequenz 
der Dipoliibergange) kann auf 3 - 10-7 genau gemessen werden. Mit dem 
H,,;-Wellenmesser wird die Frequenz zunachst grob auf 0,5 MHz ein- 
gemessen. Die hundertste Oberwelle des 100 kHz-Normalquarzes der 
Dekade wird laufend mit der 10 MHz-Normalfrequenz des Senders MSF 
(National Physical Laboratory, England) kontrolliert, deren Genauigkeit 
mit besser als 10°§ angegeben wird. 

Das Klystron ist durch den Einweghohlleiter E, von der Mikro- 
wellenleitung in Riickwartsrichtung isoliert. 

Als MeBresonator wird ein H,).-Rechteckresonator benutzt, der von 
der Mikrowellenleitung durch die beiden Einweghohlleiter E, und E, 


8 LLEWELLYN, P.M.: J. Sci. Instrum. 34, 236 (1957). 
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ebenfalls isoliert ist. Der Resonator (Fig. 2) ist in der Mitte seiner Schmal- 
seiten zur Aufnahme der Proben mit einer Bohrung von 10mm Durchmes- 
ser versehen. AuBerdem ist beiderseits der zentralen Bohrung eine Leiter- 
schleife aus Silberdraht durchgefiihrt, die zur hochfrequenten Modulation 
des statischen Magnetfeldes am Ort der Probe dient. Die Modulations- 
amplitude (Spitze-Spitze) ist von 0 bis 10 G variabel. Die Giite des Reso- 
nators liegt mit eingebrachter Probe und Modulationsschleife bei 3500. 

Als Empfangsdetektor dient 
eine Silizium-Diode 1 N 23 E. 
Die Verstarkung des empfan- 
genen Absorptionssignals ist 
in Vor- und Hauptverstarkung 
aufgeteilt und betragt insge- 


Quarzrohr 


_Alkalimetall 


770 kHz -/Yodu/ations - 


sparnnung 

samt 5-108. Wahrend der 
Vorverstairker nicht selektiv 
arbeitet, besitzt der Haupt- | 
verstarker eine Bandbreite VreBresonator 
von 8 Hz. Diese kann nieder- Verdamptungsrohrchen 
frequenzseitig durch RC-Filter 
stufenweise weiter bis auf 
0,06 Hz reduziert werden. 

He/zparrone 


Auf dem Oszillographen Oz 2 

wird der Betrag der ersten 

Ableitung der Absorptions- 

linien beobachtet (oder mit 

dem Schreiber registriert), da 

auf eine phasenempfindliche 

Gleichrichtung bewubt  ver- 

zichtet wurde. Diese Methode Lut 

3 : Fig. 2. Schnitt durch den MeBresonator mit 

erlaubt eine sehr genaue Ein- Heizvorrichtung 

stellung des Magnetfeldes aut 

die Spitze einer Linie. Bei den vorliegenden Linienbreiten (vgl. Tabelle 3), 

die als Abstand der Wendepunkte angegeben sind, betragt die Einstell- 

unsicherheit des Magnetfeldes +(5 bis 10) mG und hegt damit unter 

der méglichen MeBgenauigkeit des Magnetfeldes (s. weiter unten). Fig.3 

zeigt das registrierte Signal einer Natriumlinie. Sie wurde vom Magnet- 

feld etwas zu schnell im Verhialtnis zur eingestellten Bandbreite des 

Empfangskanals von 0,64 Hz iiberfahren. Deshalb geht das Signal auf der 

Linienspitze nicht ganz auf Null zuriick. Bei den endgiiltigen Messungen 

wurde das Magnetfeld jedoch von Hand auf die Linienspitzen eingestellt. 
Die auBeren Magnetfelder werden mit einem auf 10° stromstabili- 

sierten Elektromagneten (Varian, USA) mit einem Polschuhdurchmesser 

yon 15 cm erzeugt. Zur Homogenisierung der Felder tragen die Polschuhe 
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mechanische Ringshims fiir einen Luft- 
spalt von 68mm. Die relative Feldab- 
weichung betragt in der Mittelebene des 
Luftspaltes in radialer Richtung 10~ bei 
48 mm Abstand vom Mittelpunkt. Die 


untersuchten Alkaliproben blieben mit | 
41mm radialer Ausdehnung vom Mittel- _ 


punkt innerhalb dieses Bereiches. Uber 
die axiale Ausdehnung der Proben von 
2mm vom Mittelpunkt war eine Inhomo- 
genitaét nicht nachzuweisen. 

Die Messung der magnetischen Feld- 
starke geschieht mit einem Protonen- 
resonanz-Magnetfeldmesser (AEG). Das 
Probenvolumen der mit Glyzerin gefiill- 
ten MeBsonden betragt 8 - 8 - 2mm. 
Die Protonenresonanzfrequenz w =y- Hy 
wird mit einem Frequenzmesser (Scho- 
mandl FD 1) auf 5-106 genau gemes- 
sen. Da der y-Wert des Protons jedoch 
nur auf 10° bekannt ist, ist auch die 
Absolutgenauigkeit der Magnetfeldmes- 
sung auf 10° begrenzt. 

Der Oszillograph Oz 1 erlaubt einen 
Vergleich der beiden 100 kHz-Bezugs- 
quarze von Frequenzdekade und Fre- 
quenzmesser. 


2. Verdampfung der Alkali-Metalle 


In Tabelle1 sind die Temperaturen zur 
Erzielung verschiedener Alkali-Dampf- 
drucke zusammengestellt. Um bei einem 
Druck von 0,1 mm Hg zu arbeiten, 
waren Temperaturen von 200 bis 360 °C 
erforderlich. (Li konnte nicht unter- 
sucht werden, da kein gegen Lithium- 
dampf bei 600 °C bestandiges Gefa8 zur 
Verfiigung stand.) 

Das Material fiir die Verdampfungsge- 
faBe hatte zwei Forderungen zu erfiillen: 


1. Ausreichende chemische Bestandigkeit gegen Alkali-Dampfe bei 
der jeweiligen Arbeitstemperatur und 


9 DRIscoLt, R. L., and P. L. BENDER: Phys. Rev. Lett. 1, 413 (1958). 
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Tabelle 1 


Element | 
| 
a 614 | 729 | 885 | 1098 | 1372 
Na 358 | 440 | 550 | 698 883 
x. 266 | 344 | 442 | 586 | 776 
Rb 223 | 293 | 403 | 527 713 
Cs. 206 | 276 372 S12 690 


2. geringe dielektrische Verluste im Frequenzbereich der Mikrowellen. 
Untersuchungen zeigten, daB das Einschmelzglas Nr. 8243 (Schott & Gen., 
Mainz) beide Forderungen hinreichend erfiillte und sich somit zur Her- 
stellung von Verdampfungsampullen fiir die Alkali-Metalle mit Ausnahme 
von Lithium besonders eignete*. Die Metalle wurden mit Zirkonpulver 
aus ihren Chromaten im Vakuum reduziert und in die an die Vakuum- 
apparatur angesetzten Ampullen getrieben. Diese wurden dann unter 
Vakuum abgezogen. Sie enthielten im Mittel einige Milligramm Alkali- 
Metall. Zur Verdampfung der Alkalien wurden die Ampullen mit zwei 
Bronze-Federringen in einem diinnwandigen Quarzrohr festgeklemmt, 
das durch die 10 mm-Bohrung des MeBresonators gesteckt wurde (Fig. 2). 
In der sich nach unten anschlieBenden Erweiterung des Quarzrohres 
befand sich eine 500 W-Heizpatrone. Von unten wurde durch das 
Quarzrohr iiber die Heizpatrone ein Luftstrom geblasen, der die Ver- 
dampfungsampulle umspiilte und ziemlich gleichmaBig erhitzte. Der 
Heizstrom der Patrone wurde so eingestellt, daB an der Spitze der 
Ampulle auBerhalb des Resonators, wo sich in allen Fallen noch unver- 
dampftes Metall befand, mit einem Thermoelement die dem Sattigungs- 
druck von 0,1 mm Hg entsprechende Temperatur gemessen wurde. Die 
mit Na gefiillten Ampullen waren bei 350 °C nach etwa fiinf Betriebs- 
stunden verbraucht. Die mit K, Rb und Cs gefiillten Ampullen hatten 
dagegen eine wesentlich gréBere Lebensdauer. 

Um eine Erwarmung des MeBresonators zu verhindern, trug dieser 
seitlich angebrachte Kupferbleche mit aufgeléteten Kiihlschlangen, die 
von Leitungswasser durchflossen wurden. Samtliche im Luftspalt des 
Magneten befindlichen Teile wurden mit Hilfe der Protonenresonanz auf 
Freiheit von ferromagnetischen Verunreinigungen gepriift. 


III. Ergebnisse 
Die Aufspaltung der Hfs-Terme unter dem Einflu8 eines auferen 
Magnetfeldes wird durch die Breit-Rabi-Formel beschrieben. Die Energie- 
abstainde W,,.,, der einzelnen Zeeman-Terme mit den Quantenzahlen F 


a Auch an dieser Stelle méchte ich Herrn Prof. Dr. W. Heimann, Physikalisch- 
Technische Werkstatten Wiesbaden, fiir freundliche Unterstiitzung bestens danken. 
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| 

| 

| 

und m vom Termschwerpunkt sind fiir jedes Feld Hy (unter Voraus-) 
setzung bestehender Russel-Saunders-Kopplung) gegeben durch 

AW y AW 4m x 2\? 

Wr m= — (21 +1) + Me Hy m gr + a (1 eles x?) : 


Hierin bedeuten AW die natiirliche Hfs-Aufspaltung, 


x — 67 — 81) HB 
AW 


und 


Die magnetische Quantenzahl m durchlauft die Werte fF, fF —1, F —2,... 
—F, 


Tabelle 2 
Atom | AW (MHz) valeK © are 
| 
NE 1771,6262 +1 2,2172 = 3 | 2 
Oe eel 461,7197 +2 Gey ee ae a | 2 
| 
Rb... . 9035735 222 135335, pelea 
| 
Re ey 6834,685 +2 2,7503 +5 2 
Cr88, . . . | 9192,6318341 2,5772+9 3 


Die Fehlerangaben beziehen sich auf die letzte Stelle. 


Bei bekannter Hfs-Aufspaltung AW und bekanntem magnetischen 
Kernmoment /;/{4x kann fiir jede Absorptionslinie aus einer Messung von 
Linienfrequenz und Magnetfeld der g;-Faktor bestimmt werden. In 
Tabelle 2 sind die benutzten Werte AW, u;/ux und J zusammengestellt. 
Das Bohrsche Magneton wurde mit wz = 1,39967 +0,00004 MHz/G ein- 
gesetzt. 

Fiir jede der insgesamt 23 vermessenen Absorptionslinien wurden 
Frequenz und Magnetfeld jeweils mindestens zehnmal eingestellt und 
gemessen. Jeder g)-Wert stellt also den Mittelwert aus zehn oder mehr 
Einzelmessungen dar, deren relativer Streufehler maximal 1,5 - 10~> be- 
trug. Unter Beriicksichtigung der MeBfehler von Frequenz und Magnet- 
feld, die 1m vorigen Kapitel diskutiert wurden, und der Fehler der iibrigen 
eingehenden GréBen ergibt sich fiir die g;-Werte ein relativer Fehler von 
3 -410°. 

In Tabelle 3 sind die Ergebnisse zusammengefaBt. In der ersten 
Spalte steht unter dem untersuchten Atom in Klammern die jeweilige 


10 Siehe Zitat 2, S. 100. 


1. Ramsey, N. F.: Nuclear Moments, S. 78. New York: John Wiley & Sons, Inc. 
1953. 
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Arbeitstemperatur. Die zweite Spalte gibt die Quantenzahlen F und m 
der beiden Zeeman-Terme an, zwischen denen der beobachtete Absorp- 
tionstibergang stattfand. In Spalte 3 sind die zwischen den Wende- 
punkten gemessenen Linienbreiten angegeben. Die nach der Breit-Rabi- 
Formel errechneten g;-Werte stehen in der vierten Spalte, und Spalte 5 
gibt zum Vergleich die theoretisch gefundenen Werte der g,-Faktoren 


Tabelle 3 
Ato: 
ieanperaten) (F, m) > (F’, m’) AH (mG) gy (gem.) |  &y (theor.) * 
| 
Na®# ie 4) —> (2, 2) 2,002 281 
dant 4, O) => (2, 4) 20023038 | 
0) AG 2 , 303 | 4 A 
5 (1, — 1) + (2, 0) 350 2002295 | 2002293 
(2, = 2) = (= 1) 2,002 292 
KS? e 1) — (2, 2) 2,002 326 
é iO) SSO) 2,002 325 
D7 O2C 2 , 4 
ane CR S00) 2,002 322 ee 
By =2y (y=) 2,002 288 
Rb*? (2, 2) > (3, 3) 2,002329 
(2, 1) > (3, 2) 2,002 373 
220°C (250 S, 4) ¢ 2,002 315 ‘ 
( ) (Bee Ahe=s (3,0) 250 2,002 283 ENE 
(2 = 2) = (> = 1H) 2,002 298 
(6, = 3) = (6, =2) 2,002 324 
Rb*? (AA —n( 252) 230 2,002078 : 
220 °C (4, 0) > (2, 1) 400 2,001 535 * 
Se, Gi = A)p=> (25.0) 400 DiOOAS70%s | 702 
(aE SOS 230 2,002 086 
CE (3, — 1) => (4, 0) 2,003 265 
(3, 0) > (4, —1) 350 2,003 293 
(200 °C) (3, —1) > (4, —2) 2,003 274 2,002 44 
(3, —3) > (4, —2) 520 2,002 062 * 
Gy =) == (Ch = 3) = 2,003 270 


an?. Die mit einem Stern versehenen Absorptionslinien bestehen aus 
nicht aufgelésten Dubletts, erkennbar an der wesentlich gréBeren Linien- 
breite. Die aus ihrem Linienschwerpunkt berechneten gj-Werte sind 
daher mit einem gr6Reren systematischen Fehler behaftet. 


Fiir den Ubergang (4, — 4) >(4, —3) am Cs!*? war bei der Frequenz 
yon 9473 MHz ein Magnetfeld von nahezu 6 kG erforderlich. Um diese 
Feldstarke zu erreichen, muBte der Polabstand des Magneten von 68 auf 
56 mm verringert werden. Da fiir diesen Abstand jedoch keine passenden 
Shims zur Verfiigung standen, wurde das Feld tiber den Bereich der 
Probe so inhomogen, daB demzufolge das Absorptionssignal erheblich 
verbreitert war. Die Angabe einer Linienbreite ist in diesem Fall nicht 

Z. Physik. Bd. 162 12 


168 D. Conrap: Messung der g7-Faktoren von Alkali-Atomen 


mehr sinnvoll. Der zugehérige g;-Wert ist mit einem entsprechend 
gréBeren Fehler behaftet. 


Die g;-Werte von Na®3 und K* stimmen im Rahmen der MeBgenauig- 
keit mit den bisher experimentell gefundenen? und theoretischen Werten 
iiberein. Bei Rb* liegt der MeBwert dieser Arbeit naher am theoretischen. 
Dagegen erkennt man bei Rb*? und Cs!%? eine systematische Abweichung 
von den bisher bekannten experimentellen und theoretischen Werten. 

Besonders bemerkenswert ist der systematische Unterschied der 
gy-Werte der beiden Rb-Isotope, der deshalb als gesichert erscheint, da 
beide Isotope in derselben Ampulle unter vollig gleichen Bedingungen 
untersucht wurden. Der Unterschied kann nur durch die Verschieden- 
heit der Kerne bedingt sein. Abgesehen von der unterschiedlichen 
Neutronenzahl ist Rb*’ schwach f--aktiv. 


Herrn Prof. Dr. R. HONERJAGER, der die Anregung zu dieser Arbeit gab, 
schulde ich aufrichtigen Dank fiir das stets fordernde Interesse, das er dem Fort- 
gang der Arbeit entgegengebracht hat. Herrn Dipl.-Phys. H. MARSEILLE, Wies- 
baden, danke ich fiir die Unterstiitzung bei der Anfertigung der Verdampfungs- 
ampullen, der Institutswerkstatt unter Leitung von Herrn Haune fiir die sorgfaltige 
Ausfiihrung der feinmechanischen Arbeiten und der Deutschen Forschungsgemein- 
schaft fiir die Bereitstellung einiger Gerate. 
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Aus dem II. Physikalischen Institut der Technischen Universitit Berlin 


Uber den Einflu8 der Temperatur 
auf die Feldverstarkung und Feldausléschung 
der Kathodolumineszenz 
Von 
H. Gosrecut, H.-E. GuMiLicH* und J. zum Brucu 
Mit 4 Figuren im Text 

(Eingegangen am 3. Dezember 1960) 
The luminescence of manganese activated zinc sulfide has been investigated. It 
was found that the luminescence, excited by cathode rays, is profoundly influenced 
by alternating electric fields. At room temperature the emission due to the manga- 
nese is enhanced, and that due to selfactivation is quenched by the field. At lower 
temperatures, however, the direction of the energy transport controlled by the 
electric field changes the sign: the emission of mangenese is quenched by the field, 
whereas the luminescence due to selfactivation is enhanced. This behaviour may 


be explained with reference to our model according to which the electrons gain 
energy in the electric field and the number of occupied states changes. 


Einfihrung 

Werden Leuchtstoffe vom Zinksulfid-Typ durch Réntgenstrahlen, 
durch ultraviolettes Licht, durch Kathoden- oder durch «-Strahlen zur 
Lumineszenz erregt und gleichzeitig elektrischen Feldern ausgesetzt, so 
k6nnen die elektrischen Felder die Starke der Lumineszenz andern. Je 
nach Grundsubstanz, Aktivatorgehalt, Anregungsart und Anregungs- 
starke, Feldstarke und Feldfrequenz wird dabei die Lumineszenz ent- 
weder verstarkt oder ausgeléscht. Die Lumineszenz-Ausléschung durch 
elektrische Felder wurde von DECHENE entdeckt?, iiber die permanente 
Verstaérkung der Lumineszenz von Leuchtstoffen, die durch Strahlung 
erregt werden, berichteten zum ersten Male G. und M. DEstRIAvu?. In- 
zwischen haben auch einige andere Autoren, wie CUSANO, WILLIAMS, 
THORNTON und Woops?®> Verstarkungseffekte an pulverférmigen oder 
an aufgedampften Leuchtstoffen beobachtet. Die Beobachtungsergeb- 
nisse dieser Autoren weichen in wesentlichen Punkten voneinander ab, 
so daB man heute annehmen darf, daB es mehrere Verstarkungseffekte 
mit unterschiedlichen Mechanismen gibt. Die Untersuchungen, iiber die 
* Jetzt: Institut fiir Elektronenmikroskopie am Fritz-Haber-Institut der Max- 
Planck-Gesellschaft, Berlin-Dahlem. 

1 DécHENE, G.: C. R. Acad. Sci., Paris 201, 139 (1935). 

2 DestRIAU, G., and M. Desrriau: Meeting Electrochem. Soc. Chicago, Mai 
C 
Be Cucanis, D. A., and F. E. Wittiams: J. Phys. Radium 17, 742 (1956). 

4 THorRNTON, W. A.: Bull. Amer. Phys. Soc. 2 (3), 273 (1958). 

5 Woops, J.: J. Electronics and Control 3, 531 (1957). 
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wir hier berichten, beziehen sich auf den zuerst von DESTRIAU beobach- | 


teten Feldverstarkungseffekt, der offensichtlich an die Grundsubstanzen 


Zinksulfid und Kadmiumsulfid und an den Aktivator Mangan gebunden — 


ist. Eines der bemerkenswertesten Ergebnisse friiherer Arbeiten tiber 
diesen Effekt war die Beobachtung, daB elektrische Felder zwar die 
charakteristische gelbe Mangan-Bande verstarken kénnen, wenn die 
experimentellen Bedingungen geeignet gewahlt werden®”, nicht aber 
die gleichzeitig von den manganaktivierten Zinksulfiden emittierte blaue 
Grundgitterbande. 

Eine Erklarung der Feldverstarkung und Feldausléschung pulver- 
formiger manganaktivierter Zinksulfide war von uns in Ubereinstimmung 
mit anderen Autoren mit Hilfe eines Energietransportprozesses gegeben 
worden, bei dem elektrische Felder die Leuchtstoffe nicht zusatzlich 
anregen, sondern die Verteilung der durch die anregende Bestrahlung 
iibernommenen Energie auf die Rekombinationszentren andern!, 
Nach diesem Modell steuert das elektrische Feld durch drei Vorgange die 
strahlenden Rekombinationen iiber Mangan- und Grundgitter-Zentren 
und die strahlungslosen Rekombinationen: 


1. Es verschiebt Ladungstrager rdumlich innerhalb der Leuchtstoff- 
kristallite. 


2. Es bringt Elektronen in die iiber dem Valenzband liegenden 
Aktivatorniveaus und schafft damit freie Defektelektronen. 


3. Es befreit Elektronen aus Termen unterhalb des Leitungsbandes, 
erzeugt also freie Elektronen. 

Da die beiden letztgenannten Prozesse auch mit Hilfe thermischer 
Energie vonstatten gehen kénnen, besteht eine Konkurrenz zwischen 
den thermisch und den elektrisch induzierten Elektronentibergangen. 
Die Auswirkung der durch das elektrische Feld bewirkten Elektronen- 
iibergange auf die Lumineszenz muB deshalb in charakteristischer Weise 
von der Leuchtstofftemperatur abhangen. Damit kann das Temperatur- 
verhalten der Elektrokathodolumineszenz als ein Kriterium fiir die 
Brauchbarkeit unserer Modellvorstellungen betrachtet werden. 


® Goprecnt, H., and H.-E. Gumticu: J. Phys. Radium 17, 754 (1956). 

* MaTrLeR, J.: Meeting Electrochem. Soc., Washington 1957. 

8 JAFFE, P.M.: J. Electrochem. Soc. 106, 667 (1957). 

§ Gosrecut, H., H.-E. Gumiicu, H. NELKowskr u. D. LANGER: Z. Physik 
149, 504 (1957). 

10 CocHE, W., and R. HENcK: J. Phys. Radium 20, 827 (1959). 

11 Curtgz, D.: Progress in Semiconductors 2, 251 (1957). 

12 Marossi, F.: Elektrolumineszenz und Elektrophotolumineszenz. Braun- 
schweig: Vieweg 1957. 

18 Tvey, H. F.: Conférence Internat. sur l’Etat Solide, Briissel 1958. 

14 GumLicH, H.-E.: Diss. TU Berlin 1958. 

1° GoBREcHT, H., u. H.-E. Gumuicu: Z. Physik 158, 226 (1960). 
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Wir haben deshalb manganaktivierte Zinksulfide, die sowohl die 
blaue Grundgitter- als auch die gelbe Mangan-Bande emittieren, bei 
Temperaturen zwischen 90 und 350° K mit Elektronenstrahlen angeregt 
und die durch elektrische Wechselfelder hervorgerufenen Anderungen 
in der Starke der Emissionsbanden gemessen. 


Experimentelle Anordnung und Ergebnisse 


Die Untersuchungen wurden folgendermafen ausgefiihrt: Die pulver- 
formigen Leuchtstoffe wurden in Araldit eingebettet. Eine diinne 
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Fig.1a u. b. Oben: Stationaére Strahlungsstarke J (mit Feld) und J) (ohne Feld) der gelben (a) und der 

blauen (b) Emissionsbande des Leuchtstoffes ZnS (10~* Mn) in Abhangigkeit von der Temperatur. Unten: 

Temperaturabhangigkeit des Feldfaktors g=J/I,. Kondensatorspannung U=150 V, Feldfrequenz f= 500 Hz, 
Energie der anregenden Elektronen E=10 keV 


Leuchtstoff-Araldit-Schicht befindet sich zwischen einer Glasplatte mit 
leitender Oberflache und einer 0,1 » dicken Aluminiumschicht, durch 
welche Elektronen mit einer Energie von 10 keV geschossen wurden. 
Dieser Leuchtkondensator (Elektronenabstand etwa 40 wu) ist von einem 
Kupfermantel umgeben, der durch eine elektrische Heizung und durch 
einen Strom fliissiger Luft auf Temperaturen zwischen 90 und 400° K 
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gebracht werden kann. Die Regulierung der Heizung und der Kiihlung 
erlaubt es, den Leuchtkondensator in diesem Bereich zeitlich unbegrenzt 
auf konstanten Temperaturen zu halten. 
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Fig. 2a—d. Stationadre Strahlungsstarke J (mit Feld) und J, (ohne Feld) der gelben (A,=576 nm) und der 

blauen (A4,=451 nm) Emission von ZnS (10°?Mn), Untere Kurven: Feldfaktoren g=J/I,; Energie der 

anregenden Elektronen E=10 keV; Stromdichte: a) c) i=3-10-* Amp/cm?2, b) d) i=200 - 10-* Amp/cm?; 
Parameter :Feldfrequenz; Kondensatorspannung U=150 V 


Um in dieser Anordnung reproduzierbare Werte zu erhalten, muBte 
nach jeder Temperaturanderung die Einstellung eines neuen Temperatur- 
und Strahlungsgleichgewichtes abgewartet werden. Erst nach einer 
Einstellzeit von etwa einer halben Stunde von MeBpunkt zu MeBpunkt 
ergaben sich dabei reproduzierbare Werte. Das von den Leuchtstoffen 
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emittierte Lumineszenzlicht wurde durch Interferenz- und Farbglas- 
Filter in Emissionsbanden zerlegt, deren Starke mit (Z) und ohne (J,) 
elektrisches Feld durch eine Photozelle mit Sekundarelektronenverviel- 
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facher gemessen wurde. Das Verhaltnis dieser Strahlungsstarken 
qg=I/I,, das als Feldfaktor bezeichnet wird, ist die fiir unsere Uber- 
legungen wichtigste Bestimmungsgr6Be. Der Feldfaktor wurde bestimmt 
in Abhangigkeit von der Emissionswellenlange, der Starke der Anregung, 
der Temperatur sowie der Starke und Frequenz des elektrischen Feldes. 

Die Untersuchungen ergaben, daB die Mangan-Bande bei Zimmer- 
temperatur durch elektrische Felder verstarkt, die blaue Grundgitter- 
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Emission nicht verandert oder abgeschwacht wird (Fig. 1), so wie es 
bereits bei friiheren Arbeiten gefunden worden war®. Mit wachsender 
Temperatur steigen dabei sowohl die Feldverstarkung der gelben als — 
auch die Feldausléschung der blauen Bande. Dagegen kehren sich die | 
Erscheinungen um, wenn die Leuchtstoffe, von Zimmertemperatur aus- | 
gehend, abgekiihlt werden. Mit sinkender Temperatur wird der Feld- 
faktor der Mangan-Emission kleiner und unterschreitet den Wert 1, d.h. 
die Feldverstarkung geht in eine Feldausléschung iiber. In etwa dem- 
selben Temperaturbereich wachst der Feldfaktor der blauen Grund- 
gitteremission und wird gréBer als 1. Aus der Feldausléschung der 
blauen Emission wird also bei Abkiihlung des Leuchtstoffes eine Feld- 
verstarkung. Diese Feldverstarkung der blauen Bande ist anfangs ziem- 
lich gering; sie bleibt zunachst kleiner als 10%. Unterhalb von 150° K 
aber steigt sie steil an und erreicht bei weiterer Abkiihlung 300%, 
d.h. den Feldfaktor 4. Bezeichnenderweise sinkt gerade in dem Tem- 
peraturbereich, in dem der Feldfaktor der blauen Grundgitter-Emission 
steil ansteigt, der Feldfaktor der gelben Mangan-Bande steil! ab. 

Sowohl die Frequenz des elektrischen Feldes als auch die Starke der 
Anregung beeinflussen die Temperaturkurven der Feldfaktoren beider 
Emissionsbanden. Dabei lassen sich folgende Tendenzen erkennen 
(Fig. 2): 

1. Im Gebiet niedriger Temperaturen wachst sowohl die Feldaus- 
léschung der Mangan-Bande als auch die Feldverstarkung der Grund- 
gitterbande mit steigender Feldfrequenz. Eine Erhéhung der Anregungs- 
dichte um fast zwei Zehnerpotenzen erniedrigt die Feldverstarkung der 
blauen Emission und die Feldschwachung der Mangan-Emission um so 
mehr, je niedriger die Feldfrequenz ist. Die Feldverstarkung der blauen 
Emission ist also im Tieftemperaturgebiet um so starker, je niedriger 
die Anregungsstarke, aber je hoher die Feldfrequenz ist. Fiir die Feld- 
schwachung der gelben Emission gilt prinzipiell die gleiche Aussage. 

2. Im Gebiet héherer Temperaturen sind sowohl der EinfluB der Feld- 
frequenz als auch der der Anregungsstarke auf die Feldfaktoren der 
blauen Emission gering. Im Gegensatz dazu aber wird die Feldverstar- 
kung der gelben Emission in diesem Bereich stark von der Feldfrequenz 
und von der Anregungsdichte beeinfluBt. Allerdings sind die Abhangig- 
keiten recht kompliziert, denn der Feldfaktor der gelben Emission durch- 
lauft sowohl in Abhangigkeit von der Feldfrequenz als auch von der 
Anregungsstarke in einigen Temperaturintervallen Maxima bzw. Minima. 
Im wesentlichen nimmt aber im Gebiet héherer Temperaturen die Feld- 
verstarkung der gelben Bande mit wachsender Frequenz und wachsender 
Anregungsstarke ab. 

3. Die charakteristischen Punkte auf der Temperaturskala, bei denen 
a) der steile Anstieg der Blauverstarkung einsetzt, b) die Feldverstarkung 
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Kondensatorenspannung U[V] 

Fig. 3. Feldfaktor q=J/I, der gelben Emission von ZnS (10-3 Mn) als Funktion der Kondensatorspannung U. 
Energie der anregenden Elektronen E=10 keV; Stromdichte: links i=3- 10~® Amp/cm?, rechts 1=200- 
10~*® Amp/cm? 
der gelben Emission in eine Feldausléschung iibergeht und c) der Feld- 
faktor der gelben Emission bei tiefen Temperaturen ein Minimum durch- 
Jéuft, werden durch eine Anderung der Feldfrequenz und der Anregungs- 

dichte nur relativ wenig verschoben. 
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Die Elektrokathodolumineszenz hangt in charakteristischer Weise | 
von der an die Leuchtkondensatoren gelegten Spannung, d.h. von der | 
Feldstarke ab. Bei den Untersuchungen an pulverférmigen Substanzen | 
hatte sich bis jetzt meist herausgestellt, daB sowohl die Feldverstarkung _ 
als auch die Feldausléschung schwacher als linear mit der Kondensator- | 
spannung wachsen und in vielen Fallen einem Sattigungswert zustreben. — 
Dieses Verhalten konnte auch bei den Untersuchungen iiber die Elektro- 
kathodolumineszenz gefunden werden. Fig. 3 gibt als Beispiel eine Uber- | 
sicht ttber die Spannungskennlinien der gelben Emission bei ver- — 
schiedenen Leuchtstofftemperaturen. Bemerkenswert ist, daB man unter 
giinstigen Versuchsbedingungen (z.B. bei niedrigen Frequenzen und 
Temperaturen, geringen Anregungsstaérken) auch erreichen kann, daB 
der Feldfaktor mit steigender Feldstarke einen Extremwert durchlauft _ 
(Fig.3 links unten). Mit sehr niedrigen Feldstarken wachst der Feldfaktor 
zuerst an zu einem Wert, der iiber eins liegt; die gelbe Emission wird 
verstarkt. Dann sinkt er aber mit wachsender Kondensatorspannung ab 
und wird kleiner als eins; die Verstarkung geht in eine Ausléschung tiber. 


SchluBfolgerungen 


Wir glauben, aus diesen Beobachtungen folgende Schliisse ziehen zu 
diirfen: 


1. Die Verstarkung der Lumineszenz durch elektrische Felder wird 
zwar offensichtlich durch den Einbau von Mangan-Aktivatoren ermég- 
licht, sie ist aber nicht, wie man das nach den bisher an Ahnlichen 
Leuchtstoffen gemachten Beobachtungen glaubte, auf die charakteristi- 
sche Mangan-Bande beschrankt. Dies bestatigt unsere Annahme, daB 
sich die Feldverstarkung nicht innerhalb der Mangan-Zentren abspielt, 
sondern da8 das gesamte Leuchtstoff-Grundgitter wesentlich beteiligt ist. 


2. Die entgegengesetzte Tendenz der Feldfaktoren beider Emissions- 
banden in Abhangigkeit von der Temperatur, also der Anstieg der 
Kurve g =/(7) der gelben, der Abfall von g =/(T) der blauen Lumines- 
zenz beisteigender Temperatur, weist darauf hin, daB das elektrische Feld 
die Gesamtzahl der Elektronenrekombinationen pro Zeiteinheit im 
Leuchtstoff nicht andert, sondern nur die Verteilung der Anregungs- 
energie auf die verschiedenen Rekombinationszentren steuert. 


3. Wie ein Vergleich der Lumineszenz- und Feldfaktor-Kurven zeigt, 
hat das elektrische Feld in weiten Bereichen dieselbe Wirkung auf die 
Starke der Emissionsbanden wie eine Temperaturerhéhung des Leucht- 
stoffes. Da die Anderung der Lumineszenz bei Temperaturerhéhung eine 
Folge des Anhebens von Elektronen mit Hilfe thermischer Energie in 
hdhere Energieniveaus ist, darf geschlossen werden, daB der Elektro- 
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kathodolumineszenz ein dhnlicher Mechanismus zugrunde liegt. Die- 
sem Effekt iiberlagert sich allerdings der Transport von Ladungstragern 
aus einem Leuchtstoffbereich in den anderen. Nur diirfte der Transport 
freier Ladungen sehr viel weniger temperaturempfindlich sein als das 
Anheben von Elektronen in héhere Energiestufen durch elektrische Felder. 

4. Das Auftreten von Extremwerten in der Spannungscharakteristik 
der Elektrokathodolumineszenz bei tiefen Temperaturen erlaubt den 
Schlu8, daB sich zumindest zwei gegenlaufige Prozesse im Leuchtstoff 


Fig. 4. Vereinfachtes Bandermodell des ZnS(Mn). M Stérung des Grundgitters durch den Einbau von 

Mangan; G Storung des Grundgitters durch Fehlstelle (Grundgitter-Zentrum); Mn Energieniveau des 

Mangans (unterhalb des Valenzbandes); Gelbe Emission: J, 6, 3, Energietibertragung an das Manganatom; 

Blaue Emission: J, 2, 4; Feldentleerung von Mangan-Stértermen: 7; Feldfiillung von Grundgitter-Zentren: 5; 
OF,, QFy Quasifermikanten 


abspielen, die unterschiedlich von der Feldstarke abhangen, von denen 
einer zur Zunahme, der andere zur Abnahme der Elektronenrekombi- 
nationsgeschwindigkeit tiber eine bestimmte Zentrenart fiihrt. 


Die Temperaturcharakteristik der Elektrokathodolumineszenz 1aBt 
sich somit im Rahmen des Modells deuten, das von uns schon zur Erkla- 
rung anderer Resultate bei Feldverstarkungs- und Feldauslésch-Effekten 
pulverformiger Leuchtstoffe benutzt!4 und das in ahnlicher Form von 
KROGER angegeben wurde!’. 

Nach diesem Modell liegen in der verbotenen Zone oberhalb des 
Valenzbandes Terme, die von Fehlern des Zinksulfid-Grundgitters her- 
riihren (Fig. 4, NiveauG). Fallen Elektronen, die durch anregende 
Strahlung ins Leitungsband gehoben werden (Ubergang 1), aus dem 
Leitungsband in diese Niveaus (Ubergang 2), so emittieren die Leucht- 


16 KROGER, F. A.: Diss. Amsterdam 1940. 
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stoffe die blaue Grundgitter-Bande. Dicht unterhalb des Leitungsbandes 
liegen Stérterme, die durch den Einbau von Mangan ins Grundgitter 
entstanden sind (M). Kehren Elektronen von diesen Termen ins Valenz-_ 
band zuriick (Ubergang 3), so wird nach einigen Zwischenprozessen (Mn), 
die fiir unsere Uberlegungen in diesem Zusammenhang von untergeord- 
neter Bedeutung sind, das charakteristische Mangan-Lumineszenzlicht 
emittiert. 

Im Temperaturbereich oberhalb der Zimmertemperatur wird ein 
Teil der in die Mangan-Niveaus gelangten Elektronen durch thermi- 
sche Energie ins Leitungsband zuriickbefordert; sie gehen damit den 
Mangan-Zentren verloren, werden aber den Grundgitter-Zentren zur 
Rekombination angeboten. Bei héheren Temperaturen ist deshaib be- 
reits ohne Feld die blaue Lumineszenz relativ starker als die gelbe. Vor- 
aussetzung dafiir ist, daB das numerische Verhaltnis zwischen beiden 
Zentrenarten geeignet gewahlt ist und da die Temperatur noch nicht 
geniigt, um Valenzelektronen in die Grundgitter-Niveaus zu heben. Dies 
sind Vorstellungen, die sowohl aus der von ScH6ON gegebenen Kinetik 
der Mehrbanden-Leuchtstoffe!’ als auch aus der statistisch-kinetischen 
Betrachtungsweise von BROSER und BROSER-WARMINSKY'}$ folgen. Wer- 
den nun die Leuchtstoffe im Gebiet hoherer Temperaturen elektrischen 
Feldern ausgesetzt, so werden sowohl zusatzlich Elektronen aus Mangan- 
Niveaus ins Leitungsband beférdert (Ubergang 7) als auch Valenz- 
elektronen in die Grundgitterzentren gehoben (Ubergang 5). Da aber 
wegen des geringen energetischen Abstandes die Mangan-Niveaus bei 
hdheren Temperaturen schwach besetzt sind, spielt die Zahl der Elek- 
tronen, die durch elektrische Felder aus den Mangan-Niveaus entleert 
werden, eine nur geringfiigige Rolle fiir den Elektronenhaushalt, denn 
die meisten Elektronen werden ja bereits durch thermische Energie 
zuriickbeférdert. Dagegen fallt die Sperrung der Grundgitter-Zentren 
durch Elektronen des Valenzbandes, die im elektrischen Felde angehoben 
werden, stark ins Gewicht, denn die thermische Energie geniigt nicht, 
um in nennenswertem MaBe Lécher zu befreien. Die Folge davon ist, 
daB bei héheren Temperaturen das elektrische Feld die blaue Grund- 
gitter-Emission ausléscht, die gelbe Mangan-Bande dagegen verstarkt. 

Denselben Vorgang kann man auch folgendermaBen beschreiben: Das 
elektrische Feld erhéht die Energie von Elektronen im Leuchtstoff so 
weit, daf sie zwar noch nicht die gesamte verbotene Zone iiberspringen, 
wie beim Destriau-Effekt, daB sie aber als Vorstufe zum Destriau-Effekt 
bereits héhere Energieniveaus besetzen. Ob und inwieweit sich die 
Anderung der Besetzungswahrscheinlichkeit durch elektrische Felder 


™ Scu6n, M.: Ann. Physik 6 (3), 333 (1948). 
18 BroseER, I., and R. BROSER-WARMINSKy: Ann. Physik 6 (16), 361 (1955). 
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dabei auf den gesamten Elektronenhaushalt der Leuchtstoffe auswirkt, 
hangt davon ab, wie groB die Besetzungswahrscheinlichkeit der Terme 
ohne Feld ist und welches Zahlenverhaltnis zwischen den verschiedenen 
Zentrenarten besteht. Die Anderung kann je nach Zahl der Aktivatoren 
und Haftstellen, je nach energetischem Abstand der Niveaus von ihren 
Nachbarbandern, je nach Temperatur des Leuchtstoffes, je nach Feld- 
starke und Feldfrequenz zu einer Feldverstarkung oder Feldausléschung 
einzelner Banden fiihren. 

Damit ergibt sich fiir die Feldverstérkung und die Feldausléschung 
der Lumineszenz ein enger Zusammenhang mit den Lumineszenzmodellen, 
die von Leuchtstoffen mit mehreren Aktivatoren her bekannt sind. Eine 
Einordnung unserer Ergebnisse in die Modelle, die die Feldverstarkung 
als strahlungsgesteuerten Destriau-Effekt deuten, oder in diejenigen, die 
eine Anderung der freien Weglange fiir die Temperatureffekte verant- 
wortlich machen wollen, scheint uns dagegen nicht mdglich zu sein. 


Zeitschrift fiir Physik 162, 180—202 (1961) 


Aus dem Physikalischen Institut der Technischen Hochschule Darmstadt 


Direkte Messung der radialen Stromdichteverteilung | 
im Elektronen-Debye-Scherrer-Kegel 
diinner Schichten * 


Von 
GUNTER BEHRENS 
Mit 9 Figuren im Text 


(Eingegangen am 14. November 1960) 


Es wird eine MeBeinrichtung zur divekten Registrierung der im Debye-Scherrer- 
Kegel gestreuten Elektronenverteilung beschrieben, die gestattet, Beugungsdia- 
gramme an polykristallinen diinnen Schichten frei von apparativen Streueffekten 
mit einem MeBfehler 1% aufzunehmen. Die Veranderung des Streuvermégens 
organischer Tragerfolien und das Aufwachsen von Deckschichten durch Elektronen- 
bestrahlung wird quantitativ beschrieben. Es wird an Aluminium gezeigt, daB das 
Streuverm6gen der Schichtdicke proportional ist. Der Vergleich der Ringintensitaten 
aus dem Debye-Scherrer-Diagramm liefert bei verbesserten Auswerteverfahren eine 
gute Ubereinstimmung mit der kinematischen Theorie. 


1. Einleitung und Problemstellung 


Bei der Untersuchung diinner Schichten mittels Elektronenbeugung 
wurden Intensitatsmessungen an Debye-Scherrer-Diagrammen bis vor 
wenigen Jahren fast ausschlieBlich auf photographischem Wege durch- 
gefiihrt: Bei den verbesserten Methoden!:? miissen hierbei bis zu 15 Auf- 
nahmen mit verschiedener Schwarzung ausgewertet werden. Trotz 
groBen experimentelien Aufwandes gelingt es nur in seltenen Fallen, den 
Fehler kleiner als 5% zu halten. 


In neuerer Zeit treten direkte MeBverfahren immer mehr in den Vor- 
dergrund: Dabei wird ein Empfanger langs eines Durchmessers durch das 
Beugungsdiagramm gefiihrt und erfaBt die MeBwerte der Intensitats- 
kurve zeitlich nacheinander. Wahrend dieser Zeit darf sich das Objekt 
nicht verandern, die Ladungsdichte im Objekt muB daher méglichst klein 
gehalten werden. Die Forderung nach einem groBen Winkelauflésungs- 
vermogen bedingt auSerdem eine hinreichend kleine Empfangerflache; 
die direkte MeBmethode setzt also einen Empfanger mit kleiner Einstell- 
zeit und groBer Stromempfindlichkeit voraus. 


* Darmstadter Dissertation, D 17. 
1 KarvE, I.L., and J. Karie: J. Appl. Phys. 24, 1522 (1953). 
2 Ino, T.: J. Phys. Japan 8, 92 (1953). 
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Halbleiter als Empfanger sind zwar hinreichend empfindlich:¢, 
haben aber technische Nachteile, die sich unter anderem in Anpassungs- 
schwierigkeiten an das MeBgeradt auswirken. LENNANDER® hat mit 
Geiger-Miiller-Zahlrohren recht genaue Intensitaétsmessungen durch- 
geftihrt. Er kommt mit einer sehr kleinen Ladungsdichte im Objekt 
aus, muB aber Wert auf eine groBe zeitliche Konstanz der Anlage legen, 
da etwa 4 Std fiir die punktweise Ausmessung eines Beugungsdiagrammes 
benotigt werden. Die erwahnten MeBverfahren haben den Nachteil, daB 
die Empfindlichkeit der Empfanger tiber der Empfangerflache nicht 
konstant ist und die Eichung von der Energie der Elektronen abhiingt. 
Da auch eine zeitliche Konstanz der Empfanger auf die Dauer nicht 
gewahrleistet ist, muB die Eichung von Zeit zu Zeit wiederholt werden. 
Diese technischen Nachteile fallen bei einer direkten Messung mit einem 
Faraday-Kafig fort. In Verbindung mit einem geeigneten Verstarker 
kénnen Absolutmessungen ausgefiihrt werden; man muB allerdings den 
Nachteil groBer Zeitkonstanten, den hochempfindliche Verstarker 
haben, durch geeignete SchaltmaB8nahmen vermeiden. 


Von dieser direkten MeBmethode wurde etwa gleichzeitig mit den 
bei uns durchgefiihrten Untersuchungen von RAETHER®:? und seiner 
Schule Gebrauch gemacht: Neben der Aufgabe, die Intensitat des 
Beugungsdiagramms zu messen, wurden dort mit Hilfe einer Gegenfeld- 
anordnung (Filterung) die elastisch und unelastisch gestreuten Elektro- 
nen getrennt. Da nicht sicher ist, daB bei MeBanordnungen dieser Art 
wirklich nur Streuelektronen des zu untersuchenden Objekts erfaBt 
werden, wurde bei uns zunadchst von einer ,,Filterung’’ abgesehen und 
versucht, zwischen apparativ bedingten Streuelektronen und Streu- 
elektronen des Objekts zu unterscheiden. Da erfahrungsgema8 der 
apparative Streuanteil mit seiner breiten Energieverteilung die Messun- 
gen verfalscht, soll eine Anordnung entwickelt werden, die diesen Anteil 
mit Sicherheit von der Messung ausschlieBt. Die Erfiillung dieser 
experimentellen Forderung gestattet dann weiter, die genaue Messung des 
geringen Streuvermégens einer Tragerfolie und seine Veranderung durch 
Elektronenbeschu8 zu verfolgen. Bei Metallschichten soll der Zusam- 
menhang zwischen Elektronenstreuvermégen und Schichtdicke unter- 
sucht werden. SchlieBlich soll festgestellt werden, ob die Versuchs- 
anordnung so hinreichend fehlerfrei arbeitet, daB aus der direkten 
Registrierung der radialen Stromdichteverteilung im Debye-Scherrer- 
Kegel polykristalliner Schichten die Laue-Bragg-Interferenzen von 


3 Taxact, S., u. T. SuzuK1: Acta crystallogr. 8, 441 (1955). 

4 PristER, H.: Z. Naturforsch. 12a, 217 (1957). 

5 LENNANDER, S.: Ark. Fysik 8, 551 (1954). 

6 HorstMANN, M., G. MEYER u. H. RAEtTHER: Z. Physik 154, 633 (1959). 
? HorstMANN, M., u. G. MEveER: Z. Physik 159, 563 (1960). 
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Streuanteilen, die den kontinuierlichen Untergrund bedingen, abge-_ 
trennt werden kénnen. Notwendigerweise kann erst dann die Intensitat | 
der Debye-Scherrer-Ringe mit der kinematischen Theorie verglichen 
werden. 
2. MeBverfahren und Versuchsanordnung 

Fiir die direkte Messung der radialen Stromverteilung im Debye- 
Scherrer-Kegel wurde die in Fig. 1 schematisch dargestellte Versuchs- | 
anordnung aufgebaut. Die Elektronen verlassen die Quelle Q als enges — 


Alsig 


Fig. 1. Schema der Versuchsanordnung (Zeichenerklarung im Text) 


Biindel und treten durch die weite Anodenbohrung A in den Laufraum; 
ihre Energie e U, kann zwischen 30 und 60 keV frei gewahlt werden. Die 
Zentriervorrichtungen Z, und Z, erlauben eine genaue Ausrichtung des 
Biindels, dessen Querschnitt durch die Vorblende V eingeengt wird. Sie 
schiitzt die Umgebung des ObjektesO vor iiberfliissiger Bestrahlung. 
Das Objekt wird von einer Stabschleuse gehalten und ist in der Ebene 
senkrecht zum Strahl justierbar und um eine Achse in dieser Ebene dreh- 
bar. Fiir die Praparation des MeBobjektes kann der Objekttrager bis 
in den Kondensationsraum K geschoben werden. Es ist also méglich, die 
Tragerfolie unmittelbar vor und nach der Kondensation in den Strahlen- 
gang zu bringen. Mit Hilfe der magnetischen Linse L kann die Ebene des 
engsten Biindelquerschnittes (,,Crossover‘‘) zwischen Q und A auf die 
Registrierebene abgebildet werden, die senkrecht auf der Achse des 
Primarbiindels steht. In der Registrierebene ist der MeBspalt M an- 
geordnet, der mit einer Schlittenfiithrung langs eines Durchmessers durch 
das Ringsystem des Beugungsdiagrammes gefithrt werden kann. Der 
durch den Mefspalt ausgeblendete Stromanteil Az, des Streukegels wird 
von einem mitgefiihrten Faraday-Kafig F,, aufgenommen und mit dem 
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Verstarker 1 und dem Schreiber 1 gemessen. Der Vorschub des Registrier- 
papiers und die Bewegung des Spaltes sind synchronisiert, so daB der 
Streuanteil 47,(%) als Funktion des Streuwinkels kontinuierlich regi- 
striert werden kann. 

Vor dem Mefspalt befindet sich eine Sektorblende X (Fig. 2). Die 
Form dieser Blende wird durch das Debye-Scherrer-Verfahren nahe- 
gelegt: Bei polykristallinem Material bilden die Bahnen aller Elektronen, 
die an Netzebenen mit gleicher Indizierung gestreut werden, einen Kegel- 
mantel. Dieser Kegelmantel schneidet die Empfangerebene in einem 
Kreis. Die Registrierkurve soll diesem physikalischen Sachverhalt Rech- 
nung tragen; dazu geniigt es, wenn der Empfanger einen Sektor des 
Ringsystems abtastet. Durch die vorgeschaltete Sektorblende wird der 
MeBspalt proportional zum Radius in seiner Hohe gesteuert, ein Ver- 
fahren, das sich nur anwenden lat, wenn — wie im vorliegenden Fall — 
die Empfindlichkeit des Empfangers tiber der Empfangerflache konstant 
ist. Mit dieser Anordnung ist es daher erstmalig méglich, die Winkel- 
verteilung der in den Debye-Scherrer-Kegel gestreuten Elektronen direkt 
zu registrieren. 

Die Streuverteilung am Atom erhalt hierdurch, im Gegensatz zur 
gewohnten Mottschen Schreibweise, die Form 


Ears (An abewsT 

Ar. = 4, const ERO ED Add. (1) 
Hierin bedeuten 7, den einfallenden Primarstrom, Z die Kernladungszahl, 
f die Atomformamplitude fiir Réntgenlicht, 2 die Wellenlange. A dd} = aa 
ist eine Apparatekonstante mit b der Breite des MeBspaltes, x dem 
Offnungswinkel der Sektorblende und L dem Abstand Objekt—Regi- 
strierebene. 

ah 


Es wird also das Profil der in den Winkelbereich (9 _ oa S78 


(0 + *) gestreuten Ladungsverteilung direkt abgebildet, im Gegensatz 


zu Verfahren mit konstanter Empfangerflache, die die Winkelverteilung 
verzerrt wiedergeben. 

Unmittelbar hinter dem MeBobjekt kann der Faraday-Zylinder fy 
in den Strahlengang geschwenkt werden, der nahezu den ganzen Kegel 
der gestreuten Elektronen aufnimmt (7,). Das ungestreut durchgehende 
Primarbiindel 7, (mit einem definierten Anteil der Vorwartsstreuung) 
wird von dem kleineren Autfanger F, erfaBt. Beide Stro6me kénnen wahl- 
weise iiber einen zweiten Verstarker registriert werden (V,, Schr,). Aut 
diese Weise kann sehr schnell das Verhaltnis S =7,/i, bestimmt werden, 
das im folgenden als , otreuvermégen bezeichnet wird. 

Eine Kompensationsschaltung erméglicht die automatische Regi- 
strierung des Quotienten A7,(9)/i,. Hierdurch wird das registrierte 
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Beugungsdiagramm weitgehend unabhangig von Schwankungen des 
Primarstromes. Als BezugsgréBe kann auch ein Teil 2 des Streukegels 


verwendet werden. In diesem Falle ist die gemessene GréBe Az, ()/Q + 7, 


auBerdem von speziellen Objektveranderungen (unter anderem Locher 
und Risse in der Tragerfolie) unabhangig. 


3. Einzelheiten zur Messung der Stromanteile 
im gestreuten und ungestreuten Biindel 


Der durch das Blendensystem flieBende Stromanteil 47, des gestreuten 
Biindels ist sehr klein, wenn ein hohes Winkelauflosungsvermégen und 
eine méglichst verzerrungsfreie Abbildung des Intensitatsprofils ge- 
fordert wird. Die Stromempfindlichkeit des Registrierverstarkers muB 
daher méglichst groB sein. Normalerweise wird die Steigerung der 
Empfindlichkeit eines MeBgerates durch VergroBerung der Zeitkonstante 
erkauft. GroBe Zeitkonstanten sind aber im Hinblick auf Veranderungen 
der Objekte wahrend der Registrierung unerwiinscht. Aus diesem Grunde 
wird die Zeitkonstante durch Einfiigen einer Gegenkopplung herab- 
gesetzt. Dadurch wird zwangslaufig das Rauschen der Gesamtanordnung 
vergroBert. Man kann aber im Diagramm ein gewisses — von Fall zu 
Fall frei wahlbares — Rauschen zulassen, ohne die MeBgenauigkeit zu 
beeintrachtigen, da das MeBprogramm in jedem Fall eine stetige Ande- 
rung des MeBwertes vorsieht. Aus diesem Grunde ist es zweckmaBig, 
die Gegenkopplung kontinuierlich zu gestalten im Gegensatz zu den 
bisher bekannten Verfahren’, die entweder mit der vollen Gegenkopp- 
lung arbeiten und damit infolge maximalen Rauschens eine Empfind- 
lichkeitssteigerung unmoglich machen oder ohne Gegenkopplung aus- 
kommen und damit groBe Zeitkonstanten in Kauf nehmen miissen. 

Es wurde ein handelsiiblicher Schwingkondensatorverstarker ver- 
wendet, der durch Steigerung der Empfindlichkeit, durch Verbesserung 
der Nullpunktskonstanz und durch Einfiigen der kontinuierlichen Gegen- 
kopplung auf das MeBprogramm zugeschnitten wurde. Eine weitere, fest 
eingestellte Gegenkopplung bestimmt die Nullpunktskonstanz und die 
Linearitaét der Anzeige. Durch diese Trennung der Gegenkopplungen 
wird erreicht, daB die Zeitkonstante beliebig eingestellt werden kann, so 
daB weder die Stromeichung noch die Nullpunktsstabilisierung des Ver- 
starkers beeinfluBt wird. Die Abweichungen von der Linearitat liegen in 
allen MeBbereichen unterhalb der Nachweisgrenze von 0,15 % der ver- 
wendeten Priifmethode. Die Nullpunktskonstanz ist besser als 0,1 %/Std. 

Die folgende Tabelle zeigt bei vorgegebenem Rauschanteil die Aus- 
wirkung der variablen Gegenkopplung auf die Zeitkonstante. 


8 PaLtevsky, H., R.K. Swank u. R. GRENCHIK: Rev. Sci. Instrum. 18, 298 
(1947). 
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Der ganze Debye-Scherrer-Kegel wird bis zu einem Offnungswinkel 
29=0,1 rad von dem einschwenkbaren Auffanger Fy erfaBt, durch 
dessen kleine axiale Bohrung das Primarbiindel hindurchgelassen wird. 
Da der Bereich der Vorwartsstreuung nicht interessiert, kann diese 
Offnung so groB gewahlt werden, da8 kleine Exzentrizitaten in der Ju- 
stierung noch keine Anderung des gemessenen Stromes  hervorrufen 
kénnen. Unter 2, soll also im folgenden der Strom der in den Winkel- 
bereich 10? rad S$ 29 < 0,1 rad gestreuten Elektronen verstanden werden. 

Wegen der Extinktion der MeB- 
objekte ist zwischen dem durch- Tabelle 


gelassenen (7,) und dem einfallenden Se Bingangs- | | 7p 
Pranarstrom (7,) zu unterscheiden. _ “mbtindlichkeit| widerstend : 

5 ap 2 5 F Skt. Ohm | sec sec 
Diese Primarbiindel werden mit Hilfe 
des Auffangers Fp gemessen. Auf die 1,0° 1072 | 40-10! 1-400) [6 

a2 ye —15 “ 2 

Abtrennung der starken Vorwarts- 2,0° 107° | 1,0- 10% | 400 | 4 

t ie: ib NGO MOS |) aOoukore 40 | 1,5 
streuung innerhalb der unmittelba- 33-1074 | 30-10 | 13) 4,54** 
ren Umgebung des Primarstrahles 10" 41032 1010 Salle ua 
Bordespewibr vetzichvet.. Mit deni ~~ “Shih ie 
Strom 72, ist daher im folgenden 33-1079 | 3,0-108 rel es 
der durchgelassene Primarstrom mit T,) = Einstellzeit des Schreibers auf 
der umgebenden Vorwartsstreuung 99% des Endwertes ohne Gegen- 
gemeint, deren Streuwinkel durch kopplung. 


den erfaBten Offnungswinkel 29 < T = Die entsprechende Zeitkonstante 


: bei Verwendung der kontinuier- 
-2 oe 5 
10° rad beschrankt ist. lichen Gegenkopplung bei einem 


Die Messung des einfallenden zugelassenen Rauschen von weni- 
Primarbiindels 7, wird durch Vor- ger als 1%, bzw. 0,5% **. 
schalten einer Blende vor das MeB- 
objekt erméglicht, deren génau vermessene Offnung kleiner als die des 
MeBobjektes ist. Wird das MeBobjekt aus dem Strahlengang entfernt, 
so ist die Stromdichte 7, des einfallenden Biindels bekannt. Aus dem 
Verhaltnis von 7, mit Vorblende zu 7, ohne Vorblende kann die Flache 
des Praparates und damit auch 7, ermittelt werden. 


4. Apparative Fehlergrenzen 


Um beurteilen zu kénnen, bis zu welcher Grenze die Feinheiten aus 
den spater zu diskutierenden Beugungsdiagrammen eine ernst zu neh- 
mende Information iiber das MeBobjekt lefern, sollen in diesem Ab- 
schnitt die Fehler der MeBeinrichtung abgeschatzt werden. 

Fir die Registrierung der Streuverteilung A7,(%) ist eine MeBzeit 
zwischen 10 und 40 min erforderlich. Uber diese Zeit miissen alle Para- 
meter mdéglichst konstant gehalten werden. 


* Bezogen auf einen Vollausschlag von 100 Skt. = 25 cm Schreibbreite. 
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a) Winkelfehler und Auflisungsvermogen 


Die Schwankungen der Beschleunigungsspannung sind erfahrungs- 
gemaB =3-10-4; die Auswirkung dieser Schwankungen auf den Beu- 
gungswinkel ist $1,5-10 rad. Abweichungen des _ Gleichlaufes 
zwischen Registrierpapier und Bewegung des Mefspaltes kénnen — falls 
erforderlich — mit Hilfe von Ortsmarken kontrolliert werden. Die 
Position des MeBspaltes kann hierdurch auf 310° rad reproduziert 
werden. Seine Breite ist stufenlos einstellbar; bei einer Spaltbreite von 
0,1 mm erhalt man z.B. eine Winkelauflésung von 1,7 - 10-4 rad. Ande- 
rerseits wird das Auflésungsvermégen durch das ,,Apparateprofil® Az, (9) 
des Primarstrahls bestimmt. 

Versuche mit der Fernfokuskathode® waren unbefriedigend, da das Profil trotz 
hinreichend kleiner Halbwertsbreite sehr weite Auslaufer zeigte. Bei Fokussierung 
auf die Registrierebene war die Form dieser Kaustikfigur durch Aperturblenden in 
der Objektebene praktisch nicht zu beeinflussen. Eine Einengung des Biindels 
durch eine enge Anodenblende wurde aus zwei Griinden verworfen: Die an dieser 
Stelle auftretenden hohen Stromdichten bedingen einen Streuuntergrund durch in- 
direktes ,,Streulicht“‘ von der Blende, ferner wiirde die starke Polymerisatbildung 
an der Blende zu Instabilitaten des Primarbiindels fithren. Weitaus giinstiger 
erwies sich die Kombination eines gut biindelnden Triodensystems mit einer magneti- 
schen Linse. Hiermit konnte ein nahezu trapezformiges Apparateprofil erreicht 
werden (Basisbreite ~ 1,5mal Halbwertsbreite). Die Halbwertsbreite entspricht also 
dem auf den Maximalwert bezogenen Integral unter dem Profil 


H = f Aig(9) d8/Aiamax- 


Die Halbwertsbreite wird bei ausgeschalteter Linse durch die Geo- 
metrie der gewahlten Abstande und den Durchmesser der Objektblende 
bestimmt. Bei einem Blendendurchmesser von 50 u wird eine Halb- 
wertsbreite von 100u in der Registrierebene gemessen, entsprechend 
einem Offnungswinkel von 10-4 rad. Hierdurch wurde der Durchmesser 
des engsten Strahlquerschnittes (Crossover) zu 3 uw berechnet. 

Durch die Abbildung der Crossover-Ebene auf die Registrierebene?® 
ist der Offnungswinkel weitgehend unabhangig von der GréBe der 
Objektapertur: Bei einem Objektdurchmesser von 300 wu (500 z) wurde 
ein Offnungswinkel von 1,0 -10~4 (1,06 - 10-4) gemessen. 

Die Verwendung der Linse hat also wesentliche Vorteile: Ohne Be- 
eintrachtigung des Auflosungsvermégens kann die Objektflache erheblich 
vergroBert werden. Das bedeutet, daB gegeniiber der linsenlosen An- 
ordnung die Stromdichte im Objekt um einen Faktor 36 bis 100 ver- 
ringert werden kann, wahrend die Streuintensitat unverdndert bleibt. 
Mierdurch wird die Objektverschmutzung um den gleichen Faktor herab- 
gesetzt. 


9 STEIGERWALD, K.H.: Optik 5, 469 (1949). 
10 LEBEDEFF, A.A.: Nature, Lond. 128, 491 (1931). 
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b) Intensitdtsfehler 


Die Ordinate Az, der zu registrierenden Streuverteilung ist mit 
einem Fehler versehen, der sich aus der Summe der Fehleranteile zu- 
sammensetzt, mit denen die in der Streuformel (1) aufgefiihrten GréBen 
behaftet sind, wenn man von den spater zu behandelnden Objekt- 
veranderungen absieht. 


Der durch den Primirstrom bedingte Fehleranteil setzt sich aus 
seinen Schwankungen und seinem MeBfehler zusammen. Zwar kann die 
Emission des Strahlsystems befriedigend konstant gehalten werden; 
dies gentigt jedoch nicht, 


Schwankungen des durch- YY Yj YH 
gehenden _Primarstromes Yj Yj Yy y 
z anz auszuschalten. YY —Y 
(ia) & seskee. Y j; YY 
Diese werden zum Teil YH KV) Yyy 
durch kleine mechanische “7 YY BA. 
Bewegungen der Haarna- Yy iy / 
delkathode hervorgerufen, YY yy 
die eine Anderung der ce is thy 
Strahl tri wR ee iA 
rahlgeometrie __verursa Mid Yi 
chen. Trotz stabilen Auf- UW : 
baues der Stahlapparatur Yj Uy Wh, 8 
kann der Primarstrom bei 7/7 Yj YY 
c Wy Ms (a0 g 
guter Justierung nur auf Y Yy Y yyy GHEY 


1% wahrend 10min kon- 
stant gehalten werden. Die- 
ser Fehlereinflu8 auf die In- 
tensitatsmessung laBt sich 
durch Messung des Quotien- 
ten (s. S. 183) unabhangig 


Fig. 2. Schematische Darstellung der Steuerung der Emp- 
fangerflache mittels eines ortsfesten Sektors (b Breite des 
MeBspaltes, 7 Ortskoordinate des Spaltes bzw. der Radius eines 
Beugungsringes,  Bogenhdhe; ftir kleinen Sektorwinkel X ist 
h~r, fiir konstante Empfangerflache [ohne Sektor] ist h ~1/r) 


von der Registrierzeit unter 0,3% halten. 


Das setzt allerdings eine Reproduzierbarkeit der Primarstrommessung 
von 0,15% (bezogen auf den Vollausschlag) voraus. 


Unter der Voraussetzung eines konstanten Primarstromes setzt sich 
der Fehler von Az, aus dem MeBfehler des Stromes (s. S. 184) und dem 
Fehler der Empfangerflache /=0-7- x (Fig. 2) zusammen. Bei der An- 
nahme eines fehlerfreien Sektors wird der Flachenfehler durch die 
Steuerung des MeBspaltes von nichtparallelen und schartigen Spalt- 
backen verursacht. Dieser Fehler wachst mit abnehmender Spaltbreite 
und zunehmendem Sektorwinkel. Die Steuerung der Spalthéhe mit dem 
Abstand 7 vom Mittelpunkt des Sektors ist noch mit dem Linearitats- 
fehler des Sektors behaftet. Da die Exzentrizitat des Primarstrahles 
beziiglich des Scheitels der Sektorblende mit einfachen Mitteln auf 
=10 reproduziert werden kann, kann der Gesamtfehler des Blenden- 
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systems bei 0,1 mm Spaltbreite und 0,1 rad Sektorwinkel unter 0,2% 
gehalten werden*. 


Eine exakte Messung von Ringsystemen mit geradem Spalt erfordert 
eine Spalthohe, die klein gegen die Breite des Beugungsringes ist. Diese 
Forderung kann aus Intensitatsgriinden meistens nicht eingehalten 
werden. Hierdurch entsteht eine Verzerrung des Ringprofiles, die durch 
die GroéBe der Bogenhohe h bedingt ist (Fig. 2). Mit Riicksicht auf die 
nach auBen abfallende Streuintensitat muB die Spalthdéhe an die auBeren 
Ringe angepaBt werden. Die Fehler sind daher bei der Messung mit dem 
Sektor wesentlich geringer, da / stets kleiner bleibt als bei konstanter 
Spalthohe. 


Die Summe aller Intensitatsfehler ergibt einen mittleren relativen 
Fehler von 31%. 


c) Stérende Elektronen-Streueffekte 


Da eine nachtragliche Beriicksichtigung eines von Apparaturteilen 
herrithrenden Anteils gestreuter Elektronen bei der Auswertung der 
Registrierdiagramme nicht moglich ist, mu8 dieser Streuanteil von 
vornherein weitestgehend ausgeschaltet werden, zumal eine grobe Ab- 
schatzung zeigt, da bereits mit einem MeBfehler von 10% gerechnet 
werden miiBte, wenn 10° des Strahlstromes auf unkontrollierbaren 
Wegen den Empfanger erreichen wiirden. 


Die Kontrolle erfolgte zunachst bei Inbetriebnahme mit leerer Ob- 
jektblende: Der hier auftauchende primare Streuanteil wurde durch 
hinreichende enge Biindelungseigenschaften des Strahlsystems (vel. 
S. 186), durch Anordnung geeigneter Blenden vor der Objektebene und 
durch die Verwendung eines vollwertigen Primarstrahlfangers (Fp in 
Fig. 1) unmittelbar vor der Sektorblende beseitigt. Seine Wirksamkeit 
hangt entscheidend von seiner Geometrie** (Zylinderhéhe viermal so 
groB wie der Durchmesser) und Lage im Primarstrahl ab; ein Einflu& 
des Materials und seiner Oberflachenbehandlung ist bei der gewahlten 
Anordnung ohne praktische Bedeutung. Der vom Blendenrand des 
Objekttragers herrithrende Streuanteil ist vernachlassigbar, wenn der 
Blendenrand hinreichend diinn gewahlt wird. Die Messung ergibt bei 
einer Randstarke von 50 u einen Streuanteil von weniger als 2% des 
, otreulichtes“ einer diinnen Kollodiumhaut. Die Streuung am Restgas 
ist bei einem Druck von <107 Torr noch kleiner und kann daher eben- 
falls vernachlassigt werden. 


* Spalt und Sektor wurden mit der Genauigkeit von Endma®staben geschliffen. 
Der Sektorwinkel ist kontinuierlich einstellbar. 

** Bei streifendem Einfall von 50 keV-Elektronen kann eine Sekundarelektro- 
nenausbeute >1 nachgewiesen werden. 
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Eine weitere Kontrolle betrifft die Streuung des vom MeBobjekt aus- 
gehenden Beugungskegels an Teilen der Versuchsanordnung: Dieser 
sekundare Streuanteil ist von Préparat zu Praparat verschieden und 
naturgemaB nicht einfach nachzuweisen. Durch die Anordnung der 
Sektorblende und die optimale Dimensionierung des Primarfangers * 
gelingt es aber, diesen (nicht eliminierbaren) Me@fehler vernachlassigbar 
klein zu machen. Der Nachweis der sekundadren Streueffekte erfolgt, 
indem der MeBspalt dicht an einen scharfen Reflex herangeschoben wird; 
bei teilweiser Abdeckung des Beugungskegels in der Umgebung des 
MeBspaltes darf sich dann die Intensitat des gemessenen Streulichtes 
nicht andern. Die abschattenden Blenden** miissen dabei in hinreichen- 
dem Abstand von der Registrierebene angebracht werden. In dhnlicher 
Weise wird anschlieBend die Offnung der MeBblende abgedeckt und 
der Nullpunkt kontrolliert. 


5. Ergebnisse 
a) Streuvermodgen des Objekttragers und seine V ertinderung 

Fir quantitative Beugungsuntersuchungen sind méglichst  frei- 
tragende Schichten® ohne Tragerfolie erwiinscht. Da aber mit abnehmen- 
der Schichtdicke ihre Préparation auf wachsende experimentelle Schwie- 
rigkeiten st6Bt, sich aber nur geringe Schichtdicken fiir die Uberpriifung 
der kinematischen Theorie eignen, ist man auf einen 7vdger angewiesen. 
Als Objekttrager werden streuarme, zu Kohle™ abgebaute ,, Kollodium- 
folien® verwendet, deren Streuvermégen etwa viermal kleiner ist als 
dasjenige von Formvar- oder Si0O-Schichten’. 


Wird die Intensitatsverteilung A7,(%) von organischen Tragerfolien 
registriert, so ergeben sich normalerweise unsymmetrische Diagramme, 
in denen das Streuvermogen wahrend der Registrierzeit langsam zu- oder 
abnimmt. Aus Untersuchungen von KOnic u. Mitarb. ist bekannt, daB 
organische Folien bei BeschuB mit Elektronen einerseits™»~! tiber 
Zwischenprodukte zu Kohle abgebaut werden und das Streuvermégen 
abnimmt, andererseits!6"!8 Polymerisatschichten auf dem Trager auf- 
wachsen und die Extinktion erhédhen. Beide Mechanismen  sollen 


* Der Auffanger erfaBt den groBten Teil der Vorwartsstreuung. 

*x Das durch die Abdeckung neu entstehende ,,Streulicht™ wird durch zusatz- 
liche Abschirmung beseitigt. 

11 Konic, H.: Z. Physik 129, 483 (1951). 

12 Konic, H.: Optik 3, 419 (1948). 

13 K6nic, H.: Nachr. Akad. Wiss. Géttingen, math.-phys. Kl. 24 (1946). 

14 BrockeEs, A., M. Knocu u. H. Konic: Z. wiss. Mikr. 62, 450 (1955). 

15 BrockEs, A.: Z. Physik 149, 353 (1957). 

16 K6nic, H.: Naturwissenschaften 35, 261 (1948). 

W Konic, H., u. G. Hetwie: Z. Physik 129, 491 (1951). 

18 BrockeEs, A., u. H. Konic: Z. Physik 152, 75 (1958). 
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im folgenden messend verfolgt werden, damit vor Aufbringung der 
eigentlich zu untersuchenden Aufdampfschicht Klarheit tiber die Eigen- 
schaften der Tragerfolie herrscht. Da hier die Veranderung des Objektes 
bereits im ersten Anfangsstadium interessiert, wurden um rund vier 
Zehnerpotenzen kleinere Stromdichten verwendet als bei elektronen- 
mikroskopischen Untersuchungen!®. Der hier vor allem interessierende 
zeitliche Verlauf des Streuvermégens kann ohne Unterbrechung der 
Bestrahlung direkt gemessen werden. Aus diesem Grunde ist es zweck- 
maBiger, das Streuvermégen S =7,/i, zu benutzen, anstatt die Streuung 
iiber den Umweg der Extink- 
tionsmessung!® zu ermitteln. 

Der zeitliche Verlauf des 
Streuverm6gens einer Kol- 
lodiumfolie wird durch den 
schematischen Kurvenver- 
lauf der Fig.3 wiedergege- 
ben. Der steile Abfall kurz 
nach Beginn der Bestrahlung 
erweist sich als Exponential- 
gesetz; es kennzeichnet den 
Abbau der Kollodiumschicht 
zu Kohle. Die Asymptote 
0 Bestrahlungszeit t —= dieser Exponentialfunktion 


Fig. 3. Schematische Darstellung der Anderung des Streu- gibt das Streuvermégen So 
vermégens S = 7,;/ig einer Kollodium-Tragerfolie als Funktion der unbestrahiten Kollodium- 
der Bestrahlungszeit ¢t. (S, Streuvermégen zu Beginn der ‘ i ; R 
Bestrahlung, S, Streuvermégen des zu Kohle abgebauten schicht wieder. Bei wachsen- 
Tragers, wenn keine ‘Decksehieht aufwachst [im Schema der Bestrahlungszeit durch- 
stark Ubertrieben]) ip a 2 
lauft das Streuvermégen ein 
Minimum und geht fiir groBe Zeiten in einen praktisch linearen Anstieg 
iiber, der das Aufwachsen der Polymerisatschichten charakterisiert. 
Extrapoliert man diese Gerade auf f=0 und bringt diesen so gewon- 
nenen, mit der Zeit linear ansteigenden Streuanteil von der experimentell 
ermittelten Kurve in Abzug, so kann man das Exponentialgesetz bis zu 
sehr groBen Zeiten hin verfolgen und auf diese Weise das Streuvermégen 
der nicht verschmutzten, zu Kohle abgebauten Tragerfolie ermitteln. 
Wenn man die in Fig. 3 dargestellte zeitliche Veranderung des Streu- 
vermédgens bei verschiedenen Stromdichten registriert, erhalt man fol- 
gende Ergebnisse: 
Der zeitliche Verlauf des Streuvermégens beim Abbau der Kollodium- 
folie durch Elektronenbestrahlung erfolgt nach einem Exponential- 
gesetz, dessen Zeitkonstante umgekehrt proportional der Stromdichte ist. 


So 


Streuvermogen — 


a) 


19 LEISEGANG, S., u. O. Scott: Proc. Stockholm conference on electron micro- 
SCOPV 1950; o820: 
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Das Streuvermédgen der sich bildenden Polymerisatschicht wiachst 
linear mit der Bestrahlungszeit und der Stromdichte an. Dieser streng 
lineare Verlauf 1aBt sich tiber Stunden hinaus beobachten und ist vom 
Objekt unabhangig. 

Man kann daher den zeitlichen Verlauf des Streuvermégens als 
Funktion der Zeit ¢ durch drei Summanden in der folgenden Form dar- 
stellen: 


Si) =S,+4-4,-t++(S)—S,) exp (—b-7,- 2), (2) 


mit Sy = Streuvermégen der Kollodiumhaut zu Beginn der Bestrahlung, 
S, = Streuvermégen der zu Kohle abgebauten Haut, ohne Polymerisat- 
schicht, 7; = Stromdichte des durchgehenden Primarbiindels (A/cm2). 
Fiir eine Kollodiumfolie, wie sie in der Elektronenmikroskopie ver- 
wendet wird, ergeben sich bei einem Druck <107 Torr und einer Elek- 
tronenenergie von 52,5 keV folgende Werte: 


Pe OAbs. 5, = 0,056; a2—0,23.sec tA em? b= 67sec +A cm. 


Bei diesen Messungen war die Umgebung der Objektblende durch eine 
Vorblende gegen iiberfliissige Bestrahlung abgeschirmt und die Strom- 
dichte so klein (),< 1074 A/cm?), daB eine Objekterwarmung??: 71 im Ge- 
gensatz zu anderen Untersuchungen*! mit Sicherheit ausgeschlossen ist. 

Fir eine unverfalschte Registrierung eines Beugungsdiagrammes 
ergeben sich nun auf Grund der vorliegenden Kenntnisse tiber die Ver- 
anderung des Streuvermoégens der Tragerfolie folgende Bedingungen: 


1. Aus Griinden der MeBgenauigkeit soll ein Trager mit mdédglichst 
kleinem Streuverm6gen verwendet werden: Die Kollodiumhaut muB 
daher vor der Registrierung (und vor dem Aufbringen des eigentlichen 
MeBobjektes) so lange bestrahlt werden, bis das Minimum des Streu- 
vermogens erreicht ist. 

2. Nach Erreichen’des Minimums hat man die Stromdichte 1m Ob- 
jekt gerade so klein zu wahlen, daB sich wahrend der nun einsetzenden 
Registrierung des Beugungsdiagrammes das Anwachsen des Streu- 
vermégens durch Deckschichtbildung gerade etwa kompensiert gegen 
die Abnahme des Streuvermégens infolge weiteren Abbaues der Folie zu 
Kohle. 

Bei hinreichend groBer Empfindlichkeit des MeBverstarkers kann dann 
die Stromdichte im Objekt so klein gehalten werden, daB die Anderung 
des Streuvermogens wahrend der Registrierung vernachlassigbar ist. 


20 BrockEs, A.: Kolloid-Z. 159, 1 (1958). 
21 [ BISEGANG, S.: Handbuch der Physik, Bd. 33, S. 510 u. 513. Berlin-Géttin- 
gen-Heidelberg: Springer 1956. 
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Als Beispiel zeigt Fig. 4 die Diagramme Az, (#) einer vorher bis zum. 
Minimum des Streuvermégens (S =0,04) abgebauten ,,Kollodium'‘folie. 
Bei einer Stromdichte von 7, = 2,5 - 10-8 A/cm? andert sich die Ordinate 
infolge Objektveranderung wahrend einer Registrierzeit von 20 min um 
weniger als 1%. In der Figur wird gleichzeitig der Unterschied zwischen 


| 
i 


t 


t 1 ' ‘ St ~ 
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Fig. 4au.b. Intensitatsverteilung 47,(9) einer bis zum Streuminimum Smin = 0,04 abgebauten Kollodium- 

folie. a mit konstanter Empfangerflache, b mit Sektorblende (X =0,15 rad) registriert*. E,) = 52,5 keV, 

Spaltbreite b=0,3 mm, jg=2,5-10-* A/em®. Ordinate: A1,=2- 107! A/Skt. Unretuschierte Wiedergabe 
des Registrierstreifens, Originalbreite der Ordinate 25cm. Quotientenmessung 4i,/ig. 


einer Registrierung mit konstanter Empfangerflache (a) und Sektor- 
blende (b) deutlich. 


Die Forderung nach einem Trager mit konstantem Streuvermégen ist unbedingt 
einzuhalten, da Extinktionsanderungen auf folgendem Umwege zu MeBfehlern 
Anla®B geben kénnen: Die Konstanz des primaren Elektronenstromes wird kontrol- 
liert mit Hilfe des Stromes, den der Primarstrahlfanger Fp aufnimmt. Der Primar- 
strahlfanger kann aber nicht unterscheiden, ob die Anderung des Primarstromes 
auf eine Schwankung der Bestrahlungsstarke im Objekt oder auf eine Anderung 
der Extinktion zurtickzufiihren ist: Er gibt z.B. im Falle einer Extinktions- 
erh6hung das Signal zur VergréBerung des Strahlstromes! Eine VergréGerung 


des Strahlstromes wiirde aber ein fehlerhaftes Anwachsen der Ringintensitaten 
nach sich ziehen. 


* Die Registrierzeit (je 20min) nimmt von rechts nach links zu. 
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b) Streuvermégen und Dickenmessung 
von Aluminium-Aufdampfschichten 


Am Schema der Fig. 3 wurde unter anderem gezeigt, daB das Streu- 
vermogen einer wahrend der Bestrahlung sich bildenden Polymerisat- 
schicht proportional zur Bestrahlungszeit anwachst. Da angenommen 
werden muB, daB die Deckschicht unter konstanter Bestrahlung gleich- 
mipig wachst, sollte man vermuten, da8 das Streuvermégen — wenig- 
stens bei diinnen Schichten — auch proportional zur Schichtdicke ist. 
Es ware nun interessant, festzustellen, ob ein einfacher Zusammenhang 
auch bei Schichten mit erheblich gréBerem Streuvermogen S <1 existiert. 

Es soll zunachst an 
Aluminium - Aufdampf- ae; 
schichten dieser funk- 


tionelle Zusammenhang 06 
y 7 
gemessen werden: In S 
einer gesonderten Va- ve 
kuumapparatur werden & i 
gleichzeitig der Waage- S 
teller einer elektroni- BS 12 


schenWaage und,, Kollo- 
dium‘‘-Objekttrager (bis sy 
zum Minimum des Streu- 0 700 200 500 400 A 500 


o Schichtorcke D 
vermogens S =0,05 be- ; a wee 
: see Fig. 5. Streuvermégen von Aluminiumaufdamprschichten als 
strahlt) mit Aluminium Funktion der Massen-Schichtdicke D (E)=56 keV) 


bedampft. Die Masse m 
der Schichten wird unmittelbar nach dem Aufdampfen im gleichen 
Vakuum bestimmt *?? und die Schichtdicke D =m/o F durch Einsetzen der 
Schichtflache F und der Dichte 9 des massiven Aluminiums ermittelt. 
Tragt man das an den Schichten gemessene Streuvermégen S als Funk- 
tion der Schichtdicke auf, so erhalt man die in Fig. 5 dargestellte Gerade, 
die auf der Ordinatenachse den Abschnitt S =0,05 (Streuvermégen der 
Tragerfolie) abschneidet; d.h. das Streuvermégen von Aluminiumschich- 
ten ist (zumindesten bis zu Dicken von 400 A) proportional der Massen- 
clicke ** : 

Sar =1,/t¢ = C+D. (3) 


Dieser (wegen S,; $1) zunachst iiberraschende Befund ist mit der von 
REIMER® an Aluminium gefundenen exponentiellen Abhangigkeit des 


* Herrn Dipl.-Phys. G. Hamm danke ich fiir die sorgfaltige Durchfithrung 
der Wagung. 

**x Ob diese Proportionalitat auch bei gréBeren Schichtdicken und bei anderen, 
insbesondere schwereren Elementen gilt, wird zur Zeit tiberpriift. 

22 Hamm, G.: Diplomarbeit, Darmstadt 1960. 

23 REIMER, L.: Z. angew. Phys. 9, 34 (1957). 
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Extinktionsvermégens von der Schichtdicke durchaus in Einklang zu 
bringen: Bei unserer Anordnung setzt sich der einfallende Strom 2, | 
aus dem durchgelassenen 7,, dem gestreuten 7, und einem durch die | 


Messung nicht erfaBten Anteil 7, zusammen. 


Aus dem Ansatz 7,/1,=e—°? und i, =1,-+7,+7, erhalt man durch 
Entwicklung nach CD 


i, +i, =4,(CD + 4 +++). (4) 


Das Experiment an Aluminium ergibt, daB 7, allein durch das erste 
Glied der Reihenentwicklung dargestellt wird (3), wahrend die GréBe 7, 
den Rest der Reihe beschreibt. Aus der Neigung der Geraden in Fig. 5 
1aBt sich mit Formel (4) der Anteil 7, ermitteln. 


Nach Uberpriifung der Methode an anderen Substanzen diirfte die 
Messung des Elektronen-Streuvermégens diinner Schichten ahnlich wie 
die Rdéntgenfluoreszenzmethode* eine bequeme Bestimmung der 
Massendicke zulassen. 


Da zur spateren Uberpriifung der kinematischen Theorie das Beugungsdiagramm 
an moglichst diinnen Objekten aufgenommen werden sollte und hier der einfache 
Zusammenhang zwischen Streuvermogen und Dicke vorliegt, soll im folgenden kurz 
abgeschatzt werden, welche Mindest-Objektdicke zur Registrierung eines zuver- 
lassigen Beugungsdiagramms gefordert werden sollte. 


Infolge ihres sehr kleinen Streuvermogens muB bei sehr diinnen Schichten 
— um noch gut meBbare Ausschlage bei hinreichendem Auflésungsvermoégen zu 
bekommen — die Stromdichte hdher gewahlt werden, so dai die Kompensation 
nicht mehr durchgefiihrt werden kann. Die Anwendung hdherer Stromdichten hat 
also ihre Grenzen wegen der bereits diskutierten ,,Kohle“‘abscheidung. Die Erhé- 
hung des Streuverm6gens infolge Deckschichtbildung Specksch, wahrend einer 
Registrierung kann aus der bendtigten Zeit und der erforderlichen Stromdichte aus 
Formel (2) ermittelt werden: Fiir eine Registrierzeit von 10 min und eine Strom- 
dichte von 5+ 10-5 A/cm?* erhalt man beispielsweise Specksch. = 6,9 ° 107%. LaBt 
man eine relative Erhdhung des Streuvermégens SDecksch./SObjekt = 5% zu, so muB 
das kleinste, noch zulassige Streuvermégen des Objekts den Wert SOpjekt = 0,14 
uiberschreiten. Aus dem Diagramm der Fig. 5 ergibt sich daraus fiir Aluminium 
eine minimale Schichtdicke von «50 A. Diese Schichtdicke ist mindestens um 
einen Faktor 3 zu hoch abgeschatzt, da die erforderliche Stromdichte zundchst 
fiir das Streuvermégen der leeren Tragerfolie angesetzt wurde. Da jedoch bei 
der Durchfithrung der Registrierung die Stromdichte im Objekt genau bekannt 
ist, kann der Beitrag der Deckschichtbildung quantitativ beriicksichtigt und 
bei Schichten unter der abgeschatzten Mindestdicke rechnerisch eliminiert 
werden. 


* Zwecks Verbesserung des Auflésungsvermégens und der Zeitkonstanten 20mal 
gréBer als zur Registrierung des Kollodiumdiagramms der Fig. 4 angesetzt. 
°4 KOHLER, P.: Diplomarbeit, Darmstadt 1960. 
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c) Elektronen-Interferenzdiagramme 
von Aluminium, Silber und Lithiumfluorid 
Vergleich der Interferenzintensitaten von Al 
mit der kinematischen Theorie (Atomformfaktor ) 


Mittels der beschriebenen Apparatur und unter Beriicksichtigung der 
in den letzten Abschnitten diskutierten Fehlergrenzen und Vorsichts- 
maBnahmen wurde nun fiir eine Reihe von Aufdampfschichten Aj, (9) 
registriert. Fig. 6 zeigt das Ergebnis an einer 220 A dicken, texturfreien. 
polykristallinen Aluminiumschicht (a), einer 400 A dicken Silberschicht 
(b) und einer nicht texturfreien Lithiumfluoridschicht (c). Samtliche 
Schichttrager wurden vor der Kondensation bis zum Minimum des 
Streuvermoégens bestrahlt. Die Flache des Intensitatsprofils eines 
Interferenzringes sollte — wenn nur der iibliche Streumechanismus 
an ungestérten Kristallchen vorliegt — nach Abzug des Streuunter- 
grundes die zum Vergleich mit der Theorie nétige Ringintensitaét Iping 
hefern. 

Aus der kinematischen Theorie ergibt sich unter Beriicksichtigung 
der Warmeschwingungen die Intensitat eines Interferenzringes zu 


Ale 7 
Jae == CONSE ait ri -pb-L-e 2M (9,7). (5) 
a ; 
Hierin bedeuten — auBer den bereits beschriebenen Groen — |f,/? = 


(Z — f)? den Atomformfaktor fiir Elektronen*, die Flachenhaufigkeits- 
zahl, e~?™(%7) den Debye-Waller-Temperaturfaktor und L~14/sin 3/2 
den Lorentz-Faktor **. Um Theorie und Experiment miteinander 
vergleichen zu konnen, wird (5) in die Form gebracht 


ele = Tring V2? + +P 
const sin 9/24 gu > : (6) 
er 
In Fig. 7 ist der theoretische linke Teil der Gl. (6) tiber Sane ; 


unter Beriicksichtigung des Temperaturfaktors *** fiir 7 —300°, in 


* Wir benutzen hier die v. Lauesche Schreibweise; in der Fachliteratur wird 
haufig die die Streuverteilung am Einzelatom charakterisierende GrédBe 
= he 
Mr erize) 
g ( sin #/2 ) 
A 


als ,, Atomformfaktor“ fiir Elektronen bezeichnet>»®. 


xx Wegen der benutzten Sektorblende geringere Winkelabhangigkeit gegen- 
iiber den gewohnten Messungen mit konstanter Empfangerflache! 
f ; sin #/2 
xxx Der Temperaturfaktor fiir verschiedene ——,~— 
nationalen Tabellen entnommen. 


-Werte wurde den Inter- 
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aufgetragen. Die MeBwerte [rechte Seite der 
Gl. (6)] wurden auf den 220-Ring normiert, indem willkiirlich [ Ring 
100 gesetzt wurde und d 


ng 220 = 
ie theoretische Kurve hier angeschlossen, 
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0,075 rad). Registrierzeit = 35 min, Automatische 


,5 keV, MeBblende: b=0,1mm, XY 


52 


Fig. 6a—c. Streuverteilung an polykristallinen Aufdampfschichten (Ey 


10-44 A/Skt., 
*10-® A/cm?, 


“4 


, Schichtdicke 220 A, KristallitgréBe aus der Halbwertsbreite 70 bis 100 A, Ordinate: Ai, 


, KristallitgréBe aus der Halbwertsbreite 60 bis 90 A, Ordinate: At, =6* 10-15 A/Skt., 7g =1 


Quotientenmethode, a Texturfreie Aluminiumschicht 
Ja =7,2:10-§ A/em*. b Silber, Schichtdicke 400 A 


= 1074 A/Skt., j7a=4,5 + 10-® A/cm? 


c Lithiumfluorid, Ordinate: A7, 


Die Priifung der Theorie 
sollte zunachst an Aluminium 
durchgefiihrt werden: Da Alu- 
minium selbst bei Schicht- 
dicken mit gut ausgebildeten 
Kristallen — dieim Diagramm 
noch gut trennbare Ringe lie- 
fern — noch ein relativ kleines 
Streuvermégen besitzt, diirfte 
sich sein Beugungsdiagramm 
besser als das schwererer Ele- 
mente mit der kinematischen 
Theorie vergleichen _ lassen. 
Fir Aluminium als MeBobjekt 
spricht auBerdem die Ver- 
gleichsméglichkeit mit einer 
groBen Zahl von Arbeiten 
anderer ‘Autoren?,®: 25°29, 

Die aus der Flache zu 
bestimmende  Ringintensitat 
ist vom Streuuntergrund ent- 
scheidend abhangig: Da sein 
Verlauf aber weder theore- 
tisch quantitativ voraussag- 
bar, noch dem Experiment 
direkt zuganglich ist, ist man 
zunachst auf eine Annaherung 
angewiesen, indem man eine 
glatte Kurve derart in das 
Diagramm (Fig. 6a) einzeich- 
net, daB sie die MeBkurve 
nur an solchen Stellen beriihrt, 
die nach Augenschein von den 


25 Mark, H., u. R. WIERL: Z. 
Physik 60, 741 (1930). 

26 ORNSTEIN, L.S., H. BRINK- 
MANN, A. HavER u. T. Tort: Phy- 
sica, Haag 5, 693 (1938). 

27 GERMER, L.H., and A. H. 
WHITE: Phys. Rev. 56, 58 (1939); 
60, 447 (1941). 


28 Yamzin, I.I., u. Z.G. PINSKER: Dokl. Akad. Nauk SSSR 65, 645 (1949), 
und andere russische Arbeiten zit. bei Z.G. PinskER: Electron Diffraction. Lon- 


don: Butterworth. 


29 KuWABARA, S.: J. Phys. Soc. Japan 12, 637 (1957). 
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aufgesetzten Kristallreflexen wenig beeinfluBt werden. Eine weitere 
Unsicherheit tritt dann auf, wenn zwei Beugungsringe so nahe benachbart 
sind, da sich ihre Auslaufer tiberlagern: Dann kann die Form des Re- 
flexes aus der MeSkurve nicht mehr eindeutig bestimmt werden; es 
wurde deshalb versucht, statt der Flache, in grober Annaherung, das 
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Fig. 7. Vergleich der experimentell ermittelten Ringintensitaten JRing (+ aus dem Produkt Reflexhche 

liber glattem Untergrund mal Halbwertsbreite, o aus den planimetrierten Ringprofilen tiber dem an- 

gehobenen Untergrund) mit der aus der kinematischen Theorie zu erwartenden Intensitatsverteilung 
unter Berticksichtigung des Debye-Waller-Faktors fiir 300° K. 


Produkt aus Reflexhéhe und Halbwertsbreite als MaB8 fiir Tping zu be- 
nutzen. Die nach diesem Verfahren gewonnenen MeBpunkte (+ in Fig. 7) 
weichen in ahnlicher Weise von der theoretischen Kurve ab wie in ande- 
ren Arbeiten. Es darf daraus der Schlu8 gezogen werden, daB diese Ab- 
weichungen sich nicht allein durch die Fehler der verschiedenen Mef- 
verfahren erklaren lassen. Bei Silber (Fig. 6b) treten die gleichen Schwie- 
rigkeiten auf; es zeigt auBerdem einen ansteigenden Untergrundverlauf*, 
wie ihn LENNANDER? bereits aus Messungen berechnet hat. 


* Dieser Verlauf des Streuuntergrundes ist aus dem Diagramm nur bei Verwen- 
dung der Sektorblende (s. Abschnitt 2) unmittelbar zu erkennen. 
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Bevor man nun Schliisse auf den Giiltigkeitsbereich der kinemati- 
schen Theorie zieht, muB man versuchen, weitere experimentelle Hin- 
weise tiber die Art des Untergrunds und seiner Entstehung zu erhalten. 
Es wurde deshalb neben Metallen auch Lithiumfluorid untersucht, da 
bei diesem Salz, das wegen der Scharfe und Klarheit seiner Interferenz- 
ringe auch zum Gitterkonstantenvergleich®® Verwendung fand, die 
Neigung zur Bildung wohlausgebildeter Kristallchen gréBer ist als bei 
Metallen. Die Uberpriifung des LiF-Diagramms der Fig. 6c ergibt fiir 
den eingezeichneten glatten Untergrundverlauf, im Gegensatz zu Alu- 
minium und Silber, einwandfrei symmetrische Ringprofile mit definierter 
Flache. Dieses Ergebnis legt den Verdacht nahe, daB in den Metallauf- 
dampfschichten ein Anteil von stark gestértem, schlecht kristallisiertem 
Material* oder ein Anteil von kleinen Bausteinen vorliegt, der nicht den 
Gesetzen der Kristallinterferenzen nach v. LAVE und Brac, sondern 
anderen Phasenbeziehungen zwischen den Streuwellen gehorcht. Um 
Aussagen dariiber machen zu k6nnen, ist eine Analyse des Untergrundes 
erforderlich; zu diesem Zweck wurde ein Al-Diagramm mit gr6Berem 
OrdinatenmaBstab registriert (Fig. 8). 

Aus der Ermittlung des Ringprofils tiber einem glatten Untergrund 
erhalt man auffallend flache, weitreichende Auslaufer. Man kann diesen 
Befund noch einfach erklaren, wenn man annimmt, da in der Auf- 
dampfschicht Kristallite sehr verschiedener GréBe vorliegen, deren 
Interferenzen sich tiberlagern. Ferner erkennt man bei benachbarten 
Ringen, daB die einzelnen Profile nicht mehr symmetrisch zur Ordinate 
des Maximums sein kénnen. Dieser Befund ist unbefriedigend. Da kein 
zwingender Grund fiir diese groBe Unsymmetrie einzusehen ist, wird 
versucht, durch Annahme symmetrischer Reflexe die Reflexgruppen zu 
separieren. Bei konsequenter Durchfiihrung der Separierung ergibt sich 
bei nachtraglicher additiver Zusammensetzung der so gefundenen 
Reflexprofile ein Streuuntergrund, der innerhalb der Reflexgruppen tiber 
dem monoton abfallenden glatten Untergrund liegen muff. Der auf 
diese Weise konstruierte ,,angehobene“ Streuuntergrund ist in dem 
Diagramm der Fig. 8 eingetragen. Bestimmt man nun die Flache der 
so ermittelten Reflexprofile mit dem Planimeter, so ergibt der Vergleich 
der so gewonnenen MeBpunkte (©) mit der theoretischen Kurve der Fig. 7 
eine gute Ubereinstimmung mit der kinematischen Theorie. 


Man steht nun vor der Aufgabe, den Verlauf des angehobenen Unter- 
grunds der Fig. 8 physikalisch zu interpretieren: Man kénnte zunachst 
vermuten, daB die breiten verwaschenen Interferenzringe der in Kohle 


* Uber Temperaturversuche zum ,,Ausheilen“ solcher gestérter Gebiete und 
iiber die Untersuchung von auf heiBer Unterlage kondensierten Metallschichten wird 
gesondert berichtet werden. 

30 KOniGc, H.: Naturwissenschaften 34, 375 (1947). 
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umgewandelten Tragerfolie trotz ihres minimalen S 


r tiberschlagen, daB dieser Anteil viel zu gering 


erdem heraus, daB die Lage 


teiligt seien, kann abe 


der Kohleringe™ bei 


ist. Es stellt sich auB 


Direkte Messung der radialen Stromdichteverteilung 201 


anderen Werten (". 


= 0,24 und 0,435 Aa) liegen (¥ in Fig. 8) 
als die breiten Halos des konstruierten Untergrunds (vgl. auch 
Fig. 4). Das gleiche gilt fiir die Lage der breiten Interferenzringe des 
— = 0,17 und 0,36 A+; v in Fig. 8); hinzu 
kommt, daB eine Oxydbildung bei einem Vakuum von < 1077 Torr nicht 
sehr stark ausgepragt sein kann. 

Nachdem die Intensitatsverteilung im Interferenzbild des Objekt- 
tragers und eines Oxydanteils der Schicht zur Erklarung des Untergrund- 
verlaufs ausscheiden, soll nun gepriift werden, obein Anteil sehr kleiner Alu- 
miniumteilchen (aus wenigen Atomen) zu Interferenzen fiihren kann, die 
die breiten Maxima des angehobenen Untergrunds erklaren. Hierfiir bietet 
sich ein Verfahren von BoERSCH*®? zur Berechnung von Debye-Scherrer- 
Diagrammen kleinster Kristalle nach der Gasinterferenzmethode von 
DEBYE und EnRENFEST an, das seine erste experimentelle Erprobung be- 
reits an Eisen, Germanium und Kohle bestanden hat!>%3, Fiir kleinste 
Kristalle ist die Berechnung der Streuverteilung nach v. LAvE nicht mehr 
giiltig. Wegen der geringen Abmessungen des Kristallgitters ist die Be- 
legung der Netzebenen mit Streuzentren eine andere als in ausgedehnten 
Gittern. Auch fiir den Strukturfaktor und den Lorentz-Faktor gelten 
nicht mehr die fiir ihre Ableitung zugrunde gelegten Voraussetzungen *2. 


Aluminiumoxyds?*! 


Aluminium kristallisiert im kubisch-flachenzentrierten Gitter; als 
Baustein dieses Gitters hat KOn1G32 den Vierzehnflach vermutet; er 
entsteht, wenn sich ein Atom entsprechend der Koordinationszahl 12 
mit 12 Nachbarn im kiirzesten Abstand a/2 \2 umgibt. In Fig. 9 ist die 
Streuverteilung dieses Kérperchens, wie sie sich nach der Gasinter- 
ferenzmethode berechnet, wiedergegeben. Da sich eine Vielfalt anderer 
kleiner Teilchen in einer Aluminiumaufdampfschicht befinden diirfte, 
wurde die Streuverteilung auch fiir Tetraeder und Oktaeder in Fig. 9 
eingezeichnet. Die Diagramme sind einander sehr ahnlich und lassen 
sich in der Lage ihrer Maxima und Minima den gefundenen Untergrund- 
anhebungen gut zuordnen. Wenn man nun nicht den Schlu8 ziehen will, 
daB auf Grund dieses Befunds solche Teilchen als Gitterbausteine in 
bei Zimmertemperatur kondensierten Aluminiumschichten vorliegen, so 
kann man die gerechneten Kurven auch als Ergebnis einer Abstand- 
statistik mit ausgepragten Haufigkeitsstellen bzw. als Ergebnis einer 
Storstellenverteilung im Gitterverband lesen. 

Die Streuverteilung der Fig. 9 gibt auBerdem den ersten Hinweis 
dafiir, warum der in Fig. 7 eingezeichnete MeBpunkt des im Beugungs- 
diagramm zu schwachen 400-Rings* so weit unterhalb der theoretischen 


* 400- und 222-MeBpunkte fehlen in den entsprechenden Diagrammen anderer 
Verfasser ! 
31 WitsporF, H.G.F.: Nature, Lond. 168, 600 (1951). 
32 BorerscH, H.: Z. Physik 119, 154 (1942). 
33 K6Onic, H.: Optik, 3, 201 (1948). 
14* 
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Kurve liegt: Die Kurven aller hier diskutierten Bausteine haben an der 
Stelle des 400-Rings ein Minimum. Erst bei sehr viel groBeren Teilchen 
konnte die Rechnung hier einen Intensitatsbeitrag lefern. Auch vom 
Standpunkt der Kristallinterferenzen schneidet die Intensitat des 
400-Rings nicht giinstiger ab, da mit abnehmender KristallgréBe der 
Beitrag der ,,400-Netzebenen“ relativ geringer%* wird als bei niedrig 
indizierten Ebenen und schlieBlich voéllig verschwindet. Damit ist auch 
verstandlich, daB im Réntgendiagramm* von technischem Aluminium- 
Pulver und von Aluminium-Aufdampfschichten gréBerer Schichtdicke 
die 400-Intensitat normal ist wie bei Einkristallen*. 


Es ist interessant, daB im gefilterten Diagramm von Aluminium ®? 


im Untergrund ein Maximum zwischen ——- = 0,1 und 0,2 A+ vor- 


liegt, das dem ersten Maximum der in Fig. 9 gerechneten Streukurve des 
Vierzehnflachs und dem noch starker ausgepragten Maximum in den 
Kurven®? gréBerer Teilchen entspricht. Wahrscheinlich werden sich 
auch die anderen Anhebungen im Untergrund gefilterter Diagramme 
durch ,,Gasinterferenzen‘‘ deuten lassen, zumal bei unserem Silber- 
diagramm (Fig. 6b) der Untergrund auch auf diese Weise zu erklaren ist 
und gut kristallisierende Substanzen wie Lithiumfluorid den Interferenz- 
untergrund kleinster Teilchen nicht zeigen. 

Vergleicht man die Elektronenbeugungsdiagramme dieser Arbeit mit 
gefilterten Diagrammen an Aufdampfschichten vergleichbarer Dicke und 
Kristallitgr6Be, so hegt der SchluB nahe, daB der Beitrag der im Objekt 
unelastisch gestreuten Elektronen zum Untergrund nicht so groB sein 
kann wie allgemein angenommen wird. Beider quantitativen Auswertung 
gefilterter Diagramme hat bereits LEONHARD*® auf die Unsicherheit bei 
der Abtrennung des diffusen Untergrundes hingewiesen: Die gefun- 
denen relativen Intensitaten wichen in gleicher Weise wie bei ORNSTEIN 76 
(im ungefilterten Diagramm) von der Bornschen Theorie in Mottscher 
Nahrung ab. Beide Verfasser haben eine Verbesserung des Separations- 
Verfahrens gefordert und vermutet, da8 sich damit eine Annaherung an 
die theoretischen Werte erwarten 1aBt. 

Dem Direktor des Physikalischen Institutes, Herrn Professor Dr. H. Konic, 
danke ich fiir die groBziigige Unterstiitzung der Arbeit, fiir zahlreiche kritische 
Hinweise und Diskussionen. Fir Hilfe und manchen guten Rat habe ich Herrn Dr. 
W. Hamre zu danken. Der Institutswerkstatt, die die elektrischen und fein- 


mechanischen Teile der Apparatur mit groBer Sorgfalt gefertigt hat, bin ich zu 
groBem Dank verpflichtet. 

* Fir die Intensitatsmessungen der Réntgen-Interferenzen mit dem Zahlrohr 
Goniometer habe ich den Herren Dr. K.v. Bassewirz und Dipl.-Phys. P. KOHLER 
zu danken. 

34 JamEs, R. W., G. W. BRINDLEY and R.G. Woop: Proc. Roy. Soc. Lond. 
A 125, 401 (1929). 

35 LEONHARD, F.: Z. Naturforsch. 9a, 1019 (1954). 
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Aus dem Lehrstuhl fiir Reaktorwerkstoffe der T. H. Aachen 
und dem Institut fiir Reaktorwerkstoffe der Kernforschungsanlage Jiilich 


Fokussierende 110-Stoffolgen in flachenzentrierten 
Kristallen bei kleinen Winkeln 


Von 
Cur. LEHMANN und G. LEIBFRIED 
Mit 7 Figuren im Text 
(Eingegangen am 23. Januar 1961) 
Focusing collisions along 110 directions in f. c. c. lattices are investigated. For small 
angular deviations from this direction an exact treatment of subsequent collisions 
is possible. The results are compared with machine calculations by VINEYARD and 


collaborators*. The agreement is practically complete. The influence of neigh- 
bouring atomic chains can be neglected. 


1. Einleitung 
In der letzten Zeit sind eingehende theoretische und experimentelle 


Untersuchungen von StoBfolgen entlang dicht gepackter Gittergeraden 
in flachenzentrierten Kristallen durchgefithrt worden! ®, Als anschau- 


Fig. 1. a StoBfolge entlang einer Reihe Aquidistanter ,,harter Kugeln‘‘. b Vereinfachte Darstellung mit 
dem StoB- oder Harten-Kugel-Radius R zur Konstruktion der StoBwinkel 


lichen Startpunkt zur Diskussion solcher Folgen kann man einen StoB 
entlang einer Reihe von Billardkugeln vom Radius Rk’ betrachten (Fig. 1a). 


1 SirsBEE, R.H.: J. Appl. Phys. 28, 1246 (1957). 

2 LEIBFRIED, G.: J. Appl. Phys. 30, 1388 (1959); 31, 177 (1960). 

3 THompson, M.W.: Phil. Mag. 4, 139 (1959). — THompson, M.W., and R.S. 
Netson: Atomic Energy Res. Establishment, Harwell, Report AERE-R 3320 
(April 1960). — Proc. Roy. Soc. Lond. A 1961 (im Druck). 

4 VINEYARD, G.H., and J.B. Gipson, A.N. Goranp, M. Mircram: J. Appl. 
Phys. 30, 1322 (1959). — Brookhaven National Laboratory Report 4871. — Phys. 
Rev. 120, 1229 (1960). 

5 Eine zusammenfassende Darstellung findet man in den Vorlesungen von 
G. H. Vrneyarp, M.W. THompson und G, LEIBFRIED an der Sommerschule tiber 
, Radiation Damage‘ im Sept. 1960 im ,,Centro di Studi Nucleare di Ispra” 
[Nuovo Cimento (im Druck) ]. 
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Einen StoB zwischen zwei Kugeln vom Radius R’ beschreibt man am 
einfachsten als StoB zwischen einem Punkt und einer Kugel vom dop- 
pelten Radius R=2R’. Da beim StoB harter Kugeln nur Impuls in 
radialer Richtung iibertragen wird, so erhalt man aus dem Startwinkel@, 
der ersten Kugel in der Reihe den Startwinkel 0, der zweiten Kugel 
durch Verbinden des StoBpunktes P, mit dem Mittelpunkt der zweiten 
Kugel (Fig. 1b). 

Wir werden nur kleine Winkel @ diskutieren. Dann ist offenbar das 
Verhaltnis von 0, zu O, durch 

D—R D 


aN, ss 
A OC, Ad Mree : (1) 


gegeben. 


Da die gleiche Uberlegung fiir jeden folgenden Sto8 durchgefiihrt 
werden kann, so erhalt man 


GG, Eile Oo. (2) 


fiir den Winkel des Atoms Nummer 7. Die GrdBe A, der ,, Fokussierungs- 
parameter“, entscheidet das Verhalten der StoBfolge. Ist A>1, so 
wachst der Winkel standig mit 7 an. Ist A<1, so wird der Winkel 
monoton kleiner und man hat schlieBlich eine Folge von Zentralst6Ben 
ohne Winkelanderung. Dieses Verhalten nennt man auch Fokussierung 
(des Winkels), wahrend man im Falle A4>1 von Defokussierung spricht. 
Die Fokussierungsbedingung 

viet (3a) 
kann auch durch 

DD 

KS (3b) 
ersetzt werden. Ist (3b) erfiillt, so erhalt man auch bei endlichem (klei- 
nen) Startwinkel @, schlieBlich eine Folge von ZentralstéBen, wahrend 
andernfalls der Winkel solange wachst, bis kein StoB mehr stattfindet 
und die Folge unterbrochen wird. 


Diese Uberlegungen kann man auch auf wirkliche StoBfolgen in 
Kristallen anwenden. Wir werden speziell St6Be entlang der dichtest- 
gepackten 110-Richtungen in flachenzentrierten Gittern untersuchen 
(Fig. 2). Das Wechselwirkungspotential ®(7) zwischen den Atomen sei 
rein abstoBend*. Ist @(r) ein schnell (z.B. exponentiell) abfallendes 
Potential, so kann man fiir den Sto8 eine , Harte-Kugel-Naherung‘‘ 
(HKN) verwenden, bei der R durch den Minimalabstand bei zentralem 


* Die fiir den Fokussierungseffekt wesentlichen Energien sind so groB, daB die 
anziehenden Anteile des Potentials vernachlassigt werden diirfen. Ferner kann man 
sich leicht klarmachen, daS quantenmechanische Korrekturen vernachlassigbar 
sind, daB also die klassische StoBtheorie ausreicht. 
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StoB bestimmt ist!*®, Ist Ey die Energie des Atoms Nummer 0, so ist 
das korrespondierende R, durch 


(Ry) = ot Ry = R (Ep) (4) 

gegeben. 

Betrachtet man nur kleine Winkel und fokussierende St6Be, so wird 

die Energie praktisch vollstandig tibertragen und man kann die Energie- 

anderung entlang der Kette vernachlassigen. Das entspricht dann genau 

dem Billardball-Modell mit konstantem R =R(E,). Der Fokussierungs- 
parameter ist damit eine Funktion der StoBenergie E, =E 


D 
Aux = 3 1: (1a) 


Eine solche einfache Sto8folge entlang einer Reihe ohne Beriicksichti- 
gung von Nachbarn ist sicher am besten realisiert entlang den dichtesten 
Geraden, da deren Nachbargeraden den gr6Bten Abstand besitzen. Fiir 
ein ,,Born Mayer Potential‘‘ der Form 


r 


@(r)=Ae *; A=22500eV, a= 


Ss 


(5) 


1 
(ele. A ist der Abstand benachbarter Atome im Cu-Gitter), 


welches fiir Kupfer haufig verwendet wird, ist Ay, (E£) in Fig. 6 dar- 
gestellt. Es stellt sich heraus, da8 die Ubereinstimmung der HKN mit 
den auf der Maschine gerechneten 
Werten‘ nicht sehr gut ist. Die - a , ye 
Fokussierungs-Grenzenergie E,,, de- va 
finiert durch A(E,,) =1 legt z.B. in ° ° Po 
der HKN mit dem Potential (5) bei as 
70 eV, nach Ausweis der Maschinen- we 
rechnung aber bei 30 eV. Das Ziel ° fs 
dieser Arbeit ist es, die Abweichun- we 
gen von der HKN zu diskutieren 
und quantitativ zu berechnen. Ze : ‘ 
Noch eine andere Folge der HKN ye 
sei hier bemerkt®. Bei Zentral- 
stoBen bleibt das stoBende Atom Fig. 2. 100-Ebene eines flachenzentrierten Gitters. 
am StoBpunkt liegen. Die Endlagen _P% Stolle sol sich enone der pezeichsten 
der Atome in der 110-Richtung der die Mitten zwischen den einzelnen Ruhelagen 
Fig. 2 liegen im Fokussierungsbereich 
vor der durch ein Kreuz gekennzeichneten Mittellage. Die Mittellage 
ist gleichzeitig eine Symmetrielage. Bleibt ein Atom vor dieser Lage 
liegen, so versuchen die Nachbarreihen, es in seine alte Lage zurtick- 


6 Hormes, D.K., G. LEIBFRIED and O.S. OEN: Oak Ridge National Labora- 
tory, Ann. Rep. 1959. 


Oo 
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zutreiben. Anders im defokussierenden Bereich, wo die Nachbarreihen 
das Atom in die benachbarte Lage treiben wollen. Benutzt man diese 
Endlage als Kriterium, so wiirde also bei defokussierenden StéBen 
schlieBlich ein Zwischengitteratom entlang 110 transportiert, wahrend 
eine Leerstelle in 0 zuriickbleibt. Das stationare Zwischengitteratom 
bildet sich dann in der Umgebung der 110-Reihe aus, z.B. da, wo der 
Winkel so groB wird, da8 der StoB unterbrochen wird. Anders im Fall 
von fokussierenden St6Ben, bei denen nur Energie aber keine Masse 
transportiert wird und auch keine Leerstelle zuriickbleibt. Dieses 
Kriterium fiir den Massentransport ist sehr qualitativ und grob, wird 
aber in der HKN nahegelegt. 


2. Ergebnisse der klassischen Streutheorie 


Der nahezu zentrale StoB kann bei beliebigem Potential ohne groBe 
Miihe streng behandelt werden. Da die Potentiale sehr schnell mit der 
i Entfernung abfallen und die Ruhe- 
JoSr abstande D der StoBpartner so groB 

sind, daB ®(D) gegen @(R) ver- 
nachlassigt werden kann, so geniigt 
42% Poe es, die asymptotischen Verhaltnisse 
UR pe ( \ fiir ,,groBe Entfernungen zu disku- 
} 7 %%  tieren. 
fF Ole CRT NES 2 Der Stob werde in der iiblichen 
Me ee ee a pe Weise (Fig. 3) beschrieben. Das Teil- 
chenQ mit Geschwindigkeit vy und 
Energie E, st68t auf ein im Ursprung ruhendes Teilchen 1. Der ,,Sto8- 
parameter” sei 6. Gesucht sind die Bahnen x (f), Vo (#), *1 (4), vy, (¢) der 
beiden Teilchen. Das mechanische Problem ist in Schwerpunkts- und 
Relativkoordinaten i, r separierbar. Wir beschranken uns der Einfach- 
heit halber auf gleiche Massen m,=m,—=m. Dann ist 


hem (Cpe | ty =R+— 


2 


3 (6) 
P=, — ty tiesk: 
und die Bewegungsgleichungen werden 
Mk =0, (7a) 
o®@ 
Me aS (7b) 
mit M=m-+m=2m und p= mo = > ? 


Die Lésung von (7a) ist 
RY) = RO) + RO) (8) 
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mit den Anfangswerten i (0) und (0) zur Zeit £=0. Die Gleichung fiir 
die Relativkoordinaten zerlegt man zweckmaBig nach Polarkoordinaten 
Y, p(x =rcos my, y=rsing) und benutzt Energie- und Drehimpuls- 
erhaltung: 


(7 7? p?) Pir) = Ee; (9a) 


v|s 


LY = My = tL U0. (9b) 


Hier ist M,.; der Drehimpuls und £,,,; die Energie in Relativkoordinaten 
(Schwerpunktssystem). Mit unseren Anfangsbedingungen ist 


Ea = 408 +.B (r(0)) =H of = 2 = OER). (10) 


Die potentielle Energie P(r (0)) im Anfangszustand mit Abstand 7 (0) 
kann aus den oben dargelegten Griinden immer vernachlassigt werden. 
Aus den Gln. (9) erhalt man 


a Ere) — P(r) Ora os P(r) b2)4 

RO erie eo (4/2) v6 =| = £09 D(R) 5) a). 

dp _® b 25, b 

ay 5 = Sol eee PE, ai lel $e (12) 
(u/2)og J = Diy ~ 7) 


Das negative Zeichen der Wurzel ist zu nehmen, bevor r(t) sein Mini- 
mum &,(b), definiert durch 7 =0, erreicht hat. Im Minimum wechselt 
die Wurzel das Vorzeichen. 

Die Integration von (12) lefert w als Funktion von 7 


7 (0) Y 
bdr 
a , {Era — OV) ar (12a) 
mee ee 


(14/2) 06 

Diese Form setzt voraus, dafi 7 (¢) das Minimum bereits durchlaufen hat. 
Wir wollen den Ausdruck (12a) fiir kleine Winkel (kleine 6) und asympto- 
tisch fiir groBe 7 (etwa r(é) wieder gréBer als der Anfangsabstand 7 (0)) 
diskutieren. Dann ist 


P(r) = 7 (0) — 


7 (0) 


are ph ain > wae ee) 


2b b 
a) = 7 — Re me (12c) 


Beim Ubergang von (12a) nach (12b) wurde vom zweiten Integral in 
(12a) ein Integral von 7(0) bis 7 abgespalten, in dessen Integrand die 
Wurzel gleich Eins gesetzt werden kann. Ferner ist iiberall 6? vernach- 
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lassigt (R,(b) =R), ebenso @(r(0)). Beim Ubergang nach (12c) ist @ (0) 


durch 2 —b/r(0) ersetzt worden (Fig. 3). Der effektive Radius Reg, ist 
definiert durch 


Re ry, [ {i mcoM, = bf = mo (13) 


P(k RK l (R) 


Fiir ein Hartes-Kugel-Potential wiirde R.4, mit R iibereinstimmen. Tat- 
sdchlich ist Reg nach (13) kleiner als R. Die exakte Winkelanderung 
beim Sto wird also nicht durch den Harten-Kugel-Radius R, sondern 
durch den effektiven Radius R.. bestimmt. Im Vergleich mit der HKN 
ist das ein die Fokussierung vermindernder Effekt (4 wird gréBer). 


Diese Abweichung von der HKN liefert dann einen Fokussierungs- 
parameter 


Age == hk (14) 


Dieses As, Stimmt schon wesentlich besser mit den Maschinenergebnissen 
iberein, allerdings liegt jetzt A.;;(£) etwas zu hoch, die Fokussierungs- 
energie zu niedrig (etwa 25 eV, vgl. Fig. 6). Der Grund fiir diese Abwei- 
chung hegt darin, daB nicht nur der Ablenkwinkel fiir die StoBfolge eine 
Rolle spielt, sondern auch die genaue Bahn der angestoBenen Teilchen. 
Das Teilchen 0 wirkt schon vor Erreichen des Minimalabstandes R auf 
Teilchen 0 ein. Dadurch wird Teilchen 1 etwas in Richtung auf Teil- 
chen 2 verschoben, wodurch sich, grob gesprochen, der Abstand D fiir 
den StoB zwischen 1 und 2 auf D—d verkiirzt. Dies fiihrt dann zu 


peas 
i= Rett af (15) 


Wahrend (14) fiir die jeweils ersten St6Be gilt, ist (15) fiir alle spateren 
StéBe einer Serie zu verwenden. 

Die Berechnung von d ist ebenfalls einfach. Die Gl. (11) wird inte- 
geriert 


dy 
f+ Bee 2 ye = Uol. (16) 
R,. Re { (u/2) 03 a 


Asymptotische Entwicklung und Vernachlassigung von 0? ergibt 


(0) 
dy 
T= 70) =e ®t + vol. (16a) 
¢ Vom! 
Daraus erhalt man 
¥=7C0osp=—7; y=rsing =—>d Cid (47) 


Rett 
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und unter Benutzung von (6) und (8) 


xo(t) =e (—7(0) +yt—7) (tf) =4(—r(0) + ¢+7), 
a oath | 


Aus (18) kann man zuniachst die Ruhelage des stoBenden Teilchens 0 
nach einem ZentralstoB ablesen 


vy) )&% (v) )3 g 
' * ara (! i} reat deypatee! 


® (k) 


X%(co) =—R+A. 
Die Ruhelage ist nicht wie in der HKN bei— R, sondern um die Strecke A 
nach rechts verschoben. Man kann sich auch noch leicht davon iiberzeu- 
gen, daB beim kleinsten 
Abstand R (x,— %) =R) 
gas Atoni0 “bet 2%, = 
—R-+A/2 liegt. 

Gl. (18) liefert auch die 
asymptotischeGerade, auf 
der Teilchen 1 sich nach 
dem StoB bewegt. Der 
Winkel dieser Bewegung 
gegen die Einfallsrichtung 
ist b/R. (Fig. 4). Diese 
Gerade trifft aber nicht 
den Startpunkt des Teil- ; 

5 Fig. 4. Die asymptotische Bewegung der Atome 0 und 1 nach 

-chens 1 (die MRuhelage dem StoB 
im Gitter), sondern ihr 
Schnittpunkt mit der x,- 
_Achse ist um 6 nach rechts 
verschoben. Diese Strecke 
6 ergibt sich nach (18) zu 


o= *o ( aor Res (20) Fig. 5. Zur Berechnung der Winkelanderung und der scheinbaren 
c= JR JE Al se Rete: Verkiirzung von D 

Nach Fig. 5 ergibt sich als Fokussierungsparameter @,|@,) der Wert Ag 
nach (14), wahrend fiir alle anderen St6Be eine Verkiirzung der Strecke D 
um d in Rechnung zu setzen ist. Dabei ist nach Fig. 5 


Rett ”) 
= Z F DA 
d 0 b b 1 Regt ( ) 


Retg D D 
‘Das ergibt schlieBlich den Fokussierungsparameter A nach (15). 
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3. Vergleich mit den Ergebnissen von Vineyard und Mitarbeitern 


VINEYARD u. Mitarb.4 haben StoBfolgen entlang 110-Geraden in 
einem rdumlichen Modell mit einer Rechenmaschine vom Typ IBM 704 
untersucht. Als Potential wurde (5) verwendet. Sie haben ferner solche 
Ereignisse in einem Film dargestellt. Schon in diesem Film kann man 
sehen, da} bei Fokussierungsfolgen entlang 110 die Umgebung praktisch 
unbeeinfluBt bleibt (allerdings sieht man die nachst benachbarten 
110-Reihen im Film nicht). Dann aber miissen unsere Ergebnisse, bei 
denen nur die Atome einer Reihe beriicksichtigt sind, direkt auf die von 
VINEYARD untersuchten StoBfolgen anwendbar sein. 

Die benétigten GréBen R, Ry und A sind mit dem Potential (5) 
leicht zu beréchnen: 


R == gyllin (2A/E), (22) 
R if dr / dy 

ame meals ee 
Rett | yeh = P(r) \3 ils sei i —e—nRia\e ( 4a) 

RL. ¢ Di ee 5 
R we fae 
a a in oe ee 
wo caste ase ga | (24) 
=141,392 io ee | 


Die Darstellung (24b) ist die asymptotische Entwicklung von (24a). 
Die asymptotische Entwicklung ist im Anhang abgeleitet. Benutzt 
man diese asymptotische Entwicklung, so kann man auch die drei 
verschiedenen Fokussierungsparameter nach a/R entwickeln mit dem 
Resultat : 


D 
ee (1a) 
D 2 
Aggy = Anz + a (1.394 1,30 a ; (14a) 
A Ag — A. (15a) 
lass 


Die Entwicklung ist nur bis zu quadratischen Gliedern in a/R durchge- 
fiihrt. Man erkennt hier auch deutlich die Reihenfolge A.¢>A>Ayg. 
Diese Entwicklung ist aber nicht zur Berechnung der A-Kurve benutzt 
worden. 

In Fig. 6 sind die Ergebnisse von VINEYARD fiir die Verhaltnisse 
zweier aufeinanderfolgender Winkel in Abhangigkeit von der StoBenergie 
dargestellt (nach Ref. 5). Dabei kommen hauptsachlich St6Be in einer 
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Folge vor, fiir die (15) zutreffen sollte. Aber auch Anfangsst6Be nach (14) 
sind (wahrscheinlich nur vereinzelt) verwendet worden. Bei der Auswahl 
sind nur kleine Winkel beriicksichtigt. Ferner enthilt Fig. 6 die Parameter 
Ax nach (1a), Ag nach (14) und A nach (15 und 21). 

Wahrend die HKN schlecht zu VINEYARDs Ergebnissen paBt, liefert 
A eine ganz augezeichnete Ubereinstimmung. Es sollte bemerkt werden, 
daB A die exakte Lésung im Grenzfall kleiner Winkel ist. Bei anwach- 
sendem Winkel wird 0,/0@, vergréBert, was man schon am Modell harter 
Kugeln deutlich sieht. Daher liegt auch die A-Kurve am unteren Rand 


RO aE cal ee 


710- fokussierungsparamerer 


4 700 750 


50 
Ez £, Lnergie (eV) 


Fig. 6. Vergleich mit den Ergebnissen von VINEYARD*. OOO ,,MeBwerte‘‘ nach VINEYARD; AHK Fokus- 
sierungsparameter in der Nadherung harter Kugeln; Aefg Fokussierungsparameter fiir die Anfangsst6éBe; 
A Fokussierungsparameter fiir die St68e innerhalb einer Folge 


der ,, MeS8punkte“, die ja nicht ganz infinitesimalen Winkeln entsprechen. 
Das tritt vor allem bei hohen Energien auf, wo naturgema8 immer etwas 
gréBere Winkel untersucht werden. Diese gute Ubereinstimmung zeigt 
auch, daB der jedenfalls fokussierende Effekt der Nachbargeraden ver- 
nachlassigt werden kann. 

Die neue Endlage des stoBenden Atoms (Verschiebung um A gegen 
die Endlage der HKN) erfordert auch eine neue Entscheidung dariiber, 
ob der StoB nur Energie oder auch Masse transportiert. Legt man wie 
in der Einleitung die Endlage als Kriterium zugrunde, so kann man nun 

eine Energie FE, durch (25) 


R(E,) -—4 == 


definieren, bei der die Endlage gerade in der Mitte liegt. Unterhalb E, 
hat man nur Energietransport, oberhalb auch Massetransport. FE, ist 
-etwa 17 eV (Fig. 6) und kleiner als E;, =35 eV. In der HKN fallen E, 
und £,,zusammen. Auch dieser Tatbestand paBt gut zu den Ergebnissen 
von VINEYARD. 
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Fiir v(t) erhalt man aus Gl. (16) 


— “2 (45) 
1) SR 0, t— te) oe 2a tn 2A ee ae (26) 
Dabei ist ¢, die ,,StoBzeit“', bei der 7 (¢,) =R ist: 
Vl, = 2a 2=-7(0) (27) 


Fig. 7 enthalt x,(¢) und x,(f) nach VINEYARD fiir eine Energie von 
E,=100eV und ZentralstoB (OQ, =0). Als Anfangsbedingung haben wir 
%_(0) =— 7(0) =—D und 
x, (0) =0. Die eingezeich- 
neten Punkte sind dem 
nach (6), (7), (12a) und (26) 
fiir ZentralstoB berechne- 

ten x, (¢) entnommen. 
D-R Xft] Die Ubereinstimmung 
ist gut. Nach der HKN 
sollte die Endlage in Fig.47 
des Teilchens Nummer {0 
bei D—R sein, in der 
korrigierten Theorie dage- 
G ——-3,27-70"sec ts t gen bei D—R-+2a In 2. 
Fig. 7. Die Bewegung der Atome 0 und 1 bei zentralem StoB. Man sieht, daB diese be- 

Aufgetragen ist x,(t)-+ D und x, (t). Nach VINEYARD; 

x x xX nach (26), (27) rechneten wahren Endlagen 

auch erreicht werden. 

Aus der vorangehenden Diskussion ist ersichtlich, da man die 
Fokussierungsst6Be in 110-Richtung bei kleinen Winkeln praktisch exakt 
in einfacher Weise berechnen kann. Der Einflu8 benachbarter Geraden 
ist zu vernachlassigen, wahrend er bei StoBfolgen in anderen kristallo- 
graphischen Richtungen entscheidend ist. Der Einflu8 benachbarter 
Geraden soll in einer spateren Arbeit untersucht werden. 


X,(t/+0 


Den Herren M.W. THompson und G.H. VinEyarp danken wir fiir zahlreiche 
Diskussionen im Grand Palace Hotel zu Varese, sowie fiir die Uberlassung noch 
nicht verdffentlichter Ergebnisse. 


Anhang 
Asymptotische Entwicklung des Integrals 


R f dn R 
I — = : =—>1. A.1 
(x) Rett : (4 +)2(4 — e—anys % e | ( ) 


Man entwickelt nach e~%” und erhalt 


ee) 


i (2u)! 
om aa ae at 2 ane Han: Au = Samui? (A.2) 


*x 7, ( pate 
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oder Pet oo 
Han 
(a) ~ > A eh& : 
u=0 

Partielle Integration ergibt 

oo oe) 

dn evan 
oo CEST == Che — thie [ ay fir jw ==10. 
: OF “ 4) 
1 


CO 
CRUST enna (—1)"n! 
dn ~ fii ; 
| ” aaa 2s (lua) age 
1 n=0 
Damit wird 
co 
d —4)"yn! 
[ eruan SS 10s 5) feat fur == 0. 
J 1 i (wa)m 
SchlieBlich erhalten wir (4, = 1!) 
co 
(—1)*n! Ay 
I(x) ~1— >" > ~ at 
n=1 =a 
co foe) [o,e) 
1 A 2 4 6 An 
I(a) ~14 _ a + 
ali pa a a? 2 je” od py pe 


Die einzelnen Summen kénnen mit Hilfe der Darstellung 


ee iS x ie Dene 


_ berechnet werden**: 


bE 
3 = =| 2 § (4) = 2In2 = 1,39, 
ual i 5 a 
[o-e) 1 # a 
>= ik eS ea 2 {L,(1) 2,5)! — 3(In2)2 
par 6 = 


= a — 2(In2)? = 0,68. 


EeDas HSS ist identisch mit — Ei(—px). 


dt ist der Eulersche Dilogarithmus. 


1 he (In 2)? 
rs ls a i “1 1,(5)= 12 | 2 


(A.4) 


Die asymptotische Entwicklung des Integrals in (A.4) erhalt man durch fortgesetzte 
partielle Integration*. 


(A.5) 


(A.4a) 
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Die dritte Summe lat sich bequem abschatzen; denn es ist 


Folglich gilt 


iw 2 


ales = 0,68. 


In dem uns interessierenden Bereich (E = 50 eV; R/a=«=6,5) bedeutet demnach 
die Vernachlassigung des letzten Gliedes in (A.6) einen Fehler von etwa 1%, so daB 
in guter Naherung gilt 


I~1+21n2 {= 4 (ina) Fe + = (A.8) 


+—. (A.9) 


Die gleiche asymptotische Entwicklung kann man einfacher erhalten: 


a 
Leo se 1,39 5 — 1,36 =~ 


(a) = fj a al : 14 ' 
(440)? y1-e —e—ne 
bt (A.10) 
dn 1 
1-4 — 1). 
ives. (== na 
0 
Die Substitution n« = » liefert 
1 ax 1 
I(a) =1- { it. 
= ‘ ( n a \i—e-= (A.11) 
0 a 


Die Entwicklung des Integranden nach +/« liefert ebenfalls die gewiinschte asym- 
ptotische Entwicklung 


I(a) ~1+ : ee 


Das erste Integral in der Summe ist identisch mit dem Integral in (19). Wir haben 
diese Darstellung nicht benutzt, weil uns die Abschatzung der J}, mit Hilfe der 
A,-Summen bequemer erschien. 
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Anregung und Schadigung der Lumineszenz 
von CaWO, und ZnS/Ag durch Ionen* 
Von 
GERHARD DOLL 
Mit 7 Figuren im Text 


(Eingegangen am 7. Januar 1961) 


The luminescence-response of ZnS/Ag and CaWO, to ion-bombardement and the 
deterioration of luminescence under prolonged irradiation was determined as a 
function of ion-energy E, ion-mass M; and beam-density J. The variation of light- 
output with ion-energy is of the form Jy=C. (E—E,)” with n=2 (ZnS/Ag) or 
lower values (CaWO,). The luminescence-response to ions of various mass was 
found to decrease generally with growing mass, but to be nearly constant to ions 
of middle atomic weight (ZnS/Ag). The luminescence-efficiency, caused by ions 
of energy greater than 5 keV, is independent of beam-density within the whole 
range studied here (maximum 3-10-7 A-cm-), but it diminishes in the case 
E=5 keV for values of J above 6-108 A: cm’. The deterioration-effect grows, 
except in the case of Het-ions, the lightest ions used here, with ion-energy. It 
also increases by substituting Ne*- for Het-ions, but remains nearly independent 
of mass (CaWO,) or diminishes with growing ion-mass (ZnS/Ag), if the ions are 
heavier than Ne*-ions. Increasing beam-density leads to a reduced deterioration 
of ZnS/Ag-luminescence, yet has no influence to that of CaWOQ,. 


Bei anhaltendem BeschuB von Leuchtstoffen mit Ionen tritt neben 
der Anregung eine Veranderung des Leuchtstoffgitters ein, die in allen 
bisher beobachteten Fallen eine allmahliche Verminderung der Lumines- 
zenzintensitat zur Folge hat. Diese Lumineszenzschadigung ist nicht 
nur von den Anregungsbedingungen, sondern auch von der Art des 
bestrahlten Leuchtstoffes abhangig. Man fithrt sie im wesentlichen 
darauf zuriick, da entweder leuchtfahige Atomgruppen zerstért (Zen- 
trenleuchtstoff CaWO,) oder aber Haftstellen im Kristall geschaffen 
werden, die die bei der Anregung auftretenden Leitungselektronen teil- 
weise einfangen und dem RekombinationsprozeB entziehen (ZnS/Ag). 


Von den dalteren Untersuchungen!‘ der Lumineszenz bei Ionen- 
anregung befaBt sich nur die erste mit der Lumineszenzintensitat 


* Auszug aus D 26. 

1 HANLE, W., u. K. H. Rau: Z. Physik 133, 297 (1952). 
2 Girrricu, H. P.: Z. Physik 145, 241 (1956). 

3 MartTIN, W.: Z. Physik 147, 582 (1957). 

4 Lort, R.: Diplomarbeit GieBen 1958. 
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(gemeint ist hier die Intensitat zu Beginn der Ionenbestrahlung) und 
dem Einflu8 der Ionenmasse auf die Lumineszenz. Alle iibrigen be- 
schaftigen sich ausschlieBlich mit der Lumineszenzschadigung bei An- 
regung mit leichten lonen, wobei sie von der neuerdings?® als falsch 
nachgewiesenen Voraussetzung ausgehen, daB die Schadigung von der 
Ionenstromdichte unabhangig sein soll. Aufgabe dieser Arbeit war es 
darum, die Abhangigkeit der Lumineszenzintensitat sowie Lumineszenz- 
schadigung von Ionenenergie, Ionenmasse und Ionenstromdichte bei den 
typischen Leuchtstoffvertretern CaWO, und ZnS/Ag zu untersuchen. 


I. MeBverfahren 


Die Ionen werden in einer Pendelelektronenionenquelle nach HEIL®® 
erzeugt und erhalten in einem Absaugfeld eine einheitliche Energie von 
2keV. Nach Durchlaufen eines magnetischen 30°-Massenmonochroma- 
tors gelangen sie durch einen Spalt von 5mm? Flache in ein Nach- 
beschleunigungsfeld und treffen dann im Bestrahlungsfall auf eine der 
ebenfalls 5 mm? grofen und auf einer drehbaren Scheibe angeordneten 
Leuchtstoffflachen. Mit Hilfe eines Faraday-Kafigs findet vor und nach 
jeder Bestrahlung, die durch Hereinklappen eines Aluminiumscheibchens 
in den Strahlengang ausgeschaltet wird, eine Kontrolle des Ionenstroms 
statt. Die Lumineszenz, die iiber einen Spiegel von einem PSEV beob- 
achtet wird, erzeugt an dessen Anodenwiderstand ein Spannungssignal, 
das verstarkt und von einem Lichtpunktlinienschreiber (Filmgeschwin- 
digkeit maximal 5 mm/sec) registriert wird. 


II. Messungen an CaWO, und ZnS/Ag 
und Diskussion der MeBergebnisse 


Die von den Ionen hervorgerufene Lumineszenz wird charakterisiert 
durch die Lumineszenzintensitat J) zu Beginn der Ionenbestrahlung 
sowie durch die Lumineszenzschadigung. 


Die Lumineszenzintensitaten sind bei dem hier verwendeten Mefver- 
fahren nur relativ zueinander meBbar (darum Jo ;.1). Bei Beschu8 von 
Zinksulfiden mit Ionen werden auBerdem in der ersten Beschu8phase 
tiefe Kristallhaftstellen aufgefiillt. Man erhalt deshalb nicht sofort nach 
dem Einsetzen der Ionenbestrahlung das Maximum der Emission, son- 
dern etwas verzégert. Die bis dahin bereits eingetretene Lumineszenz- 


®> GRASSER, R.: Diplomarbeit GieBen 1959. - GrassER, R., u. A. SCHARMANN: 
Z. Naturforsch. (im Druck). 

S ELEID, Zn ebysiky 120 mo t2q(104e)e 

? ARDENNE, M. v.: Phys. Z. 43, 92 (1942). 

8 Voss, G. A.: GieBen 1957 (unveréffentlicht). 

9 ScHARMANN, A.: Z. Physik 157, 301 (1959). 
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schadigung hat zur Folge, da8 die maximale Lumineszenzintensitat Jes 
nicht identisch ist mit der Intensitat J,, die man bei Weegfall der Haft- 
stellenauffiillung als Anfangswert erhalten wiirde. In der Lumineszenz- 
schadigungskurve tritt die Haftstellenauffiillung allerdings nur in Er- 
scheinung, wenn sie nicht schon durch die wahrend des Einschaltens 
der Ionenbestrahlung (in unserem Fall Einschaltzeit etwa 1/; sec) auf- 
getroffenen Ionen vollzogen worden ist. Der Einflu8 der Kristallhaft- 
stellen macht sich deshalb nur bei kleinen Ionenstromdichten bemerkbar, 
und zwar um so mehr, je gréBer die Ionenmasse und je kleiner die Ionen- 
energie ist, was sich durch abnehmende Anregungsdichte erkliren laBt 
[vgl. Gl. (6)]. ZweckmaBigerweise wird darum die Abhingigkeit der 
Lumineszenzintensitat von Ionenenergie und Ionenmasse bei verhiltnis- 
mafig hohen Ionenstromdichten (etwa 10~? A/cm?) untersucht. 


N (70 Tonen|om?] ———+ 


"7 He*—~ CaWOy, £= a 


4 ee 2 He’ CaW0,, £=20 keV 
LZ 3 be — Ins/Ag, E=5keV, Ue 
2 aor 4 Het = ZnS/Ag, £=5 keV, D=774-0°Alom* 


oS ; 75) 
N | 70Zonenfem*? ] ———> 
Fig. 1. Reziproke relative Lumineszenzintensitat wahrend des Ionenbeschusses als Funktion der Zahl N 
der pro cm?* aufgetroffenen Ionen (x berechnete Werte) 


Die Lumineszenzschddigung kann man beschreiben durch die relative 
Lumineszenzintensitat J/J) als Funktion der Zahl N der pro Flachen- 
einheit aufgetroffenen Ionen (vgl. Fig. 1) oder durch die Ionenmenge N,, 
die eine Verminderung der Lumineszenz um 50% hervorruft (vgl. Fig. 3, 
5 und 7). Bei der Angabe von N, bleibt allerdings der Schadigungs- 
verlauf unberiicksichtigt. Die von uns erhaltenen Schadigungskurven 
k6énnen im Prinzip durch 3 Gleichungen charakterisiert werden, in denen 
fiir die Konstanten A, B,C und g empirisch gefundene Werte einzusetzen 
sind. Bei Anregung von CaWO, durch He*-Ionen mit einer Energie 
gréBer als 10 keV und von ZnS/Ag durch Ionen schwerer als Ne labt 
sich der Schaidigungsverlauf, wenn man von den durch Haftstellenauf- 
fiillung im ersten BeschuBstadium auftretenden Verfalschungen absieht, 
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bereichsweise durch die Funktion 


“v=A+C-N (1) 


wiedergeben, wobei die Konstante A im ersten Teil der Schadigungs- 
kurve den Wert 1 hat (Fig. 1, Kurven 2 und 3). Bei Beschu8 von ZnS/Ag 
durch leichte Ionen wird dagegen eine Schadigung gemaB 


fo a1 4+C-N—B-(1—e%) (2) 


gemessen (Kurve 4). Die Wahrscheinlichkeit fiir strahlungslose Uber- 
gange von Leitungselektronen ins Valenzband nimmt also in diesem 
Fall nicht proportional mit N zu. Das mag daran liegen, daB He*- und 
Net-Ionen nur verhaltnismaBig wenige Haftstellen erzeugen. Im ersten 
BeschuBstadium werden darum die Leitungselektronen bevorzugt die 
flachen Haftstellen des ungeschadigten Kristalls besetzen. Erst nachdem 
in dem bestrahlten Volumen geniigend Haftstellen erzeugt sind, wird 
durch diese die Konkurrenz der Kristallhaftstellen entsprechend Gl. (1) 
ausgeschaltet. Das Zusatzglied B - (1 — e~%%) in GL. (2) wird namlich 
bei hohen N-Werten gleich B, so daB mit B=1—A ebenfalls Gl. (1) 
gilt. Bei den Wolframaten erhalt man im allgemeinen (Kurve 1) die 
auch bei Bestrahlung organischer Leuchtstoffe mit «-Teilchen beob- 
achtete!® Schadigungsfunktion 


4 aCe (ae (3) 


die fiir kleine g-N-Werte in die Gl. (1) mit A =1 tibergeht. Dieser 
Sonderfall scheint bei leichten Ionen héherer Energie erfiillt zu sein 
(Kurve 2). 


I. Abhangigkeit der Lumineszenz von der Ionenenergie 


a) Lumineszenzintensitat. Die Lumineszenzintensitat von ZnS/Ag 
nimmt bei Anregung mit Ionen schwerer als He nach dem Gesetz 


ale oe ey (4) 


mit der Energie der Ionen zu, wobei m bis zu Ionenenergien von etwa 
20 keV den Wert 2 besitzt (Fig. 2, Kurve 4). Gl. (4) gilt nicht mehr 
bei Anregung durch Ionen mit einer Energie nahe E, oder kleiner. 
Allerdings ist dieser Schwellenwert nur im Falle schwerer Ionen nicht 
vernachlassigbar (fiir Hg*-Ionen erhalt man Ey =2 keV) gegeniiber den 
hier verwendeten Ionenenergien (5 bis 30 keV). Erteilt man den Ionen 


10 Birks, J. B.: Scintillation Counters. London: Pergamon Press 1953. 
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eine Energie gréBer als 20 keV oder regt man mit Het-Ionen an, so 
nimmt die Lumineszenzintensitaét (Fig. 2, Kurven3 und 4) deutlich 
schwacher als quadratisch mit der Ionenenergie zu. Bei Beschu8 mit 
noch leichteren Ionen ergibt sich nach HANLE und Rav! (Hz-Ionen) 
nahezu Linearitat zwischen Lumineszenzintensitat und Ionenenergie. 
Dieses Ergebnis wurde von Eve und DucKwortHE bestitigt, die auBer- 
dem bei Anregung durch schwere Ionen in Einzelfallen 1-Werte groBer 
als 2 erhielten. 


Die Lumineszenzintensitaét des CaWO, wachst im gesamten unter- 
suchten Energiebereich nicht so stark mit der Ionenenergie an wie die 


eS 
ei 70 15 20 
7 Het CoWOy 
2 Ne’ —~ CaW0y 
3 He*—+ ZnS/Ag 
4 Ne’ — Z2nS/Ag 


[keV] 30 


GS 


Relative Lumineszenzintensifat rel 


200 400 600 600 [keV*} 


Fig. 2. Relative Lumineszenzintensitat J9,re) von CaWO, und ZnS/Ag als Funktion der Energie E der 
anregenden Ionen (bzw. E?), (Bei E=30 keV Jo, rei gleich 1 gesetzt) 


des ZnS/Ag (Fig. 2, Kurven 1 und 2), so daB kleiner als 2 ist. Da bei 
CaWO, wie auch bei ZnS/Ag n stets einen Wert gréBer als 1 besitzt und 
nach YouNnG!? die Reichweite R von Ionen deren Energie proportional ist : 


Re Cail, (5) 


fiihrt eine Erhéhung der Ionenenergie zu einer VergréBerung der Anre- 
gungsdichte, die im Mittel gegeben ist durch das Verhaltnis J)/Rk. Nach 


Gln. (4) und (5) folgt dafiir: 


Jo Fe ema), (6) 
i er 


Die alte klassische Annahme, da® die Anregung von Elektronen des Kristall- 
gitters durch elastischen Sto von Elektron und Ion zustande kommt, ftihrt zu 


11 Eve, C. F., and H. E. Duckwortu: Canad. J. Phys. 36, 104 (1958). 
12 YounG, I. R.: J. Appl. Phys. 26, 1302 (1955). 
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keinem physikalischen Verstandnis der Lumineszenz, da die dabei tibertragene 
Energie kleiner ist als die Anregungsenergie der Elektronen. Die Anregung laBt 
sich nur quantenmechanisch berechnen. Allerdings gelingt es nicht, die Wellen- 
gleichung fiir die Streuung von Ionen an Gitteratomen exakt zu lésen. Eine 
nadherungsweise Berechnung des differentiellen Streuquerschnitts fiir elastische wie 
fiir unelastische St6Be ist mit Hilfe der Bornschen Naherung méglich™, doch nur, 
solange die Ionengeschwindigkeit v groB gegen diejenige der Bahnelektronen ist 
und die Streuwellen als sehr schwach gegeniiber der Primarwelle des ins Gitter 
eindringenden Ions angenommen werden kénnen™. 

Bei den hier verwendeten Ionenenergien bietet sich zur Berechnung der Anre- 
gung die Stérungstheorie an. Eine stark vereinfachte Theorie wurde von SEITZ 
und KorHLEeR! angegeben und von Eve und DucKwortH"™ zur Deutung ihrer 
experimentellen Ergebnisse herangezogen. Sie zeigten jedoch lediglich, daB diese 
Theorie unter Anpassung von Koeffizienten, tiber deren Gréf8e keine theoretischen 
Voraussagen vorliegen, eine gute Beschreibung der MeBergebnisse liefert. Eine 
exakte Berechnung des differentiellen Streuquerschnitts fiir Anregung und Ioni- 
sierung bei kleinen Ionenenergien ist nur mit der ,,Perturbed Stationary State‘'- 
Methode méglich!*. Dabei werden die Atome als ruhend betrachtet und die kine- 
tische Energie der in den Kristall eindringenden Ionen als Stérung aufgefaBt. Zur 
Beschreibung des stationaren Zustandes werden auBerdem nicht die urspriinglichen 
Atomeigenfunktionen, sondern die durch Wechselwirkung von Gitteratom und Ion 
gestérten Eigenfunktionen verwendet. 

Zwar wurde die exakte, aber sehr schwierige ,,Perturbed Stationary State‘‘- 
Methode noch nicht speziell auf die Anregung von Leuchtstoffen durch Ionen 
angewandt, dafiir aber auf einen ahnlichen Fall, namlich die Sekundarelektronen- 
emission von Molybdan bei IonenbeschuB!*, Dabei wurde die Verteilung der ins 
Gitter eindringenden Ionen nach Geschwindigkeit und Richtung mit Hilfe einer 
Boltzmann-Gleichung angenahert und daraus stérungstheoretisch die Jonisierung 
von Elektronen der einzelnen Schalen errechnet. Durch Integration erhalt man 
zunachst die Geschwindigkeitsverteilung der Sekundarelektronen und daraus die 
Gesamtelektronenemission, die nach Rechnung wie nach Experiment!? dem Qua- 
drat der Energie proportional ist. 

Da die Diffusions- und Streuprozesse, die die Elektronen bis zum Austritt aus 
dem Metall begleiten, keinen Einflu8 auf dieses Ergebnis haben, la8t sich die 
Berechnung der Sekundarelektronenemission in ihren wesentlichen Teilen auf die 
Anregung von Elektronen des Valenzbandes iibertragen. Infolgedessen sollte im 
allgemeinen die Lumineszenzintensitat, solange diese als proportional zur Zahl der 
Elektronen im Leitungsband angenommen werden kann, quadratisch mit der 
Energie der Ionen zunehmen, wie es bei Beschu8 von ZnS/Ag mit nicht zu leichten 
Ionen gemessen wurde. Da®B bei Anregung mit Het- und H3-Ionen eine geringere 
Zunahme zu beobachten ist, erklart sich durch die hohe Lichtausbeute!. Unter der 
Voraussetzung einer quadratischen Lumineszenzzunahme wiirde sich namlich fiir 
die Lichtausbeute schon bei einigen 10 keV iiber dem hier untersuchten Bereich 
liegenden Ionenenergien der praktisch nicht erreichbare Wert von 100% ergeben. 
Der bei CaWO, ebenfalls gefundene schwachere Anstieg der Lumineszenzintensitat 


18 Mort, N. F., and H. S. W. Massey: The Theory of Atomic Collisions. Oxford: 
Clarendon Press 1949. 

14 DistEL, F.: Z. Physik 74, 785 (1932). 

1 Sritz, E., and J. S. KoEHLER: Solid State Phys. 2, 305 (1956). 

16 Roos, O. v.: Z. Physik 147, 210 (1957). 

1” BRUNNEE, C.: Z. Physik 147, 161 (1957). 
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mit der Ionenenergie ist vielleicht auf die Wechselwirkung benachbarter angeregter 
WO,-Komplexe untereinander und mit den gleichzeitig durch die Ionen gebildeten 
Fehlstellen zuriickzufiihren, die 4hnlich wie bei den organischen Leuchtstoffen zu 
einer Lumineszenzverminderung fiihren kann!8, Dabei ist besonders zu beachten, 
daB bei den Wolframaten die Anregung nahezu lokalisiert ist, wahrend bei den 
Zinksulfiden die angeregten Elektronen aus dem im Moment des Ionendurchgangs 
vorhandenen Anregungskanal herausdiffundieren. 


b) Lumineszenzschddigung. Eine Erhéhung der Ionenenergie fithrt 
bei Beschu8 von ZnS/Ag und CaWO, mit Ionen schwerer als He sowie 
im Fall des ZnS/Ag bei Beschu8 mit He*-Ionen zu einer verstarkten 
Lumineszenzschadigung (Fig. 3: gemaB der Definition bedeutet eine 


7 Het —+ CaW0, | 
2 Ne*—+ Cawo, 


3 He*— ZnS/Ag | Apgar 
¥ Ne*—» ZnS/Ag Mg Bis UES 8 


w 


% 


Ny [70” Zonen|erm*] ———= 


Mya { 70 Zonen/cm*] ——~ 
~ 


0 5 70 15 20 25 [keV] 30 

& 

Fig. 3. Lumineszenzschadigung von CaWO, und ZnS/Ag als Funktion der Ionenenergie E. (Ny gibt die 
Zahl der pro cm? aufgetroffenen Ionen an, bei der die Lumineszenz auf die Hilfte abgesunken ist) 


Abnahme von JN, eine Zunahme der Lumineszenzschadigung). Bei 
Bestrahlung von CaWO, mit He*-Ionen erhalt man dagegen mit wach- 
sender Ionenenergie eine Verringerung der lumineszenzschadigenden 
Wirkung der Ionen. Dasselbe wird bei Beschu8 mit noch leichteren 
Ionen beobachtet?®. 


Fiir die Lumineszenzschadigung ist das Verhaltnis der Dichte der 
vom Ion erzeugten Fehlstellen und der Anregungsdichte J)/R maBgebend. 
Im Fall hoher IJonenenergien, und zwar wenn 


Z;° e 
h-v 


4: (7) 


laBt sich die Berechnung der Fehlstellenbildung als Folge elastischer St6Be von 
TIonen (Kernladung Z;:e, Geschwindigkeit v) mit Gitteratomen mit Hilfe der 
Bornschen Naherung durchfiihren, deren Ergebnis identisch ist mit der Ruther- 
fordschen Streuformel, d.h., man kann eine Coulombsche Wechselwirkung zwischen 


18 WricuT, G. T.: Phys. Rev. 91, 1282 (1953). 
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den StoBpartnern fiir die Streuung schneller Ionen verantwortlich machen. Der 
Wirkungsquerschnitt fiir die Bildung von Fehlstellen durch Rutherford-Sto® von 
Ionen der Energie E und der Masse M; mit einem Gitteratom (Kernladung Z - ¢, 
Masse I) ist 

Z2.Z2- RR: M; (8) 


i, Raila erg eet Se 1) 
a 


(a, Radius der innersten Wasserstoffbahn; Eg etwa 25 eV, Bildungsenergie einer 
Fehlstelle; R, Rydberg-Energie). 


Macht sich beim StoB die Abschirmung des Kernfeldes durch die Hillen- 
elektronen bemerkbar, ist die Giiltigkeit der Rutherford-Streuung jedoch nicht 
mehr gewahrleistet. Abweichungen von der fiir ein Coulomb-Feld geltenden Streu- 
formel werden also eintreten, wenn unter der Voraussetzung eines Streupotentials 


7 
pela See aes 


(9) 


¥ 


der kleinste Teilchenabstand beim zentralen StoB8 etwa von der GréBe des Ab- 
schirmradius a wird. Diesem Fall entspricht eine Ionenenergie 


E4=2R,°: cS ib pire (10) 


die als untere Grenze fiir die Giiltigkeit der Rutherford-Streuformel fiir den Ionen- 
stoB anzusehen ist. Im Bereich dieser Energie ist aber 


AST: (11) 


Daher kann man bei Wirksamwerden der Kernfeldabschirmung die allgemeine 
klassische Formel zur Berechnung des differentiellen Streuquerschnitts anwenden. 
Leider ist jedoch eine geschlossene Auswertung dieser Formel nicht méglich. Die 
Schwierigkeit exakter Aussagen tiber die elastische Streuung bei Ionenenergien, 
bei denen die Abschirmung des Kernfeldes im Streuatom eine wesentliche Rolle 
spielt, 1A4Bt sich durch die grobe Annahme umgehen, da8 sich in diesem Fall die 
StoBpartner ahnlich wie elastische Kugeln verhalten. Der Wirkungsquerschnitt 
bei dieser Art von St6Ben fiir die Bildung von Fehlstellen ist 


og= aa? (1-78), (12) 


wobei T,,=4/,?:E/M;-M die beim Sto8 maximal iibertragene Energie bedeutet 
(u =reduzierte Masse). Die pro Ion erzeugte Anzahl von Fehlstellen berechnet sich 
dann aus der Gleichung 

R 


O==%* fog: aR. (13) 
0 


Versteht man unter » die Zahl derjenigen Fehlstellen, die von einem durch Sto8B 
mit dem Ion aus seinem Gitterplatz verdrangten Gitteratom gebildet werden kénnen, 
so mu man beriicksichtigen, daB die Energie der Atome sehr unterschiedlich ist. 
In Gl. (13) wird deshalb der durch Mittelung aller Zahlen y iiber das Energiespek- 
trum der primar gestoBenen Teilchen erhaltene Wert p eingesetzt. Die an Hand von 
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Modellen ausgefiihrten Abschatzungen!®! yon 7 unterscheiden sich nur wenig in 
ihren Ergebnissen. 


Nach dem Rutherford-Modell ist die Fehlstellendichte o/R in erster 
Naherung umgekehrt proportional der Ionenenergie, womit sich unter 
Beriicksichtigung von Gl. (6) die bei Anregung mit leichten Ionen beob- 
achtete Abnahme der Lumineszenzschadigung mit wachsender Ionen- 
energie erklaren laBt. 

Bei BeschuB8 mit Ionen schwerer als He wird jedoch nach dem Experi- 
ment die Lumineszenz um so mehr zerstdért, je schneller die Ionen sind. 
Fir diesen Fall trifft auch die Theorie der Rutherford-StéBe nicht mehr 
zu, da hier nur Ionenenergien bis zu 30 keV verwendet wurden und diese 
Maximalenergie etwa dem Wert von EF, [vgl. Gl. (10)] fiir Ne*-Ionen 
entspricht. Da ferner nach dem Rutherford-Modell die Fehlstellen- 
bildung vorwiegend gegen Ende der Bahn erfolgt, nachdem also das 
Ion schon einen Teil seiner Energie durch vorwiegend anregende StéBe 
abgegeben hat, wird die Fehlstellenbildung sicher schon bei Energien 
grOBer als 30 keV besser durch die Annahme harter Kugelst6Be als durch 
Coulombsche Wechselwirkung der StoBpartner beschrieben. Unter Ver- 
wendung der »-Werte »=1 fiir TSE, und y=7/2E, fir TZE,, 
wobei T die im Mittel an von ihren Gitterplatzen verdraingte Atome 
ibertragene Energie ist, erhalt man dann 


a Lame My: R (5, + vernachlassigbare Glieder] (14) 
(a Summe der Radien beider stoBenden Kugeln; ”) Zahl der Gitteratome 
pro cm’). 

In diesem Fall nimmt die Fehlstellenbildung proportional mit der 
Ionenenergie zu. Ein Vergleich mit der Anregungsdichte Gl. (6) zeigt, 
daB die Lumineszenzschadigung bei ZnS/Ag (m=2) von der Ionen- 
energie unabhiangig sein sollte, bei CaWO, (w< 2) aber mit F ansteigen 
miiBte. Bei ZnS/Ag spielt wahrscheinlich die mit zunehmender Ein- 
dringtiefe geringer werdende Konkurrenz der im Kristall vorhandenen 
Haftstellen eine Rolle, so daB sich auch in diesem Fall die mit EF 
wachsende Lumineszenzschadigung verstehen laBt. Eine Beeinflussung 
der Lumineszenzschadigung durch Kristallfehlstellen ist dagegen bei den 
Wolframaten nicht zu erwarten. 


2. Abhdngigkeit der Lumineszenz von der Ionenmasse 


a) Lumineszenzintensitét. Tragt man die Lumineszenzintensitat als 
Funktion der Ionenmasse M, auf, so erhalt man eine dem Ast einer 
19 HARRISON, W. A., and F. SE1tz: Phys. Rev. 98, 1530 (1955). 


20 KincuHIN, G. H., and R. S. Pease: Rep. Progr. Phys. 18, 1 (1958). 
21 DiENES, G. J., and G. H. VINEYARD: Radiation Effects in Solids. New York: 


Interscience Publishers 1957. 
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rechtwinkligen Hyperbel ahnliche Kurve. Es liegt also nahe, stattdessen 
eine Darstellung J, =} (1/Massenzahl) zu wahlen, zumal die differentielle 
Tonisierung und Anregung nach der Theorie”? lediglich von der Ionen- 
geschwindigkeit abhangt und der Quotient 1/Massenzahl bei konstanter 
Energie der Ionen proportional v? ist. In einer solchen Darstellung 
liegen nach Fig. 4 die MeBwerte bei CaWO, angenahert auf zwei Geraden, 
die sich im Bereich mittlerer Ionenmassen schneiden. Bei Anregung von 
ZnS/Ag und CdS durch Ionen erhalt man eine kompliziertere Massen- 
abhangigkeit (Kurven 2 und 3). Im allgemeinen nimmt jedoch wie bei 
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7 CaW0, 
2 ZnS/Ag 
Ge ebds 
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Relative Lumineszenzintensitat Jy re} 
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Fig.4. Relative Lumineszenzintensitat Jo, re1 von CaWO,, ZnS/Ag und CdS bei Anregung mit 5 keV- 
Ionen als Funktion der reziproken Ionenmasse. (Bei He*-Ionen Jo, re gleich 1 gesetzt) 


den Wolframaten die Lichtausbeute mit wachsender Jonenmasse ab, 
allerdings bleibt sie im Bereich mittelschwerer Ionen nahezu konstant. 
Die mit anderen Ionen und bei héheren Ionenenergien vorgenommenen 
Untersuchungen von Eve und DuckworTH" ergaben eine dhnliche 
Massenabhangigkeit der Lumineszenz, doch erhielten sie auch bei mittel- 
schweren Ionen eine schwache Abnahme der Lichtausbeute mit Erh6- 
hung der Ionenmasse. 


Die fast allgemein zu beobachtende Abnahme der Lichtausbeute mit 
zunehmender Ionenmasse bei konstantgehaltener Ionenenergie erklart 
sich nach der Theorie?? aus der Abnahme der durchschnittlichen Ionen- 
geschwindigkeit im Kristall. Diese ist nicht nur von der Geschwindigkeit 
des lons beim Eintritt in den Kristall, sondern auch von der Wechsel- 
wirkung der Ionen mit den Gitteratomen abhangig. Da die Ionen im 
Kristall ihre Energie zum gré8ten Teil durch elastische StéBe mit 
Gitteratomen verlieren, wird ihre Durchschnittsgeschwindigkeit maB- 


22 Mort, N. F.: Proc. Cambridge Phil. Soc. 27, 533 (1931). 
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geblich bestimmt durch die bei einem solchen StoB im Mittel tibertragene 
Energie 2u2-E 
ey 

Abs sry (15) 


Sie erreicht im Falle M;=M ein Maximum, die Durchschnittsgeschwin- 
digkeit also ein Minimum. Demnach sollte die Lumineszenz bei Anregung 
mit Ionen schwerer als M trotz der bei wachsender Ionenmasse im all- 
gemeinen eintretenden Lichtausbeuteabnahme einen Intensitatsanstieg 
zeigen. Dies steht im Einklang mit der Theorie von v. Roos?® zu den 
von BRUNEE"™ ausgefiihrten Messungen der Sekundarelektronenemission 
von Molybdan bei BeschuB mit Ionen, die ein deutliches Minimum im 
Falle M;=M aufweist. Bei der Lumineszenz erhalt man dagegen nur 
im Falle des ZnS/Ag und CdS ein schwach ausgepragtes Minimum im 
Bereich mittlerer Ionenmassen (etwa bei M;=M). Bei Anregung dieser 
Leuchtstoffe mit schweren Ionen sinkt jedoch wie bei CaWO, mit 
wachsender Ionenmasse die Lumineszenzintensitaét infolge der relativ 
geringen Eintrittsgeschwindigkeit ab, ohne daB der EinfluB der Wechsel- 
wirkung von Ion und Gitteratomen auf die Lumineszenz zur Geltung 
kommt. Im Fall des CaWO,, dessen Lumineszenz kein Minimum bei 
M;=M zeigt, scheint dies bereits bei Ionen einzutreten, deren Masse 
kleiner ist als die mittlere Masse M der Gitterbausteine. Vermutlich 
k6énnen schwere Ionen nur wenige Anregungsprozesse gleich nach ihrem 
Eintritt in den Kristall ausfiithren, ehe die Wechselwirkung mit dem 
Gitter ihre Geschwindigkeit wesentlich beeinfluBt, so daB die Anregung 
lediglich von der Eintrittsgeschwindigkeit des Ions bestimmt wird. 


b) Lumineszenzschddigung. Nach Untersuchungen von GRASSER® 
nimmt bei leichten Ionen die Lumineszenzschadigung mit wachsender 
Ionenmasse zu. Auch bei den hier untersuchten Leuchtstoffen ist die 
Schaddigung der Lumineszenz durch Ne*-Ionen wesentlich gr6Ber als die 
durch He*-Ionen (Fig. 5). Bei Anregung mit Ionen schwerer als Ne 
andert sie sich dagegen im Falle des CaWO, kaum, wahrend die Lumi- 
neszenzschadigung von ZnS/Ag bei mittelschweren Jonen ein Maximum 
(Minimum von N;) aufweist. 

Wie bereits oben erwahnt, laBt sich das Verhaltnis o/J) als MaB fiir 
den Schaddigungsgrad der Lumineszenz verwenden. Nach der Theorie 
der Rutherford-Streuung?® und Gl. (6) ist die Massenabhangigkeit von 
N, bei festgehaltener Ionenenergie gegeben durch 


ORL Mor naan 


womit sich jedoch nur die im Fall leichter Ionen beobachtete Zunahme 
der Lumineszenzschadigung mit der Ionenmasse erklaren la8t. Fiihrt 
man die Fehlstellenbildung durch Ionen auf Kugelst6Be zuriick, so ergibt 
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sich fiir N, nach Gl. (14) und (6) als Ma® fiir die Massenabhangigkeit 
ein Ausdruck 


Cy-p2/Cy-M,-M, 


der bei M, = M in Ubereinstimmung mit den Untersuchungen an ZnS/Ag 
ein Minimum hat, wenn C,/Ce als nahezu konstant angesehen wird. 
Da iiber Cp bei schweren Ionen keine Messungen vorliegen, ist diese 


7 CaW0y, E= ae 
2 CaW0,, £ =20 keV 

3 InS/Ag, E= : [144-10 Alem? 
% ZnS/Ag, E=2akeV 
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Fig. 5. Lumineszenzschadigung yon CaWOQO, und ZnS/Ag als Funktion der reziproken Jonenmasse. (Ni 
gibt die Zahl der pro cm? aufgetroffenen Ionen an, bei der die Lumineszenz auf die Halfte abgesunken ist) 


Annahme jedoch willkiirlich. Bei CaWO, scheint sie jedenfalls nicht 
erfiillt zu sein, da im Bereich schwerer Ionen die Lumineszenzschadigung 
fast massenunabhangig ist. Der im Fall M@;>M mit wachsender Ionen- 
masse bei ZnS/Ag beobachtete Riickgang der Lumineszenzschadigung, 
der bei einer Ionenenergie von 5 keV wesentlich starker ist als bei 
E=20 keV, diirfte zum Teil auch auf die zur Kristalloberflache hin 
ansteigende Haftstellenkonzentration im Kristall zuriickzuftihren sein. 
Da in tiefer gelegenen Kristallschichten die Unterschiede der Haftstellen- 
konzentration nur gering sind, ist demzufolge bei Anregung mit 20 keV- 
Tonen die Konkurrenz der Kristallhaftstellen weniger von der Eindring- 
tiefe der Ionen abhangig als bei Beschu8 mit 5 keV-Ionen. 


3. Abhingigheit der Lumineszenz von der Ionenstromdichte 


a) Lumineszenzintensitat. Bis zu der hier untersuchten hédchsten 
Stromdichte von 3-107? A/cm? ist bei Anregung durch Ionen einer 
Energie von mindestens 10 keV die Lumineszenzintensitat J) zu Beginn 
der Bestrahlung stets proportional der Ionenstromdichte (Fig. 6, Kurve 4 
wie auch nach BRosER und WarRMINSKy®* bei Anregung von CdS mit 
o#-Teilchen gefunden wird. Erfolgt die Anregung mit 5 keV-Ionen, so 


23 BrosER, I., u. R. WARMINSKyY: Z. Naturforsch. Ga, 85 (1951). 
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ist bei CaWO, nur bis zu Stromdichten zwischen 4 und 6 - 10-8 A/cm? 
die Lumineszenzintensitat proportional der Stromdichte (Fig. 6, Kurve 2). 
Bei héheren Stromdichten nimmt dagegen die Lumineszenz deutlich 
schwacher mit wachsender Ionenstromdichte zu, d.h. die Lichtausbeute 
sinkt. Im Fall des ZnS/Ag zeigt sich diese Stromdichteabhangigkeit der 
Lumineszenz jedoch nur bei Beschu8 mit leichten Ionen (Fig. 6, Kurve 3). 
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Fig. 6. Relative Lumineszenzintensitat Jo, re) von CaWO, und ZnS/Ag als Funktion der Ionenstromdichte J. 
(Bei Ionenstromdichte 2 - 10-7 A/cm? Jo, rel gleich 1 gesetzt) 


Bei Anregung der Lumineszenz durch schwere Ionen (Kr* und Hg’*) 
wachst dagegen die Lumineszenzintensitat im Fall kleiner Stromdichten 
wesentlich starker als proportional mit der Ionenstromdichte an. 

Hier macht sich die bei ZnS/Ag zu erwartende Haftstellenauffiillung deutlich 
bemerkbar, deren Einflu8 auf die Lumineszenz mit steigender Ionenstromdichte 
zuruckgeht. Bei hohen Ionenstromdichten erhalt man die gleiche Stromdichte- 
abhangigkeit wie bei Anregung mit leichten Ionen. In letzterem Fall erfolgt die 
Haftstellenauffiillung bei allen hier verwendeten Ionenstromdichten schon wahrend 
des Einschaltvorganges der Ionenbestrahlung, was teils auf eine verhaltnismaBig 
hohe Dichte der Anregung, teils aber auch auf eine Verringerung der Haftstellen- 
konzentration in tiefergelegenen Kristallschichten, die von leichten Ionen erreicht 
werden, zuriickzufihren ist. 


Die bei Anregung mit 5 keV-Ionen bei hoher Stromdichte gefundene 
Abnahme der Lichtausbeute laBt sich nicht auf eine gegenseitige Beein- 
flussung gleichzeitiger Anregungsprozesse im Kristall zuriickfiihren. 
Diese ist namlich erst bei einer Ionenstromdichte von 30 mA/cm? zu 
erwarten, da der Anregungskanal eines Ions etwa einen Querschnitt von 
10-12 cm? besitzt 2% 24 und die Abklingzeiten von CaWO, und ZnS/Ag bei 
Anregung mit Ionen mittlerer Masse 5 - 10~ sec oder weniger betragen’®. 
Es kann beim Stand unserer Untersuchungen bis jetzt nicht eindeutig 


24 KaLLMANN, H., and G. SprucH: Phys. Rev. 103, 94 (1956). 
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geklart werden, ob die Stromdichteabhangigkeit der Lumineszenz- 
intensitat auf Kristallerwarmung oder Aufladungen zuriickzufihren ist. 


b) Lumineszenzschidigung. Bei CaWO, ist die Lumineszenzschadi- 
gung unabhangig von der Ionenstromdichte, bei ZnS/Ag dagegen um so 
geringer, je gréBer die Ionenstromdichte ist (Fig. 7). Es liegt daher 
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Fig. 7. Lumineszenzschadigung von CaWO, und ZnS/Ag bei Anregung mit 5 keV-Ionen als Funktion der 
Ionenstromdichte J. (Na gibt die Zahl der pro cm? aufgetroffenen Ionen an, bei der die Lumineszenz auf 
7 die Halfte abgesunken ist) 


nahe, diese Stromdichteabhangigkeit den Haftstellen des ZnS/Ag- 
Kristalls zuzuschreiben. Doch gelingt es nicht, diesen Befund mit Hilfe 
der Haftstellenverteilung (und deren Anderung) zu erklaren. Zur Deu- 
tung miissen sicher die dynamischen Vorgange, die sich beim Ionen- 
einfall im Kristall abspielen, herangezogen werden. 


Herrn Professor Dr. W. HANLE und Herrn Privatdozent Dr. A. SCHARMANN 
danke ich fiir viele Anregungen und stete Férderung, Herrn Dr. E.A. SCHWAGER 
und den Leuchtstoffwerken Heidelberg fiir die Uberlassung von Leuchtstoffen und 
den Firmen Pfeiffer (Wetzlar) und General Electric (USA) sowie dem Bundes- 
ministerium fiir Atomkernenergie und Wasserwirtschaft fiir Zuwendungen. 
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8-y-Zirkularpolarisations-Korrelation bei Sc‘ und V“ 
Von 
H. Danrev und M. Kuntze 
Mit 4 Figur im Text 
(Eingegangen am 20. Januar 1961) 
The f-y circular polarisation correlation has been measured for Sc!® and V48 by 
comparison with Co®. The Co® value was assumed to be A = — 1/3. The values 
for Sc** and V48 were found to be A = 0.10 + 0.02 and A = 0.00 + 0.04, respectively. 


This excludes large Fermi-Gamow-Teller interference terms. Small interference 
terms are somewhat more likely than pure Gamow-Teller transitions in both cases. 


I. Ziel der Untersuchung 


Die Messung der Zirkularpolarisation der y-Strahlung in Koinzidenz 
mit 6-Strahlung stellt eines der wenigen Mittel dar, bei erlaubten f-Uber- 
gangen das Verhaltnis von Fermi- zu Gamow-Teller-Anteil am Zerfall 
zu bestimmen. Unter Mitbenutzung des ft-Wertes erhalt man auch die 
AbsolutgréBen der Beitrage. Das ist besonders interessant bei leichten 
bis mittelschweren Kernen: Solange der Isotopenspin eine gute Quanten- 
zahl ist, ist ein Fermi-Ubergang zwischen Zustaénden verschiedenen 
Isotopenspins verboten, und die GréBe des Fermi-Matrixelements ist ein 
MaB fiir die Isotopenspin-Reinheit der beteiligten Zustande. 


Messungen dieser Art wurden schon haufig unternomment??. Einer 
der am meisten untersuchten Falle ist Sc*® (Zerfallsschema s. Fig. 1). 
Hier wurden von verschiedenen Autoren groBe Polarisationen und damit 
groBe Fermi-Beimischungen beobachtet?:4.*,7;9. Eine Ausnahme bildet 
lediglich die neue Arbeit von BLoom u. a.1%, die eine kleine Polarisation 
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fanden, entsprechend nahezu reinem Gamow-Teller-Ubergang. Die 
Resultate fiir Sc*® sind in Tabelle 1 zusammengefaBt. 
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Fig. 1. Zerfallsschemata von Co®, Sc4® und V48. Zerfallszweige mit Intensitaten <10~ sind fortgelassen. 
Energien in MeV. Die Werte des log ff sind in Klammern bei den f-Ubergangen angegeben 


Bei V%8 (Zerfallsschema s. Fig. 1) lag bisher nur der Wert von BOEHM 
und WapstRA® vor. Diese Autoren fanden eine kleine Polarisation, aber 


etwas verschieden von der fiir reinen Gamow-Teller-Ubergang, so daB 


Tabelle 1. Zusammenfassung alley Ergebnisse fiir Sct® und V48 


A (theoretisch) |e Ree ee fe 
Isotop | bei reinem A (gemessen) | | Gj Mer\ | Ref. 
G-T-Ubergang | | gemessen 


l 
| | 
Sct46 + 0,0834 | +0,33 +0,04 | 0,42-40,10 | Borum und Waprstra?2:5 
| +0,29 +0,11 | Goce 0,31 LUNDBY u.a.4 

== Om 
+ 0,24 + 0,04 0,23 +0,07 | JUNcst und SCHOPPER? 
+0,24 +0,02 0,23 == 0,04 STEFFEN? 
+0,085+0,017 | 0,00--0,02 | Broom u. a. 
+0,10 +0,02 0,02 + 0,02 | diese Arbeit» 


+ 0,06 +0,05 | 0,19+0,07 | BorEHM und Wapstra® 
+0,00 +0,04 | 0,141 +0,05 | diese Arbeit> 


vis — 0,0834 


a Ausgewertet nach Ref.!4 mit (V-A)-Wechselwirkung. 
b Benutzt wurden die Werte® aus Tabelle 2. 


sich eine kleine, aber nicht verschwindende Fermi-Beimischung als wahr- 
scheinlichster Wert ergab. Das Resultat ist ebenfalls in Tabelle 1 an- 
gegeben. 

Wie aus Tabelle 1 ersichtlich, stimmen die bisherigen Messungen am 
Sc*6 nicht tiberein. Insbesondere weicht das Ergebnis von BLoom u. a.!2 
vom Mittelwert der tibrigen ab. Eine erneute Untersuchung erschien 
daher angebracht. Ziel der vorliegenden Arbeit war es, diese Unter- 
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suchung unter méglichst groBer Variation derjenigen Parameter durch- 
zufiihren, die fiir die Diskrepanzen verantwortlich sein kénnen. Die 
ganze Messung wurde als Relativmessung, mit Co® als Standard, durch- 
gefithrt (Zerfallsschema s. Fig. 1). 


II. Quellenherstellung 


Wegen der Streuung der f-Teilchen in der Quelle ist es angezeigt, 
die aktive Schicht diinn und gleichmaBig zu halten, wegen der Riick- 
streuung empfiehlt sich die Verwendung einer diinnen Unterlage. Es 
wurden deshalb nur aufgedampfte Quellen auf diinnen, leichten Unter- 
lagen verwendet (auBer im Falle der Co®-Quelle Co-IV, s. unten). Um 
den Einflu8 der Quellendicke studieren zu kénnen, wurden auch dickere 
Co-Quellen hergestellt. 

Co® Jag als tragerfreie Lésung von CoCl, vor. Es wurden vier ver- 
schieden dicke, aber etwa gleich starke Quellen hergestellt: Co-I 
(~0,14 mg/cm’), Co-II (0,9 mg/cm?), Co-III (5 mg/cm?) und Co-IV 
(17 mg/cm?). Als Unterlagen fanden Al-Folien von 2,3 mg/cm? (Quellen 
Co-I bis Co-III) oder Glimmer von 1,5 mg/cm? (Co-IV) Verwendung. 
Quelle Co-IV wurde wegen der Schwierigkeit, dicke Schichten aufzu- 
dampfen, durch Eintrocknen der aktiven Lésung bereitet. Fiir die 
Quellen Co-II bis Co-IV waren der aktiven Lésung entsprechende 
Mengen inaktiven Kobaltchlorids zugegeben worden. 

Sc*® wurde als Sc,O3 im Reaktor bestrahlt, in ScCl, umgewandelt 
und auf Glimmer von 1,5 mg/cm? aufgedampft. Es wurden zwei Quellen 
hergestellt, Sc-I (3 mg/cm?) und Sc-II (1 mg/cm?). 

V48 wurde durch BeschuB von Ti-Metall iiber eine (d, 27)-Reaktion 
bei 11,5 MeV Deuteronen-Energie im Heidelberger Zyklotron hergestellt. 

Zur chemischen Trennung wurde die bestrahlte Probe in Flu8saure gelost, 
mit 2 mg V-Trager versetzt und zur Trockne eingedampft. Der Riickstand wurde 
durch eine Sodaschmelze aufgeschlossen. Dann wurde mit Wasser ausgezogen, 
wobei das V als Vanadat in Lésung ging. Die Vanadatlosung wurde erneut einge- 
dampft und in 2n NaOH geldést. Dann wurde mit Zitronensdure gepufferte 8-Oxy- 
chinolinlésung zugegeben (py <4). V fiel als organischer Komplex vollstandig aus 
und wurde in Chloroform ausgeschiittelt. Nach mehrmaligem Abdampfen mit 
H,SO, und H,O, wurde der Riickstand in 2n HNO, gelést und in den Pt-Tiegel 
der Aufdampfapparatur gebracht, wo das V als V,O; auf 2,3 mg/cm? Alim Vakuum 
aufgedampft wurde. Es wurden zwei Quellen, V-I und V-II, hergestellt (je 6mg/cm?). 


III. Messungen 
Gemessen wurde die Zirkularpolarisation der y-Strahlung in Koinzi- 
denz mit der f-Strahlung nach bekanntem Verfahren 1+°.'® mit bereits 
beschriebener Apparatur’:!°, Es wurde nicht versucht, die Polarisation 
absolut zu messen. Vielmehr wurden Relativmessungen ausgefiihrt, mit 


13 ScHoppeR, H.: Nucl. Instrum. 3, 158 (1958). 
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Co als Standard. Dazu wurde angenommen, da8 die Polarisation bei 
allen drei Isotopen (in der itblichen Bezeichnungsweise) durch 


W(@, 7) =1-+74 — cosO 
darstellbar ist und die Konstante A bei Co® den Wert 
A= 13 


hat. Diese Annahmen sind nach allem, was man iiber den f-Zerfall weiB, 
richtig!416, Die Mittelung iiber v/c geschah bei Co® und Sc** iiber das 
mit dem £-Zahler gemessene Energiespektrum. Bei V*8, dessen energie- 
reiche Positronen im #-Szintillator (1 mm Anthracen) nicht mehr voll- 
standig abgebremst wurden, wurde stattdessen iiber das theoretische 
Spektrum oberhalb der Diskriminator-Abschneideenergie gemittelt. Zur 
Umrechnung des Analysator-Wirkungsgrades auf die im Vergleich zu 
Co® etwas verschiedenen y-Energien bei Sc*® und V4% wurde eine von 
ALDER® angegebene Formel herangezogen. Wie man Fig. 1 entnimmt, 
sind die Unterschiede in den Zerfallsschemata der drei untersuchten 
Isotope jedoch so gering, daB in allen drei Fallen etwa die gleichen 
experimentellen Voraussetzungen vorlagen und die Korrekturen klein 
blieben (z.B. 8% beim Analysator-Wirkungsgrad im Fall des Sc*$). 


Das Magnetfeld wurde meist alle 1000 sec umgepolt. Zur Kontrolle 
wurde aber auch mit kiirzerer Umpolperiode gemessen. Besondere Be- 
achtung fanden die drei unseres Erachtens wesentlichsten Fehlerquellen 
fiir Relativmessungen der $-y-Zirkularpolarisations-Korrelation: In- 
konstanz der Apparatur, Mehrfachstreuung der y- Quanten im Analysator 
und Streuung der f-Teilchen in der Quelle. Die Apparatur befindet sich 
in einem klimatisierten Raum. Bei der Auswertung wurden die Koinzi- 
denzzahlraten stets durch die Einzelzahlraten dividiert. Einen guten 
Test fiir die Zuverlassigkeit der verwendeten Apparatur lieferte die Tat- 
sache, daf nach langerer Messung sich der aus der Anzahl der Ereignisse 
errechnete statistische Fehler stets nur unwesentlich von der mittleren 
quadratischen Abweichung unterschied. Die Messungen an Sc*¢ wurden 
zur weiteren Reduzierung eines eventuellen Einflusses von apparativen 
Schwankungen haufiger durch Messungen an Co® unterbrochen. 


Der Einflu8 der Mehrfachstreuung der y-Quanten im Analysator 
lat sich durch Variation der Diskriminierung im y-Zweig untersuchen. 
Es stellte sich heraus, daB bei zwei verschiedenen Diskriminatorschwellen 


14 ALDER, K., B. StEcH and A. WinTHER: Phys. Rev. 107, 728 (1957). 
15 ScHoppER, H.: Fortschr. Phys. 8, 327 (1960). 
16 SMORODINSKY, Ja.: Fortschr. Phys. 8, 426 (1960). 
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(1450 keV und 350 keV, mit einem Verhaltnis der y-Einzelzahlraten 
von 2:1) innerhalb des Fehlers die gleiche Anisotropie gemessen wurde. 
Der Einflu8 der Streuung von f-Teilchen in der Quelle lat sich durch 
Variation der Diskriminierung im B-Zweig erfassen, da hartere B-Strahlen 
weniger gestreut werden. Beim Vergleich ist aber zu beriicksichtigen, 


Tabelle 2. Ubersicht tiber die Messungen 


| B-Diskrimi- | y-Diskrimi- | MeB- mens 
Isotop | Quelle nator nator periode | 2-——___- 40-4 A 
| keV | keV sec Nt+-N= 
Co® | Co-I | 74 | 150 | 1000 | — 94,4+ 6,0 |) ose 
Co-I_ | 74 320 1000) | = 10G 24a (fo 
Ceulig | 74 150 GOO |) SOE: GG 
Co-III) 74 150 1000 | — 80,4+12,2 
Co-IV | 74 EO) NCO | = OS/sse 7 
See | Sea | 74 150 4000 | -= 25,64 7,0 +) +:0,086 + 0,023 
|Sc-I | 185 150 1000 | + 39,24 9,4 | +0,1194: 0,028 
| Sc-I 74 350 1000 | + 50,0+ 12,4 0,168 + 0,042 
| Seal) 185 350 1000 | + 31,2+ 14,8 + 0,095 + 0,045 
| Se-I 74 150 100 |} + 12,00+ 9,4 + 0,040 + 0,031 
| Se-IT | 74 150 1000) |) == 39,3'== 10,4 0,132 -- 0,034 
Mitteld | +0,100+0,013 
Mittel & +0,10 +0,02 
Was eo) Ve 3 | 230 1000 | + 12,0+42,0 | +0,034+0,118 
| V-II 83 230 1000] + 0,3412,4 | + 0,001 0,035 
| | | 
| | | Mittel 4 0,003 + 0,034 
| Mittel € +0,00 +0,04 


c Eichwert. 

d Angegeben ist der mittlere statistische Fehler. 

e Angegeben ist der mittlere statistische Fehler mit Einschlu8 des Eichtfehlers 
und der Unsicherheit infolge der Quellendicke. 


daB auch das mittlere v/c verandert wird. Zusatzlich wurden Messungen 
an dickeren Co®-Quellen ausgefiihrt. Die Daten aller Messungen dieser 
Arbeit sind in Tabelle 2 zusammengestellt. 


IV. Diskussion 


Der in dieser Arbeit gemessene Wert der Konstante A fiir Sc*® ist 
in vorziiglicher Ubereinstimmung mit dem von Broom u.a.™ mitge- 
teilten. Mit den anderen Werten bestehen Diskrepanzen. Im Fall des 
V8 ist die Ubereinstimmung mit dem frither bekannten Wert? gut. 


Sowohl bei Sc** als auch bei V48 sind die Ergebnisse dieser Arbeit 
nicht mit groBen Fermi-Gamow-Teller-Interferenzen vereinbar. Da- 
gegen ist in beiden Fallen reiner Gamow-Teller-Ubergang mit den 

flog 
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MeBergebnissen vertraglich. Ein kleiner Fermi-Beitrag ist aber bei Sc*® 
nicht unwahrscheinlich und bei V*8 wahrscheinlich. 

Bei beiden Isotopen erwartet man annahernde Giiltigkeit der Iso- 
topenspin-Auswahlregel (Ziffer I). Die Ergebnisse der vorliegenden 
Arbeit sind mit dieser Erwartung in Ubereinstimmung. Ein kleiner 
Fermi-Beitrag ist sowohl bei Sc*® als auch bei V* theoretisch um so 
weniger auszuschlieBen, als beide Isotope B-Ubergange mit hohem /t-Wert 
aufweisen (log ft =6,2 bzw. log ft =6,1). Die Ubergangswahrscheinlich- 
keit ist um eine GréRenordnung gegeniiber durchschnittlichen erlaubten 
Ubergangen verringert und das Gamow-Teller-Matrixelement um einen 
Faktor von der GréSenordnung drei. Ein kleines Verhaltnis Fermi- zu 
Gamow-Teller-Matrixelement bedeutet daher einen um so kleineren 
Absolutwert des Fermi-Matrixelements. 

Herrn Professor W. GENTNER danken wir herzlich fiir sein f6rderndes Interesse, 
Herrn Dr. U. Scumipt-Rour fir die Bestrahlungen im Zyklotron, Herrn Dr. 
Tu. Mayer-Kuckuk, zur Zeit Pasadena/Kalifornien, fiir die Uberlassung der 


Apparatur und Herrn Dr. H. M6LLINGER, Institut fiir Chemie im MPI fiir medi- 
zinische Forschung, fiir die Mitteilung des Trennungsganges fiir Vanadium. 
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Zur Fein- und Hyperfeinstruktur des Americium-I 
Von 
K. Kress und R. WINKLER 
Mit 6 Figuren im Text 
(Eingegangen am 7. Januar 1961) 


It was previously described how hfs splitting constants can easily be obtained from 
experimental data by means of a graphical representation. Here it is shown that 
this method is also capable of conveniently and unambiguously determining the 
J-values of terms from hfs data. By application of this graphical evaluation 
method on known hfs measurements of the Americium 241 the undetermined 
J-value of one Am-I term could be obtained. In four other cases J-values were 
found which differ from the values known so far. The consequences of these 
redeterminations on the term analysis of the Am are discussed. 


1. Einleitung: Zur Ermittlung von Aufspaltungsfaktoren 
aus Hyperfeinstrukturen 


Das Ziel der Analyse eines Hyperfeinstrukturtermes ist im allgemei- 
nen — auBer der Ermittlung des Kernspins — die Bestimmung der ,,Auf- 
spaltungsfaktoren‘‘ A und B, deren Gr6éBe durch das magnetische Kern- 
dipolmoment bzw. das elektrische Quadrupolmoment bestimmt ist. Die 
Werte 7 der Hyperfeinstruktur-(Hfs.-) Terme sind durch die bekannte 
Beziehung gegeben 


T=Th+4-K+B/K(K+1)—+-10+1)JU+1)}, (A) 
mit 7, als Termschwerpunkt, und K =F(F-+-1)—J(I+1)—J(J +1). 
Die durch Ubergange zwischen zwei solchen Hfs.-Termfolgen, (die im 
folgenden mit 1 und 2 indiziert seien), entstehenden Hfs.-Komponenten 
haben dann Abstinde 6 untereinander, die als lineare Funktionen der 
Aufspaltungsfaktoren A,, B,, A,, B, darstellbar sind, also 


6 =0,-A,+ B+ By — a,-A,— By: Be, (2) 


wobei die Koeffizienten «,, 8, und «, B, bekannt sind, da sie aus den 
Quantenzahlen J, J,, /, des Termes 1, bzw. 1, J.,f des Termes 2 folgen. 

Wie man aus einer Reihe von (mindestens vier) Komponentenabstan- 
den 6 die vier Faktoren A,, B,, A,, B, prinzipiell bestimmen kann, ist 
kiirzlich am Beispiel des Eu-I1-Spektrums gezeigt worden’, wo auch die 
Genauigkeit eines solchen Verfahrens diskutiert wurde. 


1 Kreps, K., u. R. WINKLER: Z. Physik 160, 320 (1960). 
Z. Physik. Bd. 162 17 
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Sind dagegen die Aufspaltungsfaktoren des einen Termes (beispiels- 
weise Nr. 2) bereits bekannt, so entsteht, wenn die bekannten Glieder 
ay Ay, By By mit dem experimentellen 6 zu y zusammengefaBt werden, ein 


Gleichungssystem 
aa Vi = 05° Al + Bis B; (3) 
(i =1... Zahl der méglichen Abstandskombinationen), 
das infolge seiner mehr oder weniger starken Uberbestimmtheit eine 

relativ genaue Lésung fiir A,, B, erméglicht. 


Zu einer solchen Lésung wird zweckmabig eine schon friiher® ange- 
gebene einfache graphische Methode benutzt: Schreibt man (3) in der 


Form (2 ) Be bec (S) . Be (4) 


lo 


so ist ersichtlich, da8 in einem Koordinatensystem mit (y/a,) als Ordi- 
nate und (f,/a,) als Abszisse alle Wertepaare (y/a);, (B,/%,); auf einer 
Geraden liegen, deren Anstieg = B, und deren Durchtrittspunkt auf der 
Koordinatenachse = A, ist. Das ausgleichende Hindurchlegen einer Ge- 
raden fiihrt dann zu den Bestwerten von A, und B,, und die Abweichung 
eines Ordinatenwertes (y/a,); von der Geraden lat dann leicht einen 
Fehler in der Vermessung des betreffenden Abstandes erkennen. 

Fiir den besonderen Fall, daB der eine der beiden Terme (beispiels- 
weise Term 2) so wenig aufspaltet, daB die auf einem gemeinsamen 
Niveau von Term 1 endenden Komponenten nicht mehr aufgelést werden 
und praktisch bei einer Vermessung mit ihrem Schwerpunkt erfaBt 
werden, hat Brrx® auf eine bemerkenswerte Beziehung aufmerksam ge- 
macht: Es gilt dann namlich fiir die Lagen » dieser Komplexschwer- 
punkte die der Gl. (1) analoge Formel 


y= M+ Ky + BK, (K,+1) — 4.10 ea eS 


(v9: Linienschwerpunkt) 


so da sich fiir den Abstand zweier solcher Komplexe die Gl. (2) hier zu 
Oras py Bi (5a) 
vereinfacht. Darin sind A’, B’ gegeben durch 


A’ =[+1] (4;— %,4,) 
ie rth ea cn 


(6) 


(%4,p 1st dabei ein aus den Quantenzahlen J, J,, J, folgender Faktor3 
der Gré®enordnung 1, das Vorzeichen + oder — gilt, je nachdem ob 


2 Kress, K., u. R. WINKLER: Ann. Phys. 20, 60 (1957). 


3 Brix, P.: Z. Physik 132, 604 (1952). Die Faktoren x in Gl. (6) werden dort 
mit «, / bezeichnet. 
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der weiter aufspaltende Term héher oder tiefer liegt als der eng auf- 
spaltende.) Das Bild dieser Linienstruktur wird dann also allein mit 
den Faktoren a, 6,, d.h. mit den Quantenzahlen des weiter aufspalten- 
den Terms beschrieben, wobei nur die Aufspaltungsfaktoren des weiter 
aufspaltenden Terms gemaf (6) geringfiigig verandert erscheinen. 

Nach der oben erwahnten graphischen Methode kénnen auch hier 
aus (5) — ganz entsprechend wie oben aus (3) — die ,,Linienaufspal- 
tungsfaktoren“ A’, B’ ermittelt werden. 

Bei der Anwendung dieser graphischen Auswertungsmethode auf 
eigene und in der Literatur vorgefundene Hfs.-Vermessungen zeigte sich 
nun, daB sie unter Umstanden auch mehr als nur die Autspaltungsfak- 
toren A, B zu ermitteln gestattet. Es ist klar, daB die Anordnung der 
Wertepaare (y/o);, (B,/oq); aus (4) bzw. (6/a);, (B,/o4); aus (5a) auf einer 
Geraden nur dann iiberhaupt méglich sein kann, wenn die den Koef- 
fizienten «,f zugrunde gelegten Quantenzahlen J, J,, Jy ,,stimmen“. 
Es 1aBt sich zeigen, daB ganz charakteristische Abweichungen von einer 
Geraden auftreten, wenn auch nur eine der Quantenzahlen falsch ein- 
gesetzt wird. Man kann also eine Unbekannte dieser Quantenzahlen 
dadurch ermitteln, oder eine bisher falsche dadurch berichtigen, daB 
man diejenige herausfindet, bei der die Wertepaare (y/«); bzw. (6/«),, 
(B/«); sich auf einer Geraden anordnen. 


2. Einige Anwendungen auf das Am-I-Spektrum 


Wir haben die graphische Auswertung auf eine Reihe von Hfs.- 
Messungen angewandt, die von THORNE?* mit einem Pérot-Fabry-Inter- 
ferometer und von FrED und TomKIns° mit einem 30-foot-Gitterspektro- 
graphen am Am,,, erhalten wurden. 

Das Transuran Am” gehért zur Gruppe der Aktiniden, bei denen die 
neu hinzutretenden Hiillenelektronen (im allgemeinen) von der 5/- 
Schale aufgenommen werden, ganz analog zu den Seltenen Erden, wo 
die erste der /-Schalen — die 4f/-Schale — aufgefiillt wird. Das Am und 
die Seltene Erde Eu haben nun beide die Besonderheit, da8 bei ihnen 
die jeweiligen f-Schalen gerade halb voll sind. Die wahrscheinlichste 
Anordnung von sieben f-Elektronen ist nach Hunp® die Konfiguration 
(#7) 8S?, in der solche ,,Halbschalen‘‘ wohi einen resultierenden Spin 
(X's =$), jedoch keinen resultierenden Bahnimpuls (27 =0) haben und 
am Kernort kein Magnetfeld erzeugen. Daher sollten sowohl die (x/")- 
Halbschalen (x = 4,5) als auch die (x/*) ms?-Atomgrundzustande (7 =6,7) 
keine — oder héchstens eine ganz geringe — Hfs.-Aufspaltung zeigen. 
Untersuchungen des Grundzustandes (5 f’) 7s?8S; des Am,,, haben das 


a THORNE, R. P.: Nature, Lond. 178, 484 (1956). 
5 Erep, M., and F. S. Tomkins: J. Opt. Soc. Amer. 47, 1075 (1957). 
6 Hunp, F.: Linienspektren. Berlin: Springer 1927. 
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auch experimentell bestatigt: So konnten kiirzlich mit der Atomstrahl- 
resonanzmethode die Absolutwerte der Aufspaltungsfaktoren des Grund- 
zustandes zu Ay= -—(0,63813 +0,00027) mK und By==+ (0,007378 + 
0,000006) mK bestimmt werden’. Doch laBt sich auch schon aus den 
optischen Messungen von Frep und Tomkins? |4,| <1 mK ableiten. 
Dieses Ergebnis geniigt bereits véllig (der EinfluB eines B-Faktors ist 
ohnehin immer sehr klein), 
um die Anwendung der obigen 
Gl. (5), (5a) und (6) auf die 
Hfs. aller auf dem Grundzu- 


stand des Am,,, endenden 

ne Linien zu gestatten. Der In- 

LOA dex 1 gilt dabei fiir den oberen, 
a after! yi +(42640,1) mK weiter aufspaltenden Term. 


iy B’=+(G056 40,002) mK 


; fod Ven a) 26405 (78 7p 2° P; > 7528S?) 
f is bc ; 3 aes 2 
if ap Als ein instruktives Bei- 
a / ‘ te spiel der graphischen Auswer- 
ot wi tungsmethode moge an Fig. 1 
I | 7 die Bestimmung der Aufspal- 
ve va tungsfaktoren A’, B’ der Linie 

iy 6 
If 26405 des Amy,,-I-Spektrums 

i @ Ge OE b a : 
/ . : gezeigt werden. Im unteren 
fi lef] 790 | 222 | 392 | mk Teil der Figur ist das von 
FRED und Tomkins (F.&T.)® 
ee gefundene, aus 6 Komponen- 
ten a...f bestehende Struk- 

“50 0 


+50 (2) 
C3 
Fig. 1. Strukturbild von 26405 des Am,4,-I nach FRED 
und Tomxrns und damit durchgefiihrte graphische Be- 
stimmung von 4’, B’, Beiden eingezeichneten Fehlergrenzen 
wurde durchgehend ein Fehler von +3 mK fiir den Abstand 
zwischen zwei Komponenten (a... f) angenommen. @ Zur 
Auswertung benutzte Punkte 


turbild mit Abstanden in mK 
schematisch (ohne Beriicksich- 
tigung der Intensitaéten) wie- 
dergegeben, dariiber die aus 
allen Abstandskombinationen 
nach Gl. (5a) berechnete Dar- 


stellung (d/o), (B,/o,); unter Verwendung der Quantenzahlen J =$ und 
J,=#. Die an den Punkten stehenden Buchstaben bezeichnen die beiden 
Hfs.-Komponenten, aus derem Abstand der betreffende Punkt berechnet 
ist. Bei 2 (hier » =6) Komponenten kénnen insgesamt (3) =15 ver- 
schiedene Abstande und damit Punkte erhalten werden, von denen aller- 
dings nur (w—1) voneinander unabhangig sind. Insbesondere miissen 
die jeweils ) =3 Punkte, die aus den Kombinationen von 3 Kompo- 
nenten folgen, notwendigerweise auf einer Geraden liegen, da 3 Kom- 

* Marrus, R., W. A. NIERENBERG and J. Winnocur: Phys. Rev. 120, 1429 
(1960). 
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ponenten ja nur eine eindeutige Lésung fiir A’, B’ zulassen. In Fig. 4 
sind mehrere solcher Komponententripel durch Strichelungen ver- 
bunden. 

An Fig. 1 ist nun ein besonderer Vorteil der graphischen Methode 
erkenntlich, namlich die Méglichkeit, Vermessungsfehler einzelner Kom- 
ponenten leicht festzustellen. Man erkennt hier z.B., da8 das Heraus- 
fallen einzelner Punkte aus 
einer gemeinsamen Geraden 13 |e 
nur an zwei Komponenten mk 
— nadmlich c und / — liegt, 
wahrend die vier Kompo- 
nenten .¢,.:0) @,.¢ “sehr. gut 
eine Gerade definieren, die 
dann auch der Ermittlung 
von A’, B’ zugrunde gelegt 
wird*. Ein derartiges Erken- a) 
nen von fehlerbehafteten Aus- 
gangswerten ware bei einer 
rein rechnerischen Auswer- 
tung und Ausgleichung erheb- 


ee a 


d Cc b 
776 | 752 797 | 236 265 mK 
~Y 


a 


: 5 tts b) 
lich schwieriger. Annahine: = 9/2 
Die hier graphisch ge- ee 
fundenen Werte A’ = (47,6 ; if 4 
als 0,1) mK, JEtl ee (0,056 Ee oe f 2—T bf be \4’=#/39.6 40,1) mK 
0,002) mK weichen von den ca A 8’=+(0,077 40,003) mK 


entsprechenden von F. & T.: 
A’ ==(48,0 + O17 mK, B= 
(0,054 + 0,001) mK ** zwar ~7 4 Q 00 (£) 


nur unwesentlich ab, diirf- Fig. 2a u. b. Strukturbild von 43688 des Am,,,-I nach 


3 . - FreD und Tomkins und damit durchgeftihrte graphische 
ten aber besser gesichert Bestimmung von A’, B’ unter der Annahme a) J,=$, 


sein. b) i=8 


b) 43688 (27103 — 7s? 8S2) 
In Fig. 2 ist in gleicher Weise die Auswertung der Hfs. von / 3688 


a 


des Am,,,-I dargestellt. Der obere Term dieser Linie ist noch nicht ein- 
geordnet und wurde von F.&T. daher mit seinem Wellenzahlenbetrag 


(vom Grundzustand aus gerechnet) gekennzeichnet. Sein — noch unbe- 


kannter — J-Wert kann wegen JJ =-+1,0 nur 3, % oder 9 sein. Unter 


* Man kontrolliert leicht, daB eine Verschiebung von c um 7 mK in Richtung d, 
und von / um 3 mK von e weg alle herausfallenden Punkte auf die Gerade riicken 


wiirde. 
xx Mitgeteilt in 8 und dort als A, B-Faktoren des Termes 7s ips Ps be- 


zeichnet. 
8 MANNING, T. E., M. Frep and F. S. Tomkins: Phys. Rev. 102, 1108 (1956). 
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jeder dieser Annahmen wurde die graphische Auswertung durchgefiihrt 
und fiir zwei Falle (J, =% und 3) in Fig. 2 wiedergegeben. Man erkennt, 
da8 nur fiir den Fall J,=% (Fig. 2b) sich die Punkte innerhalb der 
Fehlergrenzen auf einer Geraden anordnen, mit der dann sowohl /, als 
auch gleichzeitig A’, B’ ermittelt ist. 

In den anderen Fallen weichen die Punkte in ganz charakteristischer 
Weise von einer Geraden ab. (Bei der Annahme J,=% weichen die 
Punkte noch stirker ab als bei J, = und liegen zudem weit auBerhalb 
der Figur.) Dabei liegt jeweils eine Gruppe von Abstanden (kx) (k fest, 
x —=a,b...f, +k) auf einer monoton gekriimmten Kurve. Vier solcher 
Kurven (k =a, b, e, f) sind in Fig. 2a mit eingezeichnet. 


Man erhalt somit als Ergebnis der Auswertung an / 3688: 
J 23103 = 2 
A’ =-+ (39,6 + 0,1) mK 
[GMs oe (0,01 fe 0,003) mk. 


Die Fig. 2 zeigt also, daB die graphische Auswertemethode nicht nur 
eine tibersichtliche Bestimmung der Hfs.-Aufspaltungsfaktoren gestattet, 
sondern auch ein brauchbares Hilfsmittel zur eindeutigen Ermittlung 
von J-Werten ist. 

Die gleichzeitige Bestimmung von drei Unbekannten setzt natiirlich 
voraus, daB mindestens drei voneinander unabhangige Hfs.-Abstande 
vermessen werden kénnen; eine eindeutige Feststellung des richtigen 
J-Wertes kann wegen der iiblichen Fehlerschwankungen bei einer gr6- 
Beren Komponentenzahl natiirlich ganz erheblich erleichtert oder gar 
dann erst méglich werden. 


c) A 4662 (21440 > 7528S?) und 
A 4681 (21354 — 7s78S%) 

Fiir diese beiden Resonanzlinien liegen Messungen sowohl von 
THORNE* wie von F.&T.* vor, die im wesentlichen — mit Ausnahme 
der Komponenten f — gut iibereinstimmen (s. Angaben in Fig. 3 und 4). 
Auch hier sind die oberen Terme noch nicht eingeordnet; F.&T. geben 
aber den J-Wert $ fiir den Term 21 440 und fiir Term 21 354 an. Fihrt 
man jedoch fiir 2 4662 mit J,=% die graphische Auswertung durch, so 
ersieht man aus der entstehenden Anordnung der Punkte sofort (Fig.3 a), 
da8 J,;=% nicht stimmen kann. Unter der Annahme J,=% erhalt man 
hingegen Fig. 3b, die sowohl mit den MeBwerten von THORNE, wie mit 
denen von F.&T. innerhalb der Fehlergrenzen eine Gerade ergibt. 

Die f enthaltenden Punkte nach F.&T. zeigen eine gewisse systema- 
tische Abweichung von der Geraden, die darauf hindeutet, daB der 
Abstand ef etwas zu klein gemessen ist. Dieser Fehler (,, Anziehung‘‘ 
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von / durch e) ware wegen der geringeren Auflésung der Gitteranordnung 
von F.&T. gegeniiber dem von THORNE benutzten Pérot-Fabry-Inter- 
ferometer verstandlich. 


Einen ganz entsprechenden Fehler deckt die Auswertung von 2 4681 
auf. Mit dem von F.&T. angegebenen Wert J,=% fiir Term 21 354 


(2) \ 
mK | 
ie TO ee 


Th 104 147| 184| 272 | 230) mk 
FI) 97\146\ 764| 277 | 237 
v 


IZ 


Al=+(42,9,4017) mK — |® ad 
B’=- (9098 40,005) mK 


b) cd 238 bc 
geek P'= (3705207) mk 
AE 35 8=+(G035 +0004) mK 
ee J= 9/2 

pede 

2 Of 


i ee at Ge 


Th.. \707\738| 780 | 226 | 27¢ 


ET: | 97\739) 760\ 225 276 
y 


-700 -50 0 +50 (2 ) +100 -50 0 +50 (8 ) 
Fig.3au.b Fig.4au.b 


Fig. 3a u. b. Strukturbild von 44662 des Am,,,-I nach FreD und Tomkins und THorNE und damit durch- 

gefthrte graphische Bestimmung von A’, B’ unter der Annahme a) J, = 3, b) J, = $. © Messungen von FRED 

und TomKins; @ Messungen von THORNE; ® Mittelwerte aus den Messungen von FreD und Tomkins 
und THORNE 


Fig. 4a u. b. Strukturbild von 4 4681 des Amg,,-I nach Frep und Tomkins und damit durchgefiihrte 
graphische Bestimmung von A’, B’ unter der Annahme a) J;= 3, b) Ji=$. (©, @, @s. Fig. 3) 


erhalt man Fig. 4a, mit J,—% eindeutig die aus Fig. 4b ersichtliche 
Gerade. Auch hier ist die Vermessung von THORNE mit Pérot-Fabry- 
Interferometer offensichtlich die zuverlassigere. — Indem man deshalb 
in Fig.3b, 4b den von THORNE herriihrenden Punkten das gr6Bere 
Gewicht gibt, erhalt man schlieBlich folgende Ergebnisse: 


AeA AC 2aa apne 
A’ — (42,96 Sr 0,10) mk 
B’ = — (0,098 + 0,005) mK 
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an 44681: Jo1ssa = 3 
yo = 


Boo =+ 


L (37,06 + 0,10) mK 
(0,035 + 0,004) mK. 


Auf Grund von Analogieschliissen zum Eu-Spektrum dauBerten 
F.&T. die Vermutung, daB es sich bei der Termgruppe 21 239, 


we ttl fel b a 


ef 


C 
) af ty ee Hoe pide 
a ac 
Ne ae Pn ao 


—— 
ss asc 


&'=- (0,024.01) mK re ae 
J,= 3 © 


~50 0 25 ( 2 ) 


Fig. 5a—c. Strukturbild von 4 3395 des Am,,,-I nach 
FrepD und TomxKins und damit durchgefiihrte gra- 
phische Bestimmung von A’, B’ unter der Annahme 


a) Ji=$, b) Jr =3, ¢) Jr =3 


21354, 21440 um die bisher 
noch nicht eindeutig identifi- 
zierten drei Terme 7s 7p y ®P5 2 9 
handeln kénnte. Nachdem nun 
die steigende Folge von /-Wer- 
ten dieser drei Terme an den 
beiden letzten als irrig erkannt 
wurde, entfallt ein wesentlicher 
Grund zu jener Vermutung. Ein 
Vergleich der A- und B-Faktoren 
einander entsprechender Terme 
beim Eu und Am 1aBt es dagegen 
nicht ausgeschlossen erscheinen, 
daB es sich bei einem von ihnen 
(21354) um den Am-I-Term 
78 7p 2*Py handeln kénnte. 


d) 43395 

Die Auswertung eines weite- 
ren Uberganges — A 3395 — 
zeigt Fig.5. Nach F.&T. sollte 
er zwischen dem Grundzustand 
und einem — noch nicht ein- 
geordneten — oberen Term mit 
dem J-Wert $ erfolgen, der aber 
nach Ausweis von Fig. 5a offen- 
sichtlich falsch ist. Die andere 
moglich erscheinende Annahme 
J,=# erweist sich nach Fig. 5b 
ebenso falsch. Mit J, =3 da- 
gegen ergibt sich innerhalb der 


MeBgenauigkeit eine Gerade; wegen des ganzzahligen /-Wertes kann 
diese Linie also nicht dem Am-I angehéren, sondern ist héchstwahr- 
scheinlich (falls nicht etwa einer Verunreinigung) einem Ubergang im 
Am-II-Spektrum zuzuschreiben, und zwar einem Ubergang zwischen 
einem relativ wenig und einem weit aufspaltenden Term mit J =3. 
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Die Aufspaltungsfaktoren ergeben sich 


an 43395: A’=-+ (74,75 + 0,25) mK 
B'=— (0,02 + 0,01) mK. 


Da der Wert A’=74,75 mK vom A-Faktor des hdheren der beiden 
Am-II-Grundzustande (4 (7S,) =— 88,1 mK, nach 8) dem Betrage nach 
nicht allzu sehr verschie- 
den ist, scheint es nicht -700 50 g +50 (4) 
ausgeschlossen, da es 
sich, bei A 3395 um ® J, = 17/2 


einenUbergang zwischen Phe Nm vi Lee 
diesem Grundzustand Ae s 
(Termwert 2598,32) und i 
einem Am-II-Term mit A’=- (43,75 40,7) mK 
dem Termwert (2598,32 ee 
+29 446,55) =32044,87 Ls 
handeln k6nnte, der 7 
dann eine Gesamtauf- ] 
spaltung von etwa 
—250mK besitzen miif- 
te. Ob dieser Term exi- 
stiert, kénnen wir an 
dem vorliegenden Ma- 
terial allerdings nicht 
entscheiden. 


ey) 


GM a aeeua 
376 | 282 | 244|204|763 | mK 
é) 27681 id 
SchlieBlich sei noch 
die Auswertung der Li- 
nie 27681 mitgeteilt, die 
ee aC seats ee ese Me es oe 
zwischen einem nicht A’, B’ unter der Annahme a) J,;=11, b) Jr=$, ¢) i=5 
(oder sehr eng) aufspal- 
tenden Term 28480 cm und einem weiter aufspaltenden mit dem (von 
ihnen selber als fraglich bezeichneten) Wert J = angegeben wird. Die 
mit J/=* vorgenommene Auswertung (Fig.6a) ergibt eine von einer 
Geraden zwar wenig, aber doch deutlich abweichende Kurve. Mit einem 
anderen méglich erscheinenden Wert J=% (Fig. 6b) ergibt sich noch 
starkere Abweichung, mit J =5 dagegen (Fig. 6c) eine sehr gut definierte 
Gerade. Auch diese Linie méchten wir daher wegen des ganzzahligen 
J-Wertes dem Am-II zuschreiben. Die Entscheidung zwischen J =5 
und # ist allerdings hier nicht so eindeutig wie in den friiheren Fallen, 
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wenn man die angenommene MeBgenauigkeit der Abstande von +3mK 
iibertrieben in Anspruch nehmen will. Es ist plausibel, daB tiberhaupt 
mit gréBeren J-Werten (wegen des relativ kleineren Unterschiedes zwi- 
schen zwei benachbarten) eine eindeutige Entscheidung immer schwerer 
werden muB. Als Aufspaltungsfaktoren ergeben sich mit J =5 


an A 7681 : At=— (43,76 Sh 0,10) mk 
B' = + (0,023 + 0,005) mK. 


f) SchluBbemerkung 


Soweit die iibrigen in * mitgeteilten MeBwerte die Anwendung der 
graphischen Auswertemethode gestatteten, konnten wir die /-Werte ent- 
weder bestatigen oder doch Widerspriiche — im Rahmen der von uns 
angenommenen Mefgenauigkeit — nicht mit der wiinschenswerten 
Sicherheit klaren. Die Arbeit von T.& F. sowie die von uns hier beschrie- 
benen Falle zeigen, wie eine Hfs.-Analyse, von ihren eigenen Zielen 
abgesehen, auch ein niitzliches Hilfsmittel fiir die Analyse von Term- 
systemen sein kann. An friitheren Beispielen seien nur erwahnt die 
Untersuchungen von BrIx®, wo am Sm die Isotopieverschiebung zur 
Termidentifizierung benutzt wurde, sowie die Messungen von GERSTEN- 
KORN?!® am Pu, der aus den Intensitaten der Hfs.-Ubergange auf die 
jJ-Werte der beteiligten Terme — und damit auf die Elektronenkonfigu- 
rationen — schlieBt. Dieses letzte Verfahren bietet sich besonders bei 
kleinen J- und J-Werten an, wo die Zahl der Hfs.-Aufspaltungen fiir 
eine gleichzeitige Bestimmung von drei Unbekannten unter Umstanden 
nicht mehr ausreicht. 


§ Brix, P.:; Z. Physik 126, 431 (1949). 
10 GERSTENKORN, S.: C. R. Acad. Sci., Paris 250, 825 (1960). 
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Investigation of Molar Sound Velocity 
in Melts and Solutions 


By 
P. R. K. L. PapMIni and B. RAMACHANDRA Rao 
With 8 Figures in the Text 
(Received October 24, 1960) 


Ultrasonic velocity studies are carried out in organic solutions of six low melting 
point organic solids and the melts of these solids. The constancy of R is established 
over a wide range of temperature in the melt state. It is found that JR is strictly 
linear with concentration expressed in mole fraction of the solute and the average 
extrapolated value for 100% concentration of the solute is compared with that 
from the melt state and also with the theoretical computed values due to Rao’s 
atomic increment method and LAGEMANN’s bond increment method. 


1. Introduction 


Considerable work has already been done on the study of ultrasonic 
velocity, density and adiabatic compressibility in liquid mixtures by Rt- 
CHARDS?!, WILSON?, PARTHASARATHY ?, PARSHAD?, GIACOMINI®, Nomoto ® 
and others. Nomoto showed that though there are non-linear variations 
in the parameters velocity, density and adiabatic compressibility the 
molar sound velocity and molar compressibility showed perfect linear 
variation with molar concentration. In contrast there is comparatively 
little work done in solid—lquid mixtures. ScHAFFs? studied naphtha- 
lene and p-nitrotoluene both in solutions and in melt state and found 
that the extrapolated velocity from temperature velocity curve agrees 
well with the average velocity extrapolated for 100% concentration of 
the solute obtained from solutions. S1BAlyA and NARASIMHAYYA 8 studied 
solutions of naphthalene in different organic solvents. LaL® has reported 
an unusual result of decrease of velocity when benzoic acid is dissolved 
in organic solvents. Rao and Rao?? studied the same organic solutions 

1 Ricuarps, W. T.: J. Phys. Chem. 36, 1268 (1932). 

2 WiLson, E. B.: J. Phys. Chem. 36, 1268 (1932). 

3 PARTHASARATHY, S.: Proc. Ind. Acad. Sci. A 3, 293 (1936). 

4 PaRSHAD, R.: Indian J. Phys. 15, 323. 

5 GIACOMINI, A.: J. Acoust. Soc. Amer. 19, 701 (1947). 

6 Nomoto, O.: Bull. Kobayasi Inst. Phys. Res. 2, 137 (1958). 

? ScHAAFFs, W.: Z. Physik 105, 658 (1937). 

8 Srparva, L., and NARASIMHAYYA: J. Mys. Univ. B1, 133 (1941). 


9 Lat, K.C.: Indian J. Phys. 24, 461 (1950). 
10 Rao, K. S., and B. R. Rao: Proc. Phys. Soc. Lond. 73, 239 (1959). 
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of benzoic acid and reported results contrary to that of Lar. They found 
that the molar sound velocity varied linearly with concentration expres- 
sed in molar fractions in solid—liquid mixtures studied by them inspite 
of the non-linear variations in velocity, density and adiabatic compres- 
sibility. They compared the extrapolated molar sound velocity values 
for 100% concentration of the solute with the theoretically computed 
values by LAGEMANN’S bond increment method, and by RAo’s atomic 
increment method and found fairly good agreement. 


In view of the fact that very little work is done in solid—liquid 
mixtures the present investigation is undertaken by the authors in order 
to study systematically the variation of ultrasonic velocity, density and 
adiabatic compressibility, molar sound velocity with concentration in 
organic solutions of six low melting point organic solids. Temperature 
variation of ultrasonic velocity is also studied in the melt state over a 
wide temperature range to see if FR is independent of temperature in 
the melt state and to obtain the velocity for the solute at room tempera- 
ture by extrapolating the temperature velocity graph to the room tem- 
perature. 


2. Results and Discussion 


Six low melting point organic solids are chosen for this study so that 
measurements of ultrasonic velocities of melts and solutions of these com- 
pounds in organic liquids could be carried out easily. The following is 
the list of the solids studied with various solvents used shown against 
them. 


1. Naphthalene in 4. p-Dichloro benzene in 
(a) Carbon tetrachloride (a) Acetone 
(b) Chloroform (b) Chloroform. 
(c) Toluene. 5. Maleic anhydride in 
2. Phenyl salicylate in (a) Acetone 
(a) Acetone (b) Ethyl acetate 
(b) Carbon tetrachloride (c) Methyl ethyl ketone. 
(c) Toluene. 6. Diphenyl in 
3. Phenol in (a) Acetone 
(a) Acetone (b) Benzene. 


(b) Benzene 
(c) Methyl alcohol. 


The solids used are A. R. grade samples of E. Merck. The solvents 
used are either B.D.H. or E. Merck analytical quality and distil- 
led before use. No further purification is attempted. In preparing the 
solutions all weighings are made accurate to 0.1 mg, The densities are 
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estimated by a specific gravi- 
ty bottle and the ultrasonic 
velocities are measured by 
the fixed-path interferometer 
method to an accuracy of 
+1m/sec, the temperature 
is maintained constant to 
within 1°C by a toluene 
mercury thermostat and 
measured to that accuracy. 
In view of the low solubility 
of most of these solutes, 
measurements were con- 
fined to low concentrations. 
From the data thus obtained, 
the values of adiabatic com- 
pressibility 6,4 and molar 
sound velocity “‘R’’ are 
calculated by the usual re- 
lations. The values of ultra- 
sonic velocity V, adia- 
batic compressibility 6 
and molar sound velo- 
city R are plotted 
against molar  frac- 
tion in percent for all 


the solutions studied elt ie 
(Bigs Artoe7)sedteane 
be easily seen from = 
these figures that in all 3 
the solutions studied $8 
the ultrasonic velocity 
increased and the adia- 
batic compressibility 
decreased with concen- 
tration. It is imter- 

7270 


esting to note that the 
density decreased with 
increase of concentra- 
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Fig. 1. Variation of V and # with concentration in solutions 
of Naphthalene in CCl,, CHCl;, and Toluene. 8,V, Naph- 
thalene-chloroform, B, V, Naphthalene-CCl,, 
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Fig. 2. Variation of V and f with concentration in solutions of Phenyl- 
salicylate in Acetone, CCl,, and Toluene. 6,V, Phenyl salicylate- 


tion in the case of Acetone, B,V. Phenyl salicylate-Toluene, 2;V,; Phenyl salicylate-CCl, 


chloroform and carbon 


tetrachloride solutions, but inspite of the rapid decrease of density with 
concentration, the adiabatic compressibility still showed a decrease 
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Fig. 3. Variation of V and 8 with concentration in solu- 


tions of Phenol in Acetone, Benzene, and Methylalcohol. 
B,V, Phenol-Acetone, 8.V. Phenol-Benzene, 
B,V3, Phenol-Methylalcohol 
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Fig. 4. Variation of V and 8 with concentration in solutions 

of p-Dichlorobenzene in Acetone and Chloroform. 6,V, 

Paradichlorobenzene-Acetone, $,V, Paradichlorobenzene- 
Chloroform 
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with concentration. There 
are slight departures from 
linearity in most of the 
curves, but it is particularly 
conspicuous in acetone so- 
lutions. The most striking 
feature of the investigation 
is the perfect linear variation 
of R with concentration even 
though there are deviations 
from linearity in the other 
parameters V, 9, and f. 

To compute the velocity 
at 100% concentration of 
the solute, the velocity values 
are plotted against weight 
percentage concentration as 
this plot has better linearity. 
It is found that the extra- 
polated values of ultrasonic 
velocity for 100% concen- 
tration have nearly the same 
value for each solute what- 
ever be the solvent employed 
even though the solubility 
is low and extrapolation is 
done over a large range. 
Studying the case of solutions 
of phenylsalicylate in ace- 
tone, toluene and carbon 
tetrachloride, the graphs 
for toluene and carbon tetra 
chloride solutions gave al- 
most the same value of 
1412 m/sec for 100% concen- 
tration of solute while the 
acetone solutions gave a 
slightly higher value of 
1440m/sec on account of the 
slight non-linear nature of 


the plot of points. Taking the average value, the extrapolated velocity 
for 100% concentration of the solute comes out to be 1434 m/sec. Table 1 
gives the extrapolated values of ultrasonic velocity thus obtained for all 
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Fig. 5. Variation of V and # with concentration in solutions of Maleic anhydride in Ethylacetate, Acetone, 
and Methyl ethyl ketone. 8,V, Maleic anhydride-Acetone, 8,V, Maleic anhydride-Ethyl acetate, B,V, 
Maleic anhydride-Methyl ethyl ketone 


Fig. 6. Variation of V and f concentration in solutions of Diphenyl in Acetone and Benzene. £,V, Diphenyl- 
Benzene, f,V, Diphenyl-Acetone 


the solutions studied along 
with the average values 
for each solute. From the 
Table 1 it is seen that the 
solutions of naphthalene 
in CCl, and toluene, gave 
nearly the same value while 
the solutions in chloroform 
gave a slightly lower value. 
Nearly the same values are 
obtained for solutions of 
diphenyl in benzene and 


Fig. 7. Relation between molar sound 
velocity and molar fraction of the solute. 
© Naphthalene - CHC],-1, Naphtha- 
lene - CC1,- 2, Naphthalene -Toluene - 3; 
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benzene- Acetone-1, p-Dichlorobenzene- 
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acetone. Of the solutions of phenol in acetone, benzene and 
CH,OH, the first two gave the same value of 1575 m/sec while 
the latter gave a slightly low value of 1525 m/sec, the average being 
4558 m/sec. Acetone and chloroform solutions of p-dichloro benzene 
gave velocities of 1276 and 1300 m/sec respectively the average being 
1288 m/sec. Solutions of maleic anhydride in ethyl acetate, acetone 
and methyl ethyl ketone gave values of 1680, 1668, and 1692 m/sec 
respectively, the average comes out as 1680. It must be noted that this 


Table 1. Comparison of velocity values. Temperature = 30° C 


Velocity | Velocity | Velocity Extra- 
elocity everace melt computed | polated 
Substance Solvent solution | velocity bate PcomPADUn deaaeet ae 
30° C 
m/sec | m/sec | m/sec m/sec 2 
| | | 
Naphthalene 1. Carbon | 1460 | 1445 | 1380 | 1496 | 1.014 
| tetrachloride 
| 2. Chloroform | 1420 | | 
| 3. Toluene 1456 | | | 
Phenyl salicylate | 1. Acetone | 1440 | 1434 | 1460 | 1470 deter 
| 2. Carbon 1412 | | | 
tetrachloride | 
3. Toluene 1412 | | 
Phenol | 1 Benzene A756 | SOW oeS 1649 | 1.067 
2. Acetone 1575 | | | | 
3. Methyl alcohol | 1525 | | 
Diphenyl | 1. Acetone 1500 | 1481 | 15205) AS Ose O2 7 
2. Benzene 1492 | | | 
p-Dichlorobenzene | 1. Acetone 1276 | 1288 | 1228 | 1249 | 1.280 
2. Chloroform 1300 | | | 
Maleic anhydride | 1. Ethyl acetate 1680 | 1680 | 1670 | — | — 
2. Acetone | 1668 | | | 
3. Methylethyl | 1692 — | | 
ketone | | | 


velocity does not correspond to the ultrasonic velocity of the solute in 
the solid state, but represents a characteristic velocity for the hypothe- 
tical case of the solute in the liquid state at room temperature. In order 
to compare this value with the ultrasonic velocity for the solute deduced 
from measurements in the melt state, the measurements of ultrasonic 
velocities in all the substances in the melt state are carried out by the 
interferometer method developed by Rao and Rao". The temperature 
velocity curves are shown in the Fig. 8; the variation of ultrasonic 
velocity with temperature in all these cases is found to be linear. It is 
therefore possible to deduce the value of the ultrasonic velocity for the 
hypothetical case of the solute in melt state at room temperature by 
extrapolating the velocity temperature curves. Taking for instance the 
case of phenyl salicylate the extrapolated value of velocity from the 


11 Rao, K. S., and B. R. Rao: J. Acoust. Soc. Amer. 39, 439 (1959). 
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velocity—temperature curve comes out as 1461 m/sec against the average 
velocity value of 1431 m/sec from solutions. Best agreement is obtained 
in the case of maleic anhydride and phenol; while there is a deviation 
of 3% in the case of naphthalene and 5% in the case of p-dichloro 
benzene between the extrapolated velocity values from melt state and 
from solutions. 

The agreement of the velocities for the solute thus deduced both from 
solution and melt state indicated, that the solution velocities extra- 
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Fig. 8. Temperature Variation of Ultrasonic velocity in molten state in Naphthalene, Phenylsalicylate 
Phenol, p-Dichlorobenzene, Maleic anhydride and Diphenyl. [J Maleic Anhydride, © Naphthalene, 
® Phenol, < p-Dichlorobenzene, Y Diphenyl, A Phenyl salicylate 


polated to 100% concentration of solute corresponds to ultrasonic ve- 
locity of the solute in the melt state at the same temperature. Thus it 
may be inferred that the properties of a solid, in dissolved state bear 
close similarity to the corresponding properties in the liquid state. 
When the structural formula of the compound is known it is possible 
to compute by RAo’s method, and the expected ultrasonic velocity V 
of the solute at any temperature can be calculated from the relation 


v= (220) 


M 

provided the density of the solute at that temperature in the liquid 
state is known. If the solute does not exist in liquid state at that tem- 
perature, the extrapolated value of density is substituted and the velocity 
computed. The extrapolated densities at 30° C and the computed ultra- 


sonic velocities thus obtained following Rao’s method are shown in the 


Z. Physik. Bd. 162 18 


S) 


t 


be P.R.K.L. Papminr and B. RAMACHANDRA Rao: 


table. The agreement of the extrapolated velocities from solutions and 
melt with the above computed values is reasonably good - significant 
differences observed in some cases are to be attributed to the inaccuracy 
in the atomic and linkage increment data available in literature. As a 
cube term is involved in the computation, any slight error in FR leads to 
a large error in estimation of V. This method of computing ultrasonic 
velocity helps as a check on the extrapolated velocity obtained for a 
solute from a study of its solutions, when it is difficult to study the solute 
in melt state. 


3. Molar sound velocity in organic solutions 


As the values of R are varying perfectly linearly with concentration 
expressed as molar fraction, these graphs are extrapolated to 100% 
concentration in order to get the characteristic R value for the solute. 


Table 2. Comparison of R values 


| | Extra- | R | R | R R 
Substance | Solvent eee ad! | average | melt | Rao’s | PAGE 
values | value state method MANNS 
of R method 
| | | 
| i 
Naphthalene | 1. Carbon | 1442 | 1396 | 1395 | 1436 | 1445 
| tetrachloride 
| 2. Chloroform 1369 
| 3. Toluene 1359 
Phenyl salicylate | 1. Acetone 1972 1991 20387) 2093) 12045 
2. Carbon 2017 | | 
| tetrachloride | | 
| 3. Toluene 1985 | | 
Phenol 1. Benzene 1076 | 1042 | 1011 | 1042 1096 
2. Acetone 1041 | | 
3. Methyl alcohol 1019 
Diphenyl 1. Acetone 1735 1739 1728 1751 1756 
2. Benzene 1742 | 
p-dichlorobenzene | 1. Acetone 1360 1296 1226 9) 1237, 1240 
2. Chloroform 1233 | 
Maleic anhydride | 1. Ethyl acetate 861 839 815 UG 769 
2. Acetone 825 | 
3. Methyl ethyl 833 
ketone | 


It may be seen that there is fairly good agreement between the R 
values for any solute obtained for different solvents. The average values 
of R for each solute are then obtained and these values are compared 
with the values obtained from the melt state and the values computed 
by methods due to Rao and LAGEMANN. Table 2 shows all the R values 
for comparison purposes. 

Comparing the & values obtained from solutions and the melt state, 
it will be noticed that there is very good agreement in the case of naph- 
thalene and diphenyl for which the difference is less than one percent. 
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There is reasonably good agreement for other liquids, in which case the 
differences are in the range of 2 to 5%. It will be interesting to compare 
the extrapolated R values for the solute from the solutions with the 
computed values. Best agreement with the computed values is obtained 
for the case of diphenyl. In the case of naphthalene and p-dichloro- 
benzene also the computed values by both the methods are nearly the 
same and the agreement with the value from solutions is within 3 to 4%. 
The F value for phenol obtained from solutions is exactly in agreement 
with the value computed by Rao’s method, while the value computed 
by LAGEMANN’s method is higher by about 5%. In the case of phenyl 
salicylate the R value from solutions is in better agreement with the 
computed value by LAGEMANN’s method being about 3% lower, whereas 
the value by Rao’s method is higher by about 5%. Maleic anhydride 
is the only case where there is significant difference between experimental 
and computed values. Though Rao’s and LAGEMANN’s methods give nearly 
the same values, both of them are much lower than the values obtained 
from solutions and melt state by about 8%. It may be here noted that 
except for maleic anhydride in all other cases, the & values of the solute 
are always higher than of the solvent. In the case of maleic anhydride 
solutions in ethyl acetate and methyl ethyl ketone the R value of the 
solvent is higher than the solute so that there was a progressive decrease 
of R with increase of concentration. It is interesting to note that though 
there is a decrease in the value of R the velocity showed only an increase 
with increase of concentration of the solute as the density of the solution 
increased much more rapidly with concentration. The agreement be- 
tween computed and experimental values of FR in the case of maleic 
anhydride is not so good but such deviations are not unusual even in 
the case of atomic and bond increments from homologous series of 
organic compounds. 

In general it may therefore be concluded that there is reasonably 
good agreement between experimental and computed values of R con- 
sidering the fact that these R values for solutions are obtained by large 
extrapolation of the experimental graphs which are obtained up to a 
concentration of 7 to 10% molar fraction on account of the low solubility 
of these substances. Thus this method of computing R by solutions offers 
the important advantage of obtaining the values of R of high melting 
point substances without having recourse to taking actual measurements 
in the molten state. Besides this method has the additional advantage 
that the velocity of ultrasonic waves in the molten substance can also 
be calculated using the values of R thus estimated, provided the density 
of the molten material is known. 

We wish to thank the Council of Scientific and Industrial Research for the 
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Aus dem Physikalischen Institut der Technischen Hochschule Karlsruhe 


Zur Bestimmung des Planckschen Wirkungsquantums 
aus der kurzwelligen Grenze 
des Réntgenbremsspektrums * 


Von 
Kurt ULMER 


Mit 16 Figuren im Text 
(Eingegangen am 26. November 1960) 


Es wird erstmalig eine in sich konsistente Deutung der Struktur des Bremsspektrums 
in der Umgebung der kurzwelligen Grenze fiir den Festkérper gegeben und fiir 
Wolfram durchgefiihrt. Eine Analyse eigener Messungen zeigt, da®B sich damit die 
beobachtete Isochromatenstruktur befriedigend erklaren la8t. Aus dieser Ana- 
lyse wird ein vereinfachtes Auswerteverfahren zur f-Bestimmung aus der kurz- 
welligen Grenze des Bremsspektrums abgeleitet, das sich auf Prazisionsmessungen 
anderer Autoren anwenden laBt. Diese Auswertung bringt bisherige Differenzen 
zwischen den Bestimmungen des Planckschen Wirkungsquantums aus der kurz- 
welligen Grenze und anderen Experimenten zum Verschwinden und wird daher 
eine genauere Ermittlung dieser bisher am ungenauesten bekannten Naturkonstante 
erméglichen. 


1, Einfihrung 


Die wichtigsten Fundamentalkonstanten der Atomphysik sind das 
Plancksche Wirkungsquantum h, Ladung e und Masse m des Elektrons, 
die Lichtgeschwindigkeit c und die Loschmidt-Zahl L. Als beste Werte 
fiir diese Naturkonstanten werden heute weitgehend diejenigen ange- 
nommen, welche CoHEN und DuMonp u. Mitarb.1:? in einer groB- 
angelegten Untersuchung 1955 aus den zur Auswertung verfiigbaren 
Prazisionsexperimenten ermittelten. 

Bei dieser Anpassung ergab sich das Plancksche Wirkungsquantum 
als die am wenigsten genau bekannte Konstante. Das ist iiberraschend, 
denn es gibt Experimente, die sog. h/e-Experimente, die mit einer hohen 
MeBgenauigkeit wesentlich zur -Bestimmung beitragen kénnten. Der 
Wert von h/, der sich aus ihnen ermitteln laBt, besitzt recht kleine Fehler- 
grenzen. Er liegt aber weit ab von dem Wert, der sich bei Beriicksich- 
tigung aller tibrigen wesentlichen Experimente unter Ausschlu8 der 


* Habilitationsschrift, Karlsruhe. 

1 COHEN, E.R., J.W.M. DuMonp, T.W. Layton and Joun S. Ro.tett: Rev. 
Mod. Phys. 27, 363 (1955). 

2 ConHEN, E.R., and J.W.M. DuMonp: The Fundamental Constants of Atomic 
Physics. In Handbuch der Physik, Bd. XXXY. Berlin-Goéttingen-Heidelberg: 
Springer 1957. 
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h/e-Experimente ergibt. Das hat den Verdacht erweckt, daB sich hinter 
diesen Abweichungen eine noch unbekannte und daher in derAuswertung 
nicht beriicksichtigte physikalische Ursache verbirgt und dazu gefiihrt, 
daB z.B. BEARDEN und THOMSEN? in ihrer Auswertung von 1957 die 
h/e-Experimente bei der Ermittlung der besten Werte fiir die Funda- 
mentalkonstanten nicht mehr beriicksichtigten. 

Die Experimente, die am wesentlichsten zur h-Bestimmung bei- 
tragen, bzw. bei voller Kenntnis der physikalischen Zusammenhange 
beitragen kénnten, sollen anschlieBend kurz betrachtet werden. 


a) Methoden der h-Bestimmung. Das sind zunachst die h/e-Experi- 
mente selbst. Darunter versteht man die Ermittlung der kurzwelligen 
Grenze des Réntgenbremsspektrums, die nach dem Duane-Huntschen 
Gesetz bestimmt ist, durch hyy =eU bzw. 


eee Saini te (1) 


eA 


In dieser Form des Duane-Huntschen Gesetzes steht auf der rechten 
Seite die bei dem Versuch experimentell ermittelbare GroBe und auf 
der linken Seite die dadurch bestimmte Kombination von Natur- 
konstanten*. Man stellt bei dem Versuch also etwa mit einem Réntgen- 
spektrometer fest, welche Grenzwellenlange A, zu einer bestimmten 
Roéntgenrohrenspannung U gehdrt. Solche Experimente werden im 
allgemeinen nach der Isochromatenmethode durchgefiihrt, die spater 
naher zu betrachten sein wird. 

Wenn wir nun annehmen kénnen, daB c und A aus anderen Ver- 
suchen schon recht genau bekannt sind, dann erkennen wir aus Gl. (1), 
daB wir diese Experimente ansehen diirfen als Versuche zur Bestimmung 
des Quotienten f/e. Daher riithrt der Name //e-Experimente**. Die fiir 


* Der Umrechnungsfaktor A gibt die Umrechnung von Wellenlangen A, (ge- 
messen in X-Einheiten) in Wellenlangen A, (gemessen in Milliangstrém). Es ist bei 
der Auswertung von Prazisionsexperimenten ublich, ihn zu den Naturkonstanten zu 
zahlen. Er taucht hier auf, weil die Wellenlangenangaben der Rontgenspektroskopie 
liber die X-Einheit an die Gitterkonstante des Kalkspats angeschlossen sind. Der 
Index s bei den Wellenlangen soll an SIEGHAHN erinnern, der Index g an Gitter, 
mit denen Absolutmessungen méglich sind. 

xx Wenn sich andererseits erweisen sollte, daB z.B. die Kombination he/e 
aus anderweitigen Versuchen recht genau bekannt ist, konnte man das wesentliche 
dieses Experiments in der Bestimmung von A erblicken*. Solche Verlagerungen des 
Gesichtspunkts hangen von dem jeweiligen Stand der Kenntnis der Fundamental- 
konstanten ab. Das Charakteristische an Gl. (1) ist, daB hier nicht nur eine einzelne 
Naturkonstante eingeht, sondern durch den Versuch eine Kombination aus meh- 
reren bestimmt wird. Das gilt fiir fast alle zur Zeit wesentlichen Prazisionsexperi- 
mente. (Eine wichtige Ausnahme ist z.B. die Bestimmung der Lichtgeschwindig- 
keit c). 

3 BEARDEN, J.A., e J.S. THomsEN: Nuovo Cim. 5, Suppl., 267 (1957). 

4 DuMonp, J.W.M.: Ann. of Phys. 7, 365 (1959). 
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uns wichtigsten wurden durchgefiihrt von BEARDEN und SCHWARZ?, 
BEARDEN, JOHNSON und Watts® sowie FELT, Harris und DuMonp’. 
Der relative mittlere Fehler der gemessenen GréfSe betrug bei diesen 
Experimenten etwa 70 p.p.m.*. 

Eine zweite Gruppe stellen die Elektronenbeugungsexperimente 
dar. Ihnen liegt die de Broglie-Beziehung A, =h/(mv) zugrunde. Wird 
die Elektronengeschwindigkeit v aus der Beschleunigungsspannung U 
ermittelt, so gilt in vereinfachter nichtrelativistischer Darstellung 
mv?/2 —eU, und wir erhalten fiir die de Broglie-Beziehung 


ee) (2 Ue Tait eenidey, (2) 
(em)? A As 


Auch hier erscheint wieder auf der rechten Seite die im Versuch meBbare 
GroBenkombination und links die dadurch bestimmbare Kombination 
von Naturkonstanten. Bei diesem Experiment erreichten RyMER und 
WRIGHT’ eine Genauigkeit entsprechend einem relativen mittleren 
Fehler von etwa 100 p.p.m. 


Als dritte Versuchsgruppe, in die / wesentlich eingeht, soll noch die 
Wellenlangenmessung der Vernichtungsstrahlung erwahnt werden. Ein 
von einer radioaktiven Substanz emittiertes oder auch durch Paar- 
bildung entstandenes Positron zerstrahlt mit einem Elektron unter Aus- 
sendung von zwei Strahlungsquanten gleicher Energie. Die Wahrschein- 
lichkeit fiir diesen ProzeB wird erst groB, wenn das Positron auf vernach- 
lassigbare thermische Geschwindigkeiten abgebremst ist. Die Strah- 
lungsenergie entspricht daher der Ruheenergie der beiden Teilchen 
2-h-y=2mc. Daraus erhalten wir die den Gln. (41) und (2) entspre- 
chende Beziehung 

Fess Vamitiniim A Sesh (3) 
4, wurde von DuMonp u. Mitarb.® mit einem Kristallspektrometer ge- 
messen. Ihr relativer mittlerer Fehler betrug etwa 140 p.p.m. 


Weitere Experimente anderer Art sind ungenauer, so daB von ihrer 
Erwahnung hier abgesehen werden soll. 


Von den in die Gln. (1) bis (3) eingehenden Naturkonstanten 
ist, wie eingangs angegeben, das Plancksche Wirkungsquantum am 


* p.p.m. = parts per million = 10-°. 

> BEARDEN, J.A., and G. Scuwarz: Phys. Rev. 79, 674 (1950). 

° BEARDEN, J.A., F.T. JoHNson and H.M. Warts: Phys. Rev. 81, 70 (1951). 

7 Pert, G.F., J.N. Harris and J.W.M.DuMonp: Phys. Rev. 92, 1160 (1953). 

8 RyMer, T.B., and K.H.R. WricutT: Proc. Roy. Soc. Lond. A 215, 550 (1952). 

° Mutter, D.E., H.C. Hoyt, D. J. Krery and J.W.M. DuMonp: Phys. Rev. 
81, 468 (1951). 
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ungenauesten bekannt®. Wir fassen die entsprechenden Experimente 
daher in dem bereits erlduterten Sinn als Methoden zur Bestimmung 
von / auf. 


b) Problemstellung. Von den Versuchsgruppen des vorigen Ab- 
schnitts sind die h/e-Experimente die genauesten. Nur sie wurden von 
COHEN, DuMonp u. Mitarb.1.? in die Prazisionsexperimente ihrer Aus- 
wertung von 1955 aufgenommen, und mit ihnen wollen wir uns im fol- 
genden ausschlieBlich beschaftigen. In dieser Auswertung konnte durch 
ausgedehnte Varianzanalyse gezeigt werden, daB die h/e-Experimente die 
unzuverlassigsten Ausgangspunkte waren. Das fiihrte dazu, daB das von 
Fett, Harris und DuMonp§ durchgefiihrte h/e-Experiment ganz ausge- 
schieden wurde. Es erwies sich, daB die ermittelten Werte von A, - U und 
damit auch h [vgl. Gl. (1)] vermutlich zu klein waren. Der Fehler sollte 
aber nicht bei den sorgfaltigen Messungen selbst liegen, sondern wird in 
der Unsicherheit bei der exakten Festlegung der kurzwelligen Grenze aus 
den MeBergebnissen vermutet. Diese Unsicherheit rithrt her von der Un- 
kenntnis der genauen Gestalt des Réntgenbremsspektrums in der Nahe 
der kurzwelligen Grenze. Es ist der Zweck der vorliegenden Arbeit, an 
Hand eigener Messungen!® und Uberlegungen", eine Deutung der Struk- 
tur in der Nahe der kurzwelligen Grenze zu geben und die gewonnenen 
Erkenntnisse dann auf das Problem der /A-Bestimmung anzuwenden?’. 


c) Inhaltsangabe. Im anschlieBenden Abschnitt wird zuerst die 
Isochromate und ihr Zusammenhang mit der Gestalt des Spektrums 
phanomenologisch betrachtet und die experimentelle Methodik kurz 
beschrieben. Der dritte Abschnitt behandelt die bisherigen Auswerte- 
methoden und geht insbesondere auf die Problematik der genauen Be- 
stimmung der wahren Einsatzspannung naher ein. Es wird sich dabei 
zeigen, daB eine Kritik der bisherigen und die Entwicklung neuer Vor- 
stellungen tiber das Zustandekommen der Isochromaten notwendig sind. 
Das wird im folgenden vierten Abschnitt durchgefiihrt, in dem die zu 
erwartende Isochromatenstruktur aus Festkorpereigenschaften abgeleitet 
wird. Die tatsachlich gemessene Isochromate unterscheidet sich von 
dieser idealen Isochromate durch verschiedene Apparatur- und sonstige 
Einfliisse. Die entsprechenden Korrekturen fiir die von uns gemessene 
Isochromate werden im fiinften Abschnitt beschrieben, wobei vor allem 
die Spektrometerauflésung und Potentialkorrekturen zu berticksichtigen 
sein werden. Der sechste Abschnitt bringt die Diskussion mit Anwen- 
dungen auf die Isochromatenmessungen anderer Autoren. 


10 UtmeER, K., u. H. VERNICKEL: Z. Physik 153, 149 (1958). 

11 KESSLER, J., u. K. UtmeEr: Z. Physik 159, 443 (1960). 

12 Utmer, K.: Phys. Rev. Letters 3, 514 (1959). Kurze Notiz mit Teilergeb- 
nissen der vorliegenden Arbeit. 


258 Kurt ULMER: 


2. Die Isochromatenmethode 
a) Der Begriff der Isochromate. Die Intensitat pro Wellenlangen- 
einheit im Bremsspektrum ist eine Funktion f(A, 49) der Wellenlange A 
und der Grenzwellenlinge /,, die durch die Réhrenspannung bestimmt 
ist. Bei den heranzuziehenden Experimenten wird die Intensitat aus- 
schlieBlich mit Quantenzdhlern gemessen. Die Anzahl dn/d/ der pro 
Wellenlingen- und Zeiteinheit ausgesandten Quanten hangt mit der 
Intensitat zusammen nach 
f(A, Aq) = hv 52 bow. Feet uf (Asha) (4) 
Entsprechend muB fiir die auf die Frequenzeinheit bezogene Intensitat 
g(v,¥)) und Quantenanzahl dn/dy gelten 


dn dn 1 
2(¥,%) =hr- a bzw. War hy & (¥, M%) - (5) 


AuBerdem ist nach Definition 
f(A, Ao) -|dA| = g(r, %9) -| ar]. (6) 


Daraus folgt mit c=vA 


A: f(A, Ao) =¥- &(v, Y%)- (7) 


Diese Beziehungen gelten fiir beliebige Intensitatsverlaufe /(A, Ay) bzw. 
g(v, %). Die der Quantenanzahl dn/dy proportionale — im Experiment 
nachgewilesene — Impulsrate ist nach (5) eine Funktion sowohl der 
Frequenzy als auch der Grenzfrequenz 7), d.h. der entsprechenden 
Rohrenspannung. Sie gibt in Abhangigkeit von der Frequenz bei fester 
Rohrenspannung eine mégliche Darstellung des Bremsspektrums, wie 
man sie etwa mit einem R6ntgenspektrometer erhalten kann. Man kann 
aber auch z. B. mit einem Monochromator die in (5) enthaltene Abhangig- 
keit der Impulsrate von der Réhrenspannung (variables v,) bei fest- 
gehaltener Wellenlange 4 bzw. Frequenzy ermitteln. Der so erhaltene 
Zusammenhang zwischen Impulsrate und R6hrenspannung wird als 
Isochromate bezeichnet. Die Réhrenspannung, die der fest eingestellten 
Frequenz y nach dem Duane-Huntschen Gesetz entspricht, heiBt die 
wahre Einsatzspannung. 

Die oben zusammengestellten Beziehungen vermitteln den Zusam- 
menhang zwischen den Darstellungen des Bremsspektrums in Abhan- 
gigkeit von der Wellenlange, von der Frequenz und als Isochromate. 


b) Experimentelles. Als ein Beispiel fiir die experimentelle Methodik 
ist in Fig. 1 das fiir unsere eigenen Messungen!® verwendete Johann- 
Spektrometer’’ mit gebogenem Glimmerkristall schematisch dargestellt. 


13 Jouann, H.H.: Z. Physik 69, 185 (1931). 


Zur Bestimmung des Planckschen Wirkungsquantums 259 


Es wird aber nicht als Spektrometer betrieben, sondern als Monochroma- 
tor. Dabei bleiben die Antikathode A und der Zahlrohrspalt Sp fest 
eingestellt. Zur Aufnahme einer Isochromate wird lediglich die Span- 
nung an der Rontgenréhre va- 
riiert. Bei zu kleiner Rohren- 
spannung ist die Wellenlange, 
auf die der Monochromator 
eingestellt ist, noch nicht im 
Bremsspektrum vertreten. Beim 
Erhéhen der Réhrenspannung 
liberstreicht die kurzwellige 
Grenze die eingestellte Wellen- 
lange, und wir erhalten diese 
von da an mitendlicher Intensi- 
tat. Um eine gute kreiszylindri- Anoxinung,  Rontgenrdbre, A Antikathode, § Spektro- 
sche Kriimmung des Kristalls K metertopf, K Kristall. Sp Zahlrohrspalt, Z Zahlrohr, 
28 . 5 E ‘ P zur Pumpe, M Vakuummessung 
zu gewahrleisten, ist dieser in 
einer speziellen Halterung befestigt (vgl. auch L. ALBERT!). Wegen der 
verhaltnismaBig niedrigen angelegten Spannung von etwa 1250 V ist die 
erzeugte Strahlung sehr 
weich. Daher ist das Spek- yy 
trometer evakuiert. Das ” 
Zahlrohrvolumen ist gegen 
den evakuierten Spektro- 
metertopf mit einer strah- 
lendurchlassigen Zaponlack- 
folie am Ort des Zahlrohr- 
spalts abgeschlossen. 
Wesentlich an der Roént- 
genrohre ist die intermittie- 
rende Heizung der Wolf- 
ramkathode. Diese wird 
dadurch zur Aquipotential- 
kathode, denn die Strah- 


lungsintensitat wird nur in 7250 
: Fig. 2. Wolframisochromate. Abszisse ist die Rohrenspannung. 
den Heizpausen Sea Ordinate ist die Impulsrate als Ma® fiir die Intensitat der 


Zur Erzielung einer mog- Strahlung. Temperatur der Antikathode =1900 + 100°K 
lichst atomar reinen Anti- 
kathode besteht diese ebenfalls aus einem Wolframdraht, der inter- 
mittierend und synchron mit der Kathode geheizt wird. 

Der Grund fiir die Bevorzugung der Isochromatenmethode liegt in 
ihren meBtechnischen Vorteilen. Es wird keine mechanische Einstellung 


14 ArpeERT, L.: Z. Physik 143, 513 (1956). 


7270 J[V] 
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geiindert, sondern lediglich eine elektrische Spannung variiert. AuBer- 
dem entfallt jegliche Wellenlangenabhangigkeit des Detektors. Fig. 2 
gibt ein Beispiel einer von uns gemessenen Isochromate. 


3. Bisherige Annahmen und Ergebnisse 


Das eigentliche Problem bei der h-Bestimmung besteht darin, aus 
einer nach 2b aufgenommenen Isochromate die wahre Einsatzspannung 
zu ermitteln. Die Isochromate wird schon aus apparativen Griinden, 
wie z.B. der endlichen Bandbreite des Monochromators und unvermeid- 
lichen Schwankungen der Réhrenspannung, nicht scharf einsetzen. Zur 
Beriicksichtigung dieser und anderer Einfliisse braucht man eine be- 
stimmte theoretische Vorstellung dariiber, wie die ideale Isochromate 
bei unendlich guter Auflésung aussehen wiirde. Das Bild, das man sich 
bisher davon machte, wollen wir anschlieBend betrachten. 


a) Gestalt des Spektrums bzw. der Isochromate. Als erstes haben 
wir hier zwischen diinnen und dicken Antikathoden zu unterscheiden. 
Fiir diinne Antikathoden und monoenergetische Elektronen haben wir 
nach theoretischen Untersuchungen von SOMMERFELD!, die durch 
Experimente von AMREHN und KULENKAMPFF!® bestatigt werden, 
folgenden Intensitatsverlauf im Bremsspektrum zu erwarten: 


const:—— fiir v<m | 
g (5%) = r 
0 fiir em, | 
Die Isochromate, d.h. die Abhangigkeit des Ausdrucks dn/dy von 1, 
bei konstantem y, wird daraus mit Gl. (5) 


(8) 


fir pez m| 


dy const: fiir my >9 | (9) 
Vo 


Fiir massive Antikathoden sind die Energieverluste zu beriicksichtigen, 
welche die Elektronen beim Eindringen erleiden. Legt man dafiir das 
Whiddingtonsche Gesetz zugrunde, so erhalt man fiir die Intensitat 
G(v, v9) und wieder mit Gl. (5) fiir die Isochromate dN/dy der dicken Anti- 
kathode in hier geniigender Naherung?’ 


const (»»—v) fir »v< 
G(r, %9) =| 4 | (10) 
fine Vo 
dN | 0 fiir <» 
ian 11 
dy const (y¥»—v) fir »>y” an) 


15 SOMMERFELD, A.: Ann. Physik 11, 257 (1931). 

16 AMREHN, H., u. H. KULENKAMPFF: Z. Physik 140, 452 (1955). 

17 KULENKAMPFF, H., u. L. Scumipr: Z. Physik 43, 494 (1943). — Fucus, R., 
u. H. KULENKAMPFF: Z. Physik 137, 583 (1954). 
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Diese in!? auch experimentell bestatigten Beziehungen kénnen in der 
Umgebung der kurzwelligen Grenze als linear angenommen werden und 
sind in Fig. 3 dargestellt. Aus Intensitatsgriinden werden alle experl- 
mentellen Untersuchungen mit dicken Antikathoden durchgefiihrt. Nach 


VY) aN 
ay 
a b 
v VY 
G(%%) aN 
Y adv 
€ d 
vy Y% 


Fig. 3. a Spektrale Intensitatsverteilung fiir diinne Antikathode; b Isochromate fiir diinne Antikathode; 
c spektrale Intensitatsverteilung fiir dicke Antikathode; d Isochromate fiir dicke Antikathode 


Fig. 3d ist die resultierende Isochromate dann eine Gerade, die die 
Abszissenachse bei der wahren Einsatzspannung mit endlicher Steigung 
verlaBt. Diese einfache Gestalt hat man den bisher ausgemessenen und 
ausgewerteten Isochromaten effektiv immer als ideale Isochromate 
zugrunde gelegt®~*. Sie liegt auch dem folgenden Abschnitt 3 b zugrunde. 


aN aN 
av av 


-10 0 70 20 U\N) 0 70 20 30 UV) 
a b 


Fig. 4a u. b. Wolframisochromaten. Abszisse ist die Differenz Rohrenspannung minus Einsatzspannung. 

Ordinate ist die Impulsrate in willkiirlichen Einheiten als MaB fiir die Intensitat der Strahlung. a Messung 

von BEARDEN und Scuwarz®, Einsatzspannung ~ 8050 V; b Messung von Fert, Harris und DuMonp’, 
Einsatzspannung + 24 500 V 


b) Korrekturen. Fig. 4 zeigt zwei neuere gemessene Isochromaten. 
Um aus diesen auf die wahre Einsatzspannung zu schlieBen, hat man 
zwei Arten von Einfliissen zu beriicksichtigen, namlich erstens solche, 
die die Kurvenform verbreitern und zweitens solche, die zusatzliche Ver- 
schiebungen der experimentell ermittelten gegentiber der wahren Ein- 
satzspannung mit sich bringen. Wir nennen die Berticksichtigung der 
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ersten Einfliisse Auflésungskorrekturen und die der zweiten Potential- 
korrekturen*. Die Auflésungskorrekturen enthalten die Spektrometer- 
geometric, die Spannungs- und Stromschwankungen an der Réntgenrohre 
und die thermische Energieverteilung der emittierten Elektronen. Bei 
den Potentialkorrekturen sind die Austrittsarbeit aus der Kathode, das 
Kontaktpotential und die mittlere thermische Energie der emittierten 
Elektronen in Rechnung zu stellen. 

Die gesamte Auflésungskorrektur ]aBt sich leicht angeben. Wenn 
die Isochromate ein geradliniges Stiick aufweist, wie in Fig. 4a, dann hat 
man dieses einfach bis zum Schnitt mit der Abszisse zu verlangern, um 
die Einsatzspannung zu erhalten. Wenn, z.B. infolge mangelnder Auf- 
losung, kein geradliniges Stiick zustande kommt (wie in Fig. 4b), ist 
die Einsatzspannung durch den Punkt gegeben, in dem die zweite Ab- 
teilung der gemessenen Isochromate ein Maximum besitzt, wie DuMonpD 
und BoLLMANN#®§ und PANoFSKY, GREEN und DuMonpb” gezeigt haben. 

Die Notwendigkeit einer Korrektur um die Austrittsarbeit wurde in ® 
experimentell bewiesen. Uber die Rolle, welche das Kontaktpotential 
spielt, gibt es widersprechende Ergebnisse®:1®. Man hat versucht, seinen 
EinfluB durch moglichst reine Oberflachen klein zu halten. Da8 es 
erforderlich ist, die mittlere thermische Energie der emittierten Elek- 
tronen zu beriicksichtigen, haben in diesem Zusammenhang zuerst 
BEARDEN und THOMSEN? betont. Wir werden auf die Frage der Poten- 
tialkorrekturen bei 5b naher eingehen. 

c) Ergebnisse. In Fig. 5 sind alle Prazisionsmessungen seit 1950 in 
Abhangigkeit von der Einsatzspannung dargestellt **. Sie sind in iiblicher 
Weise in bezug auf Auflédsung und Austrittsarbeit korrigiert. Zur Orien- 
tierung tiber die Fehlergrenzen sind diese fiir eine Messung eingetragen. 
Die Ordinate gibt die Diskrepanz der ermittelten wahren Einsatzspan- 
nung gegeniiber einer ,,wahrscheinlichsten‘‘ Einsatzspannung, die man 
erhalt, wenn man in Gl. (1) fiir / einen Wert einsetzt, der sich ergibt aus 
allen tibrigen Prazisionsmessungen unter Ausschlu8 der hier in Frage 
stehenden Untersuchungen der kurzwelligen Grenze des Réntgenbrems- 
spektrums. Fiir diese erkennen wir eine systematische Abweichung von 
der ,,wahrscheinlichsten“ Einsatzspannung nach einer Seite und auBer- 
dem einen starken Gang mit der Einsatzspannung. 

Zur Aufklarung dieser Diskrepanz wurden, seit sie vor tiber 20 Jahren 
offensichtlich wurde, mehrfach Anstrengungen unternommen, die hier 

* Bei der Bestimmung des Maximums einer Verteilung (z.B. einer Spektral- 
linie) ist die Breite dieser Verteilung nur von sekundarer Bedeutung. Hier ist aber 
die Grenze einer Verteilung festzulegen. 

** Nach CoHEN u. DuMonp, ref. 2. 

18 DuMonp, J.W.M., and V. BottMann: Phys. Rev. 51, 400 (1937). 


19 PANOFSKY, W.K.H., A.E.S. GREEN and J.W.M. DuMonp: Phys. Rev. 62, 
214 (1942). 


Zur Bestimmung des Planckschen Wirkungsquantums 263 


nicht einzeln erlautert werden sollen. Von der experimentell empiri- 
schen Seite her wurde versucht mit speziellen Annahmen iiber die 
Struktur des Spektrums an der kurzwelligen Grenze bessere Ergeb- 
nisse zu erzielen; vgl. hierzu BEARDEN und THOMSEN? und insbesondere 
die ausfiihrliche Darstellung von CoHEN und DuMonp2. Andererseits 
liegen hier andere Verhaltnisse vor, als sie der Sommerfeldschen 
Theorie der Bremsstrahlung entsprechen. Dieser Theorie liegt als Modell 
die Begegnung eines Elektrons mit einem nackten isolierten Atomkern 
in einem frei-frei Ubergang zugrunde. 
Sie gibt die Intensitatsverteilung 
tiber das Bremsspektrum zwar im 
GroBen nach den Ergebnissen von 
KULENKAMPFF u. Mitarb.1*." richtig 
wieder. Fiir die Feinstruktur in der 
naheren Umgebung der kurzwelligen 
Grenze miissen aber wegen der ge- 
ringen Restenergie des Elektrons 
Festk6rpereinfliisse wesentlich wer- 
den. Diese zeigen sich auch deutlich D a or 
in einer ausgepragten Struktur der Linsatzspannung [kV] 
Isochromate der Fig.2und 4, welche _ Fig. 5. Abweichung der h/e-Experimente von den 
: A : ubrigen Prazisionsexperimenten. Die Diskrepanz 
sich wesentlich von der einfachen gibt die Abweichung der aus den //e-Experimenten 
Gestalt der Fig. 3d unterscheiden. nach Abschnitt 3b ermittelten wahren Einsatz- 
: : ; spannung (thermische Energie der Elektronen nicht 
Die auffalligste Erscheinung an berticksichtigt) von der DC 53-Auswertung 2° (nach 
diesen Lepciromaren ist cif atege pea Da Se A 
pragtes Maximum in der Nahe der die i/e-Experimente der Tabelle des Abschnitts 6) 
Einsatzspannung, das sog. Ohlin- 
Maximum*. Es wurde von OHLIN?! 1943 entdeckt. Fig. 2 zeigt es in 
der besten bisher erreichten Auflésung. Bereits friiher hatte sich schon 
in einer von DuMonp und BorrMANN }§ veroffentlichten Isochromate das 
Ohlin-Maximum als leichter Knick angedeutet. Ein Deutungsversuch 


dazu wurde von BRUNNER” unternommen. 


Diskrevanz \V] 


4. Die Isochromate des Festkorpers 


Nach der Entdeckung des Ohlin-Maximums zogen als erste LIND- 
HARD? und vor allem N1JBOER” in theoretischen Arbeiten die Energie- 
banderstruktur zur teilweisen Erklarung der Isochromatenstruktur 


* Auch in der Isochromate der Fig. 4b erkennt man trotz schlechter apparativer 
Auflésung noch eine Andeutung des Ohlin-Maximums. 

20 DuMonp, J.W.M., and E.R. Conen: Rev. Mod. Phys. 25, 691 (1953). 

21 OHLIN, P.: Ark. Mat. Astronom. Fys., Ser. A 29, Nr. 3 (1943). 

22 BRUNNER, E.: Phys. Rev. 53, 457 (1938). 

23 LINDHARD, J.: Ark. Mat. Astronom. Fys., Ser. B 31, Nr. 7 (1945). 

24 NijBOER, B.R.A.: Physica, Haag 12, 461 (1946). 
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heran*. Eine vollstandige Deutung gelang jedoch in keiner dieser Ar- 
beiten. Dazu werden wir im folgenden konsequent Festkérpereigen- 
schaften in Rechnung zu stellen haben. 


a) Der Einflu8 der Banderstruktur des Wolframs. Wir gehen aus 
von den Energiebandern des Wolframs, wie sie von MANNING und 
CHoporow2’ berechnet wurden und in Fig. 6 dargestellt sind. Die 
Aussendung eines Réntgenquants verlangt nun, da8 ein ankommendes 
Elektron von seinem Zustand hoher Energie tibergeht in eines der un- 
besetzten Energieniveaus. Fiir ein Quant aus der Nahe der kurzwelligen 
Grenze muB dies ein Energie- 
niveau der Umgebung der Fermi- 
Grenze von Fig.6 sein. Die 
Wahrscheinlichkeit fiir diesen 
ProzeB und damit die Zahl der 
emittierten Quanten bzw. die 
Impulsrate ist proportional einer 
Ubergangswahrscheinlichkeit P 
und der Zahl Z der unbesetzten 
Energieniveaus 


a 05 70 Eley) dn —<oust PZ (Ed a2) 


Fig. 6. Zustandsdichten im (5d-+ 6s)-Leitfahigkeits- . 5 5 
band yon Wolfram nach MANNING und CHoporow?”’. Wenn die Energie der nachge- 


Die Fermi-Grenze ist schraffiert angegeben. Die Kur- - 
ve aist das 6s + 5d-Band und die Kurve } das 6 s-Teil- Woe Quanten durch den 


band. Das $d-Teilband ist durch die (nicht einge- Monochromator festgelegt ist und 


zeichnete) Differenzkurve a—b gegeben. Abszisse in air di Roh 4 as 
Rydberg-Einheiten (1 Ry = 13,6 eV) WAT TRE, ONT EeHS PAP IIEN Ea as 


ieren, k6nnen wir nach dieser 
Gleichung die unbesetzten Energieniveaus abtasten, d.h. die Isochromate 
gibt uns ein Abbild dieser Energieniveaus in der Antikathode**. P ist 
dabei in erster Naherung als energieunabhangig angenommen. 


Fiir den Ausdruck P-Z(E£) in Gl. (12) miiBten wir fiir Wolfram 
in leicht verstandlicher Bezeichnungsweise nach Fig. 6 eigentlich 


* Einen neuen interessanten Aspekt bringt LuBLow”> in die Isochromaten- 
theorie. Er untersucht in einer theoretischen Arbeit die Ubergangsstrahlung, die 
beim senkrechten Durchtritt der Elektronen durch die Antikathodenoberflache auf- 
tritt. Diese miiBte sich unter anderem in einer dem Ohlin-Maximum vorgelagerten 
Stufe bemerkbar machen. Eine solche konnte bisher bei der Bremsstrahlungs- 
isochromate noch nicht nachgewiesen werden. Auch eine von Nitsson2® bei der 
Prazisionsbestimmung von K-Anregungspotentialen in seinen Isochromaten ge- 
fundene und von ihm -Struktur genannte Stufe steht in keinem Zusammenhang 
mit der Ubergangsstrahlung. 

** Wir setzen hier zunachst ,,diinne‘‘ Antikathoden voraus (vgl. 3a). 

25 LuBLow, D.: Diss. Kéln 1960. 

26 Nirsson, A.: Ark. Fysik 6, 543 (1953). 

2” MANNING, M.F., and M.I. CHoporow: Phys. Rev. 56, 787 (1939). 
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allgemeiner 

P-Z(E)=F,-Z65(E) + Ba: Zsa(E) (13) 
ansetzen. In den bisherigen Arbeiten (vor allem 22 und %4) war namlich 
angenommen worden, daB nur Ubergange wesentlich sind, bei denen der 
Endzustand ein s-Zustand ist. Dann sollte wegen des verschwindenden 
P;, die Isochromate das 6s-Band von Wolfram wiedergeben. Die Dichte 
der unbesetzten Niveaus dieses Bandes nimmt jedoch nach Fig. 6 mit 
dem Abstand von der Fermi-Grenze zu. Um das Ohlin-Maximum zu 
ermoglichen, muB aber die Zustandsdichte mit wachsendem Abstand von 
der Fermi-Grenze abnehmen. Das ist nur unter Heranziehung des 
5 d-Bandes erreichbar. Wir setzen daher im Gegensatz zu BRUNNER2? 
und NIJBOER™ P,,x P,P und erhalten 


Fy.°2Z55(E) + Poa Zsa(E) =P {Ze5(E) + Zea(E)} =P -Zesrsa(Z). (14) 


Die Berechtigung zu dieser Annahme wurde von KESSLER und ULMER 
in fiir ein vereinfachtes Modell gepriift und gefunden, daB P,,und PB, 
von der gleichen GréBenordnung sind. Wir diirfen damit der spater zu 
konstruierenden Isochromate die Zustandsdichte der Kurve a von Fig.6 
zugrunde legen. Die dort angegebene Fermi-Grenze entspricht nach der 
jetzigen Vorstellung der wahren Einsatzspannung *. 


b) Charakteristische Energieverluste. Die Uberlegungen des vorigen 
Abschnitts haben nur Giiltigkeit fiir eine diinne Antikathode. Bei einer 
dicken Antikathode verlieren die Elektronen nach 3a beim Eindringen 
Energie. Der Wirkungsquerschnitt fiir diese Energieverluste ist gréBer 
als der fiir die Erzeugung von Bremsstrahlung. Daher haben wir als 
Resultierende eine Isochromate zu erwarten, die sich aus der Uberlage- 
rung von vielen Isochromaten ergibt, die zu Elektronen mit kontinuier- 
lich abnehmender Energie gehdren. Fiir den engen Energiebereich um 
die Einsatzspannung, der uns hier nur interessiert, zeigt es sich jedoch, 
daB die Energieverluste eine Feinstruktur aufweisen. POWELL, ROBINS 
und Swan?’ haben das Energieverlustspektrum von Wolfram gemessen 
und gefunden, daf es einige breite Verlustlinien in gréBerem Abstand als 
40 eV von der Primirenergie besitzt **. Kleinere Energieverluste kommen 
nicht sehr haufig vor (vgl. auch). Das hat die wichtige Folge, daB wir 
annehmen diirfen, daB die Isochromate innerhalb etwa der ersten 10 eV 
von der Einsatzspannung im wesentlichen nur von Elektronen der vollen 
Primdrenergie herriihrt. Das ist aber fiir diesen Bereich aquivalent einer 


* Zur Frage der Zuverlassigkeit des Bandermodells von MANNING und CHo- 
porow vgl. KessLeR und Urmer, ref.™. 

**x Die Frage nach der Natur dieser Energieverluste (Anregung von Interband- 
iibergangen oder Plasmaschwingungen) ist fiir uns hier ohne Bedeutung. Es wird 
lediglich die Existenz dieser sog. charakteristischen Energieverluste benutzt. 

28 PowELL, C.J., J.L. Ropins and J.B. Swan: Phys. Rev. 110, 657 (1958). 
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diinnen Antikathode. Die Uberlegungen des vorigen Abschnitts gelten 
damit unter dieser Bedingung naherungsweise auch fiir eine dicke Anti- 
kathode. 


c) Die genaue Lage der Einsatzspannung. Die Lage der wahren 
Einsatzspannung la4Bt sich am einfachsten angeben, indem wir uns auf 
Fig. 7 beziehen. Das linksstehende Diagramm gibt die Isochromate nach 
SOMMERFELD entsprechend der Fig. 3b. Nach dem vorigen Abschnitt 4b 
interpretieren wir sie hier als die Isochromate einer dicken Antikathode. 
Nach 4a beeinflu8t die Banderstruktur des Wolframs die Isochromate, 
wie in dem mittleren Diagramm angegeben. Rechts ist schlieBlich noch 
die endliche Temperatur der Antikathode beriicksichtigt, die eine Ver- 
wischung der Fermi-Grenze bewirkt. Diese Verbreiterung wurde nach 


aN aN aN 
cy dy dv 
0 2 JVY{V] 0 ANA ) 2 JJ 
a b c 


Fig. 7a—c. Ideale W-Isochromaten. Die Abszisse ist die Differenz R6hrenspannung minus wahrer Einsatz- 
spannung. a Nach der Sommerfeldschen Bremsstrahlungstheorie. b Modifizierung durch die Banderstruktur 
des Wolframs (T =0° K). c Beriicksichtigung der endlichen Temperatur der Antikathode 


SKINNER”? bzw. TOMBOULIAN®® fiir die Antikathodentemperatur von 
1900° K zu 1 eV angenommen. 

Die tiblichen Methoden zur Messung der Rohrenspannung beruhen 
ausschlieBlich auf Stromdurchgang durch die MeBanordnung. Dann ist 
die gemessene Spannung die Potentialdifferenz zwischen den Fermi- 
Grenzen der Kathode und Antikathode bei 0° K*. Bei der erhdhten 
Temperatur der Antikathode liegt diese Fermi-Grenze an der in Fig. 7c 
bezeichneten zum Abszissenwert Null gehérenden Stelle. Das bedeutet 
aber, daB die Einsatzspannung nicht genau der ,,kurzwelligen Grenze‘‘ 
— als dem Wert, bei dem die Strahlung gerade einsetzt — entspricht, 
sondern etwas hdher hegt. In hier geniigender Naherung ist dies nach 
der Fermi-Statistik der Metallelektronen die Spannung, die zur halben 
Hohe des Maximums der Isochromaten gehért. 

Der wirklich gemessene Abstand der Einsatzspannung von der kurz- 
welligen Grenze ist abhangig von der jeweils vorhandenen experimen- 
tellen Auflésung, die bis jetzt noch nicht beriicksichtigt ist. 


* Im Gegensatz z.B. zur elektrostatisch gemessenen Potentialdifferenz, bei der 
auch Kontaktpotentiale wesentlich werden kénnen. 


29 SKINNER, H.W.B.: Phil. Trans. Roy. Soc. Lond. A 239, 95 (1940). 
30 ToMBOULIAN, D.H.: Handbuch der Physik, Bd. XXX. Berlin-Géttingen- 
Heidelberg: Springer 1957, insbesondere S. 293. 


Zur Bestimmung des Planckschen Wirkungsquantums 267 


5. Analyse der Messungen 


Wir haben zu zeigen, da8 die gemessenen Isochromaten mit der 
idealen Isochromate der Fig. 7c und den ihr zugrunde gelegten Vorstel- 
lungen vertraglich sind. Weiterhin haben wir daraus die Konsequenzen 
fiir die h-Bestimmung zu ziehen. Dazu gehen wir von der idealen Iso- 
chromate der Fig. 7c aus und entwickeln daraus synthetisch durch 
Beriicksichtigung der Modifizierungen durch den MeBvorgang die bei 
einer Messung zu erwartende Isochromate, die wir dann mit der wirklich 
gemessenen Isochromate verglei- 
chen kénnen. Als MeBbeispiel 
legen wir die Isochromate der 
Fig. 2 zugrunde, da wir fiir sie 
die notwendigen Korrekturdaten 
kennen. Die Korrekturen zer- 
fallen auch hier in die bei 3b 
angegebenen Auflésungs- und "Ms, Svetonsentn (schoung ict mat 
Potentialkorrekturen, die wir BCD Glimmerkristall mit der linearen Erstreckung 


: : 6 = BD = 20 mm und dem Kriimmungsradius R = 
anschhieBend nacheinander be- 700mm; £ Eintrittsspalt des Zahlers, Spaltbreite 


handeln. 2=0,15mm; ACE Bildkreis mit y= R/2 = 350 mm; 
Winkel der Bragg-Reflexion m = 30°; Bildkreissehnen 
a) Aufl6sungskorrekturen. Zu- AC=CE=a=350mm 


erst ermitteln wir die Band- 
breite des Monochromators. Bei der Bragg-Reflexion gilt fiir die 
Variation der Quantenenergie mit dem Reflexionswinkel 


d(hv) =—hy-ctgg-dp (15) 
oder durch die Spannung ausgedriickt und in Betragen 
|aU| =U -ctge-|de]. (16) 


Mit den Bezeichnungen der Fig. 8, die wir auch im folgenden verwenden, 
wird way 7) 
Damit erhalten wir naherungsweise fiir die Bandbreite AU 

AU =—.U-ctgp-(¢+0/). (18) 


Wir haben dabei in (17) und (18) durch 0’ noch beachtet, daB das Johann- 
Spektrometer bereits fiir monochromatische Strahlung eine endliche 
apparative Linienbreite ergibt. Aus den Angaben bei JOHANN? errech- 
net sich fiir den Intensitatsverlauf f(x) einer Linie (Fig. 9) 


0 fiir x<0 
f(x) =2(40x)-} fir OXxSd (19) 
0 ibe (ae Fe 


Z. Physik. Bd. 162 19 
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mit if 38 
o=— ve ctg @. 


Der Eintrittsspalt des Zahlers liegt aber nicht auf dem Bildkreis, sondern 
senkrecht zur Bildkreissehne CE. Dafiir ist b zu ersetzen durch 
b’=b-sing. (20) 
Dieses 0’ ist in (18) einzusetzen. Mit den Zahlenwerten der Fig. 8 und 
U =1250 V erhalten wir die Bandbreite AU =1,3 V. 
Um das genaue spektrale Ansprechvermégen innerhalb dieses Be- 
reichs zu erhalten, denken wir uns nach Fig. 10 iiber die Breite des 
Zahlerspalts eine laufende Koordinate x’ (wachsende x’ von innen nach 


Z 


spon Oy) Fhe bak 


Fig. 9 Fig. 10 
Fig. 9. Intensitatsverlauf im Johann-Spektrometer fiir eine bestimmte Frequenz. x ist laufende Koordinate 
auf dem Bildkreis und wachst mit abnehmendem Winkel mg. x =0 entspricht der auf der Seite langer Wellen 
liegenden Kante. f(x) ist auf den Flacheninhalt 1 normiert 


Fig. 10. Zur Berechnung der spektralen Auflésung 


auBen). Jedem Koordinatenwert x’ zwischen 0 und z entspricht die 
langwellige Kante einer Quantenenergie. Fiir x’ =vw ist ein Intensitats- 
verlauf eingezeichnet. Das spektrale Ansprechvermégen J(u) * ist dann 
in leicht ersichtlicher Weise gegeben durch 


I(u) = L 4 —u)dx' (21) 
mit 0 fiir B10 
e) SAO ae tie OS = 
[0 fir co <2 
Die Integration ergibt 
0) fiir Ux — Ob’ 
b’-4(0'? —|ul*) fir —d’'<u<o 
Tu) = <4 fiir 0) 5 le (22) 
b’-4(z—u)3 flit 2 O'S Ue 
0) fiir Zu. 


* Das ist das Ansprechen auf ein Spektrum konstanter Intensitit. 
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Dieses Ergebnis ist die spektrale Auflésung, wie sie aus der Behandlung 
als ebenes geometrisches Problem bei idealer Justierung folgt. Sie ist 
unter Zuhilfenahme der berechneten Bandbreite (fiir den Abszissen- 
maBstab) in Fig. 11 dargestellt. Zu ihrer Giiltigkeit ist Voraussetzung, 
daB die Quellenbreite, hier der Antikathodendurchmesser, mindestens 
den Wert z +b’ erreicht. Diese Bedingung ist bei unserer Messung gerade 
erfiillt. 

Die Spannungsschwankungen an der Réntgenrdhre konnten zur 
Korrektur mit ausreichender Genauigkeit als dreieckige Verteilung mit 
1 V Basisbreite angesetzt werden (Fig. 12). Emissionsstromschwankun- 


et EC OA -O5 0 40,5 U(V] O 02 O42 06 96 7 UV) 
“0,42 0 *+0,58 
Fig. 11 Fig. 12 Fig. 13 


Fig. 11. Das spektrale Ansprechvermégen des Monochromators (spektrale Auflésung) 
Fig. 12. Zur Korrektur angenommene Verteilung der Spannungsschwankungen 


Fig. 13. Fiir die numerische Korrektur benutzte Energieverteilung der Gliihelektronen. Abszisse ist die 
entsprechende Beschleunigungsspannung in Volt. Untere Skala fiir die Auflosungskorrektur; obere Skala 
fiir die Potentialkorrektur 


gen wurden von Hand ausgeregelt und bei groBeren Schwankungen die 
Messung verworfen. 


Die thermische Energieverteilung der Gliithelektronen sollte eine 
Maxwell-Verteilung sein. Wie neuere Messungen insbesondere von 
BoerscH*! und DIETRICH* zeigen, ist dies durchaus nicht der Fall. Es 
treten anomale Verbreiterungen auf, die fiir Wolframkathoden bei 
hohen Stromdichten Halbwertsbreiten bis annahernd 2 eV bedeuten. 
Die Beschleunigungsspannungen bei diesen Messungen betrugen etwa 
25 bis 35 kV. Der Korrektur wurde die Verteilung der Fig. 13 zugrunde 
Select =. 

Die Abszissennullpunkte der Fig. 11—13 sind so gelegt, daf sie die 
Abszissennullpunkte der Schwerpunkte dieser Verteilungen sind. Das 


* Bei zur Zeit laufenden eigenen Messungen haben wir bei einer Beschleuni- 
gungsspannung von 100 V und mit dem Réhrenstrom (10 mA) vergleichbaren 
Stromstarken eine Halbwertsbreite von etwa 0,75 eV gefunden. Fir die Durch- 
fiihrung dieser Messungen danke ich Herrn Hartwic. 

31 BorerscuH, H.: Z. Physik 139, 115 (1954). 

32 Dietrricu, N.: Z. Physik 152, 306 (1958). 

To 
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macht eine gesonderte Potentialkorrektur wegen der mittleren thermi- 
schen Energie der emittierten Elektronen erforderlich, die in 5b durch- 
gefiihrt wird. 

Das spektrale Ansprechvermégen nach Fig. 11, die Spannungs- 
schwankungen nach Fig. 12 und die Energieverteilung der Glihelek- 
tronen nach Fig. 13 wurden numerisch miteinander gefaltet. Mit der 
resultierenden Auflésungsfunktion wurde dann die ideale Isochromate 
der Fig. 7c gefaltet. Dabei sollte sich bei richtiger Berticksichtigung aller 
Einfliisse eine Kurve ergeben, die mit der wirklich gemessenen Isochro- 
mate iibereinstimmt. Den entsprechenden Vergleich zeigt Fig. 14. Die 
Ubereinstimmung ist befriedigend. Insbesondere zeigt sich, daB die 
in 4c und Fig. 7c ermittelte und angegebene Lage der wahren Ein- 
satzspannung auf der halben Héhe des Maximums der Isochromate durch 
die Auflésungskorrekturen nicht merklich geandert wird. Die verblei- 
bende Abweichung in der Steilheit des Anstiegs zum Ohlin-Maximum 
diirfte im wesentlichen von den vereinfachenden Annahmen bei der Er- 
mittlung des spektralen Ansprechvermégens herrithren. Diese waren: 
Nur geometrische Einfliisse wurden beriicksichtigt unter Vernachlassigung 
der dynamischen Theorie der Beugung von Réntgenstrahlen in Kri- 
stallen, Behandlung als ebenes Problem, Annahme idealer Justierung*. 


b) Potentialkorrekturen. Fig. 15 gibt das Potentialtopfmodell der 
Kathode AK und der Anode A mit der zwischen ihnen angelegten Span- 
nung U,, (vgl. 4c). Aus dieser Darstellung erkennen wir unmittelbar, 
daB die der Austrittsarbeit entsprechende Spannung U, und die der 
mittleren kinetischen Energie der emittierten Gliihelektronen entspre- 
chende Spannung U; zu U,, zu addieren sind, um die fiir die Erzeugung 
von Bremsquanten zur Verfiigung stehende effektive Beschleunigungs- 
spannung U, zu erhalten. 

Die Wirkung von Fremdstoffschichten auf der Antikathode iiber die 
durch sie hervorgerufenen Austrittsarbeits- und die entsprechenden 
Kontaktpotentialanderungen erlautert Fig. 16. Wir denken uns dazu 
die Teilfiguren a—c nacheinander an die Stelle der Antikathode in Fig. 15 
eingesetzt. Teilfigur a reproduziert Fig. 15. Aber auch die Teilfiguren b 
und c andern beim Einsetzen die Spannungen der Fig. 15 nicht. Fremd- 
schichten auf der Antikathode sollten daher keine Anderungen der effek- 
tiven Beschleunigungsspannung ergeben**. Das wird durch den Versuch 
im wesentlichen bestitigt®. 

* Uberraschend ist der steilere Abfall der Riickflanke des Ohlin-Maximums bei 
der gemessenen Isochromate (b) im Vergleich zur theoretischen Isochromate (a). 
Verfasser hofft, in einer spateren Arbeit darauf zuriickkommen zu k6nnen, 

** Das gilt nicht fiir Fremdschichten auf der Kathode, wie man aus Fig. 15 
sofort erkennt. Das ist aber praktisch bedeutungslos, denn auf ihr kénnen sich 
wegen der hohen Temperatur im allgemeinen keine solchen Schichten halten. 
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Eine Wirkung der Fremdschicht ist in der Fig. 2 von ® aber doch 
erkennbar. Da sie die hier entwickelten Vorstellungen nochmals von 
einer anderen Seite her bestatigt, sei kurz auf sie eingegangen. Es erweist 
sich in dem angefiihrten Beispiel, daB bei der Fremdstoffbedeckung die 


Fig. 14 Fig. 15 


Fig. 14. Theoretische (a) und experimentelle (b) Isochromate, auf gleiche Héhe der Maxima normiert. 
Abszisse ist die Differenz R6hrenspannung minus wahrer Einsatzspannung (ohne Potentialkorrekturen, 
vgl. 5b) 


Fig. 15. Potentialtopfmodell zur Ermittlung der effektiven Beschleunigungsspannung U, aus der Rohren- 
spannung U,,. K Kathode; A Antikathode; U4 Austrittsspannung; U7 mittlere Temperaturspannung der 
emittierten Gltihelektronen. Die Darstellung setzt die Beziehung U, = U,, + U4 + Up in Evidenz 


Intensitat der Isochromate ohne sonstige Anderungen bei der Fremd- 
stoffbedeckung um ?/, zurtickgeht. Deutung: Bevor die Elektronen in der 
Wolframantikathode Bremsquanten auslésen kénnen, miissen sie die 
vorgelagerte Fremdschicht durchdringen, die der einfacheren Diskussion 


i 


| 
pd 


a b ic 


Fig. 16a—c. Schema zur Wirkung von Fremdstoffschichten auf der Antikathode. a Reine Antikathode; 
b die Austrittsarbeit herabsetzende Fremdschicht der Dicke d; c die Austrittsarbeit erhohende Fremdschicht 
der Dicke d 


wegen aus Kohlenstoff bestehen mége. In dieser Schicht kénnen die 
Elektronen entweder Energieverluste erleiden oder Bremsquanten er- 
zeugen. Die Wahrscheinlichkeit fiir die Erzeugung von Bremsquanten 
ist wegen der niedrigen Ordnungszahl von Kohlenstoff vernachlassigbar 
gegen die Erzeugung von Bremsstrahlung in der Wolframantikathode. 
AuBerdem ist sie vernachlassigbar gegen die Wahrscheinlichkeit fiir 
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Energieverluste in der Schicht. Als Energieverluste tiberwiegen die 
charakteristischen. Bei ihnen verlieren die Elektronen jedesmal etwa 
20 eV 33, d.h., sie scheiden einfach aus dem Verband der Elektronen aus, 
welche die Isochromate in der Nahe der Einsatzspannung erzeugen. Bei 
genauerer Kenntnis der mittleren freien Weglange fiir die charakteristi- 
schen Energieverluste kénnte man so aus der Intensitatsabnahme der 
Isochromate auf die Dicke der Fremdschicht schlieBen. 

Wir kénnen nun die endgiiltige Vorschrift formulieren, um die wahre 
Einsatzspannung einschlieBlich der Potentialkorrekturen zu erhalten, 
die in (1) zur h-Bestimmung einzusetzen ist. Zunachst ist die wahre 
Einsatzspannung ohne Potentialkorrekturen nach Fig. 14 einfach ge- 
geben durch die Abszisse, die zu der Ordinate mit dem halben Wert des 
Ohlin-Maximums gehért. Sie ist identisch mit der Rohrenspannung U,, 
der Fig. 15. Die wahre Einsatzspannung einschlieBlich der Potential- 
korrekturen ist schlieBlich identisch mit der effektiven Beschleunigungs- 
spannung U, der Fig.15. Wir erhalten sie aus U, durch die bereits 
angegebene Beziehung 


U, =U, ++ Ug + Ur. (23) 


U, kann fiir Wolfram zu 4,5 V angenommen werden. U; ist nach Fig. 13 
etwa 0,4 V. 
6. Diskussion 


Das im vorigen Abschnitt 5 beschriebene Verfahren zur Analyse der 
Messungen gilt zunachst nur fiir das dort behandelte Beispiel der Fig. 2. 
Es wurde dabei keine Absolutmessung der zugehGérigen Wellenlange vor- 
genommen und kein Wert auf eine prazise Eichung der Spannungsskala 
gelegt, sondern lediglich eine méglichst hohe Auflésung erstrebt. In- 
folgedessen kann auch kein Wert fiir die GroBenkombination der Gl. (1) 
angegeben werden. Wir kénnen aber vergleichbare Prazisionsbestim- 
mungen heranziehen und auf sie das entwickelte Verfahren anwenden. 
Das ist in der vereinfachten Form [Abszisse zur Ordinate mit dem halben 
Wert des Ohlin-Maximums + vollstandige Potentialkorrekturen nach 
(23) | zulassig, wenn die zugehGrigen resultierenden Auflésungsfunktionen 
ungefahr symmetrisch sind und keine gréBeren Halbwertsbreiten haben. 
AuBerdem miissen wir noch Aquipotentialkathoden und Wolframanti- 
kathoden voraussetzen. Dann bleiben als vergleichbare h/e-Experimente 
gerade die in der Tabelle angegebenen iibrig*. Die Diskrepanz der Fig. 5 
ist in den beiden letzten Spalten einmal nach dem Verfahren von Ab- 
schnitt 3 ** und in der letzten Spalte nach dem neuen Auswerteverfahren 


* Darstellung nach Tabelle 7 bei ConEN und DuMonp?. 

*x* Mit Beriicksichtigung der Austrittsarbeit, aber ohne Beachtung der thermi- 
schen Energie der emittierten Elektronen. 

33 Leper, L.B., and J.A. SuDDETH: J. Appl. Phys. 31, 1422 (1960). 
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des Abschnitts 5 in der vereinfachten Form angegeben. Die danach in 
der letzten Spalte noch verbleibende Summe der Diskrepanzen geht in 
den Fehlergrenzen der Messungen unter. Die neueste Messung in der 
untersten Zeile darf wegen der unzureichenden Auflésung eigentlich 
nicht mehr nach dem obigen vereinfachten Verfahren behandelt werden. 
Sie ist daher bei der Summenbildung nicht beriicksichtigt. 


Es sollen noch zwei Beobachtungen erwahnt werden, die den hier 
mitgeteilten Vorstellungen zu widersprechen scheinen. Die erste wurde 
von BEARDEN, JOHNSON und Watts® gemacht, die feststellten, da der 


Tabelle. h/e-Experimente 


puree | Einsatz- 
Experiment spannung [V] 


veionnal Diskrepanz [V] 
y. sung’ a 


[V] 


alt neu 


BJW 51a 6112 —O7) 9) =o) 
BS 50b 8050 —=4,4 | +4 
BJW 514 10168 —0,8 | +0, 
BS 50> 19600 = 


Summe der Diskrepanzen 
(PED 53¢| 24500. | 12 


= G53 a 0); 
— 4,3 aimee) 
a) BEARDEN, JOHNSON u. Watts: Phys. Rev. 81, 70 (1951). 
b) BEARDEN u. SCHWARZ: Phys. Rev. 79, 674 (1950). 

) Fert, Harris u. DuMonp: Phys. Rev. 92, 1160 (1953). 
d) Volle Halbwertsbreite. 


Abstand zwischen Ohlin-Maximum und Einsatzspannung bei ihren 
Messungen von der Réhrenspannung abhing*. Das kann aber méglicher- 
weise auch auf verschiedene apparative Auflésung des verwendeten 
Doppelkristallspektrometers bei den verschiedenen Spannungen zuriick- 
zufiihren sein. Der systematische Gang der Diskrepanzen in Fig. 5 laBt 
einen solchen EinfluB vermuten. Andererseits scheinen uns die in ® mit- 
geteilten MeBwerte den dort gezogenen SchluB nicht gentigend zu sichern. 
Die zweite Beobachtung riihrt von OHLIN* her, der fand, daB die Iso- 
chromatenstruktur vom Beobachtungswinkel abhing. Sie ist ebenfalls 
nur als vorlaufig zu werten und kann nicht als gesichert gelten. Ohne 
weitere sorgfaltige Experimente sind diese Fragen nicht zu klaren. 


Anmerkung bei dey Korvrektur. Die Ergebnisse der vorstehenden Arbeit stehen 
in Ubereinstimmung mit zwei in der Zwischenzeit ver6ffentlichten Untersuchungen 
von R. SanpstTROm [Ark. Fysik 18, 305 (1960)] und P. JoHansson [Ark. Fysik 
18, 329 (1960)]. 

* In Wirklichkeit haben BEARDEN, JOHNSON und Warts keine Isochromaten 
aufgenommen, sondern das Bremsspektrum selbst. Dieser Unterschied ist hier 


unwesentlich. 
34 Onin, P.: Ark. Fysik 4, 387 (1952). 
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Insbesondere lat sich die von diesen Autoren beobachtete Abhangigkeit der 
Isochromatenstruktur von der Temperatur der Antikathode und den Vakuum- 
verhaltnissen mit den hier entwickelten Vorstellungen tiber den Einflu8 von Fremd- 
stoffschichten verschiedener Dicke auf der Antikathode verstehen. In einer weiteren 
Beobachtung stellt SANDSTROM fest, daB die Intensitat des Ohlin-Maximums schwach 
von dem Winkel ® zwischen dem Elektronenstrahl und der Antikathodenober- 
flache abhangt: Die relative Intensitat (das ist die Intensitat des Ohlin-Maximums 
bezogen auf die Intensitat des anschlieBenden Minimums) nimmt mit wachsendem 
Winkel ® ab. Das ist ebenfalls bei der Bedeckung der Antikathode mit einer 
diinnen Schicht aus Stoffen kleiner Ordnungszahl zu erwarten, wenn in dieser 
Schicht ein charakteristischer Energieverlust stattfindet (vgl. 5b). 

Bei Messungen der Winkelabhangigkeit der Struktur findet SANDSTROM (I. c.) 
fiir die Winkel 9 = 0°, 30° und 45° zwischen Elektronenstrahl und Beobachtungs- 
richtung und festgehaltenem Winkel ® identische Isochromaten. 


Fir Diskussionen danke ich Herrn Prof. BucKEL. Der Deutschen Forschungs- 
gemeinschaft danke ich fiir Untersttitzung bei der Durchfiithrung dieser Arbeit. 


Zeitschrift fiir Physik 162, 275—289 (1961) 


Aus dem Institut fiir Angewandte Physik der Universitat GieBen 


Experimente zur Supraleitung in dem System 
Niob-Zinn und der Mischkristallreihe Nb,Sn-Ta,Sn* 
Von 
H.G. JANSEN ** 


Mit 8 Figuren im Text 


(Eingegangen am 22. Dezember 1960) 


In the intermetallic system Nb-Sn the compound Nb,Sn with a superconducting 
temperature of 18° K is obtained by sintering techniques even with strong devia- 
tion from stoichiometric composition of the samples. A possible incorporation of 
the excess elements into the Nb,Sn-lattice is manifested only by very minute 
changes of the critical temperature. A small atomic percentage of niobium-excess 
causes a maximum of the critical temperature. The critical temperature of mixed 
crystals of Nb,Sn and Ta,Sn changes almost linearly with composition. This 
system seems to have some interest concerning theoretical aspects. 


I. Einleitung 


Zahlreiche Ver6ffentlichungen der letzten Jahre beschaftigen sich 
mit dem Auftreten der Supraleitungseigenschaft bei intermetallischen 
Verbindungen vom Typus A;B, die in der 6-Wolfram-Struktur kristalli- 
sieren. Viele Verbindungen dieses Gittertyps zeigen Supraleitung, fiinf 
sogar bereits im Temperaturbereich des fliissigen Wasserstoffs. Mat- 
THIAS hat hieraus gezeigt, daB die 6-W-Struktur das Auftreten der 
Supraleitung besonders begiinstigt?. 

Eine der Verbindungen, Nb,Sn, hat mit 18,0° K einen der héchsten 
bisher bekannten Sprungpunkte der Supraleitung? und hat aus ver- 
schiedenen Griinden eingehenderes Interesse gefunden. So hat WIEDE- 
MANN an dieser Verbindung bei groBen Belastungsstr6men den para- 
magnetischen Effekt festgestellt?, LANGE hat Herstellungsbedingungen 


* Herrn Prof. Dr. W. HANLE zum 60. Geburtstag gewidmet. 

*x Auszug aus der GieBener Dissertation. Uber die wesentlichen Ergebnisse der 
Untersuchungen wurde bei der Tieftemperaturtagung in Toronto (H.G. JANSEN u. 
E. Saur, Proceedings VIIth International Conference on Low Temperature 
Physics, Toronto 1960, im Druck), sowie bei der Physikertagung Wiesbaden 1960 
berichtet. 

1 Matruias, B.: In C. Gorter, Progress in Low Temperature Physics IT, 
S. 138. Amsterdam 1957. 

2 Matrutias, B., T. GEBALLE, S. GELLER and E. CoRENZwiT: Phys. Rev. 95, 
1435 (1954). 

3 WIEDEMANN, W.: Z. Physik 151, 307 (1958). 
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mitgeteilt? und iiber Hystereseerscheinungen berichtet®. BoZoRTH u. 
Mitarb. haben bei 4,2° K hohe kritische Felder gemessen®. Diese Eigen- 
schaft hat in jiingster Zeit auch ein technologisches Interesse erlangt’. 

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, am System Nb-Sn nahere Auf- 
schliisse iiber das Verhalten der Supraleitungseigenschaft bei Abweichung 
der Probenzusammensetzung vom stéchiometrischen Verhaltnis 3:4 der 
Ausgangselemente zu erhalten. AuBerdem soll festgestellt werden, wie 
sich der Sprungpunkt von Nb,Sn bei Bildung von Mischkristallen mit 
dem isomorphen Ta,Sn andert, dessen Sprungpunkt 7, =6,0° K wesent- 
lich tiefer liegt. In der Zwischenzeit haben auch Copy u. Mitarb. diese 
Frage im Rahmen von Versuchen am System (Nb, Ta, V),Sn untersucht ®. 


II. Probenherstellung und TieftemperaturmeBeinrichtung 


Die sonst bei B-W-Verbindungen vielfach tibliche Darstellung durch 
Zusammenschmelzen der Komponenten im Lichtbogenofen unter Edel- 
gasatmosphiare st6Bt bei Nb,Sn auf Schwierigkeiten. Der Schmelzpunkt 
des Nb liegt namlich iiber dem Siedepunkt des Sn und die Verbindung 
neigt daher vor Erreichen ihres Schmelzpunkts zur Zersetzung. Eine 
definierte Zusammensetzung der Praparate ware daher nicht gewahr- 
leistet. Um diese zu erreichen, wird mit dem Sinterverfahren bei niedri- 
geren Temperaturen gearbeitet. 


Die Elemente werden, soweit méglich, in pulverisierter Form im gewiinschten 
Mengenverhaltnis in abgeschmolzene Quarzréhrchen gebracht, 6 Std auf 1200 bis 
1250° C gehalten und dann langsam wieder abgekiihlt. Verwendung findet hierbei 
ein Silitrohrofen mit einer geniigend groBen Zone konstanter Temperatur, die 
gewahrleistet, da& die fiir einen homogenen Sinterproze8 wichtige Diffusion keinem 
groBen Temperaturgefalle unterworfen ist. 

Nach dem ersten Sintern werden die erhaltenen Proben im Kryostaten auf ihre 
Supraleitungseigenschaft untersucht. Sie sind aber mechanisch noch sehr empfind- 
lich und so porés, d.h. die Diffusionsbriicken zwischen den einzelnen Pulverkérnern 
sind noch so schmal, da man eine vollstandige Homogenitat noch nicht erwarten 
kann. Deshalb werden sie in einer Reibschale fein zerpulvert und anschlieBend 
unter einer hydraulischen Presse mit einem Stempeldruck bis zu 8 t/em? zusam- 
mengepreBt. Die Entwicklung eines geeigneten PreBwerkzeugs bereitet Schwierig- 
keiten, da das anfallende Pulver auBerordentlich hart ist und auch bei den gréBten 
Drucken noch keine Flie8verformung aufweist. Beim AusstoBen aus der Presse 
zerspringen daher die unter starker Spannung stehenden PreBlinge oftmals. 

Die PreBlinge haben eine Lange von 30 mm und eine Breite von 5 mm, die 
Dicke betragt je nach Einfiillhéhe des Pulvers in das Werkzeug durchschnittlich 
3mm. Sie werden unter den gleichen Bedingungen wie vorher ein zweites Mal 
gesintert. Nach dem zweiten Sintern sind die Proben mechanisch so verfestigt, daB 


4 LancE, F.: Mber. dtsch. Akad. Wiss. 1, 408 (1959). 

> LANGE, F.: Mber. dtsch. Akad. Wiss. 2, 167 (1960). 

§ BozortH, R., A. Witiiams and D. Davis: Phys. Rev. Lett. 5, 148 (1960). 

” AUTLER, S.: Rev. Sci. Instrum. 31, 369 (1960). 

8 Copy, G., J. Hanak, G. McConvitteE and F. Rost: Proc. VIIth Intern. Conf. 
on Low Temp. Phys., Toronto 1960 (im Druck). 
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man sie auf gewiinschte Formen abschleifen kann, ohne da sie brechen oder 
bréckeln. Das Porenvolumen ist aber immer noch erstaunlich groB. Ein Vergleich 
zwischen makroskopisch bestimmter Dichte und der aus der Gitterkonstanten 
ermittelten Idealdichte ergibt selbst nach Anwendung des gréBten PreBdrucks 
noch ein Porenvolumen von 25 bis 30%. 

Fur die Tieftemperaturmessungen wird fliissiger Wasserstoff in einem Kryo- 
staten einfachster Bauart verwendet. Der fliissige Wasserstoff wird in einem selbst- 
gebauten Verflissiger mit einer Leistung von 2,5 1 H,/Std erzeugt. Wie iiblich wird 
die Temperatur des die Probe umgebenden Kiihlmittels durch Abpumpen des ver- 
dampfenden H, verandert. Ein Nadelventil sorgt fiir die Regulierung der Saug- 
geschwindigkeit so, daB die Temperatur des Bades hinreichend konstant auf einem 
gewunschten Punkt gehalten wird. Die Temperatur wird in den Grenzen zwischen 
20° K und 14° K aus dem H,-Dampfdruck iiber der Fliissigkeit bestimmt. Zur Kon- 
trolle des Temperaturgleichgewichts im Kryostaten werden die Sprungkurven der 
Supraleitung jeweils bei abfallender und ansteigender Temperatur gemessen. Die 
dabei auftretenden Abweichungen der Sprungkurven liegen in den Grenzen der 
TemperaturmeBgenauigkeit von ungefahr +0,01° K. Dies ist die relative Tem- 
peraturmeBgenauigkeit in der verwendeten Anordnung. Die absolute Genauigkeit 
ist etwas kleiner (+ 0,1° K), da das Ortho-Para-Verhaltnis des verwendeten fliissi- 
gen Wasserstoffs zwar als konstant angenommen werden kann, aber nicht genau 
bekannt ist. 


Zur Bestimmung der Ubergangskurven der Supraleitung wird in 
erster Linie die induktive Methode herangezogen, die besser als die 
Widerstandsmessung eine Aussage dariiber gestattet, in welchem MaBe 
das Volumen der Probe supraleitend geworden ist. Bei der Messung 
befindet sich die Probe in einer Induktionsspule. In dieser wird bei 
Anderung eines durch eine Feldspule erzeugten longitudinalen Magnet- 
feldes ein SpannungsstoB induziert, der ballistisch gemessen wird. Wegen 
der diamagnetischen Eigenschaft eines Supraleiters sinkt der Ausschlag 
des Galvanometers beim Ubergang von Normalleitung zur Supraleitung 
ab. In den MeBkurven wird die ,,scheinbare Permeabilitat yw’ der Proben 
als Funktion der Temperatur aufgetragen. Sie ist definiert durch 


, “oT — Ks 


(eo leek iar 


ky — ks 


wo «, den ballistischen Ausschlag im normalleitenden Zustand, «, den 
Ausschlag nach Erreichen der Supraleitung in der Probe, der dem 
,toten FluB‘‘ zwischen Induktionswicklung und supraleitendem Quer- 
schnitt entspricht, sowie x, den Ausschlag im Zwischenzustand bedeutet. 
uw’ nimmt also Werte zwischen 1 und 0 an. Als Sprungtemperatur 7, 
wird im folgenden die Temperatur beim Wert u’=0,5 (Halbwertstem- 
peratur), als Sprungintervall AT die Breite des steilen Kurvenabfalls 
bei Extrapolation bis zu w’=1 und v’=0 bezeichnet. Wenn nicht anders 
vermerkt, wird der ballistische Ausschlag stets beim Einschalten eines 
Feldes von 5 Oersted gemessen. 

Fiir Widerstandsmessungen wird die Probe wie iiblich mit je zwei 
Stromzufiihrungen und Potentialdraéhten versehen. Bei dieser Messung 
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wird die Anderung des Spannungsabfalls iiber den Potentialklemmen 
mit der Temperatur verfolgt. Durch Kommutierung des Probenstroms 
werden Thermospannungen eliminiert. 

Eine Zusatzspule erméglicht die Uberlagerung eines zusatzlichen 
longitudinalen Magnetfeldes bis zu 500 Oe, um die Feldstarkeabhangig- 
keit des Sprungpunkts der Proben verfolgen zu kénnen. Sie ist auBer- 
halb des KiihlgefaBes angebracht, um unnétige Verdampfungsverluste 
des fliissigen H, zu vermeiden. 


III. Untersuchungen am System Niob-Zinn 
1. Messungen an Proben der Zusammensetzung NbgSn 


Zunachst wird nachstehend iiber einige Messungen an Proben mit 
der stéchiometrischen Zusammensetzung Nb,Sn berichtet, die dem Ver- 
gleich mit den Werten der anderen Autoren dienen und die genauen 
Herstellungsbedingungen der weiteren Proben festlegen sollen. 

Als Ausgangsmaterial wird bei allen Untersuchungen am System 
Nb-Sn Niobpulver der Fansteel Corp. of North Chicago mit der Korn- 
groBe 325 mesh und einer 
ungefahren Reinheit von 
99,7%, sowie spektralreines 


S NN 
@ S 


scheinbare Permeabititat p’ 
S 
QS 


© Probe 27 | pinmal 
gesintert 


a Probe 36 


© Probe 34.| zyeimal 
a Probe 35 | gesintert 


Zinn (99,99%) in Stangen 
der Firma Johnson, Matthey 
& Co. Ltd. benutzt. Fig. 14 
stellt einige typische Uber- 
gangskurven von erhaltenen 
Proben dar. 

Die in dieser Abbildung 


G2 gezeigten Kurven fiir die 
Proben 27 und 36 sind nach 
oo. 16 “73° go K  einmaligem Sintern aufge- 


absolute Temperatur nommen. Probe 27 wurde 

din’ WAY cveiualicae Guneee” icaty foamece ts et Monn ee aoe 

von 5 Oe losem Niobpulver mit Zinn- 

bréckchen von etwa 1 mm? 

im Quarzrdéhrchen erhalten, wahrend bei Probe 36 feine Zinnfeil- 

spdne mit dem Niobpulver vermischt und das Gemisch bereits vor 

dem Sintern mit dem PreBwerkzeug verdichtet wurde. Nach diesem 

ersten Sintern ist stets zu bemerken, da8 das Zinn in fliissiger Phase 

anscheinend durch Kapillarkrafte zu den Niobkérnchen gewandert ist 

und dort mit diesen reagiert hat. Jedenfalls entstehen dort Locher, wo 
vorher Zinnbréckchen gewesen sind. 

Beide Kurven ergeben den gleichen Wert T, =17,99 +0,01° K. Dieser 

Wert steht innerhalb der absoluten Ungenauigkeit von +0,1° K infolge 
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der Ortho-Para~Umwandlung des Wasserstoffs in guter Ubereinstim- 
mung mit den Werten der anderen Autoren. Die Sprungintervalle der 
beiden Proben unterscheiden sich jedoch deutlich voneinander. Fiir 
Probe 27 hat AT den Wert 0,03° K, fiir Probe 36 dagegen 0,1° K. Das 
vorherige Pressen des Pulvergemisches scheint also das FlieBen und die 
gleichmaBige Verteilung des Zinns zu behindern. Demzufolge wird bei 
allen nachfolgenden Sinterungen vor dem ersten Sintern das Ausgangs- 
gemisch wie bei Probe 27 lose eingefiillt. 


Fiir die Wahl der Herstellungsbedingungen ist auch ein Vergleich der 
Kurven fiir die Proben 34 und 35 aufschluBreich, die beide nach dem 
zweiten Sintern aufgenommen sind. Bei beiden Proben ist ein Absinken 
von 7, und eine Verbreiterung von AT gegeniiber dem ersten Sintern 
zu bemerken, wahrend man durch die erhoffte Homogenisierung wah- 
rend des zweiten Sinterns eine Verbesserung dieser Eigenschaften erwar- 
ten sollte. Hierfiir sind zwei Ursachen denkbar: 


Erstens kénnen auf den verschiedenen Praparationsstufen Verunrei- 
nigungen in die Probe gelangen. Als Quellen kommen in Frage die 
Gasatmosphare 1m Quarzréhrchen, Reaktion des Pulvers mit dem 
Quarzrohr sowie ein durch die Harte der Pulverkérner bedingter Abrieb 
der Reibschale oder des PreSwerkzeugs. 


Zweitens ist es moglich, daB geringe Unterschiede in der Zusammen- 
setzung des Ausgangsgemisches einen Einflu8 auf die Sprungtemperatur 
austiben. Diese Médglichkeit wird im Zusammenhang mit den anderen 
Messungen am System Nb-Sn diskutiert. Im vorliegenden Fall scheinen 
beide Ursachen gemeinsam vorzuliegen. 


Eine umfangreiche Untersuchung der méglichen Verunreinigungs- 
quellen zeigt, daB nur die Atmosphare einen Einflu8 auf die Supra- 
leitung hat: Das Quarzrohr mit Probe 34 ist vor dem ersten Sintern beim 
Abschmelzen mehrere Stunden lang mit einer Diffusionspumpe evakuiert 
worden, das Réhrchen mit Probe 35 nicht. Der resultierende Unter- 
schied ist durch mehrere Versuche bestatigt worden. Ein Einflu8 von 
im Reaktionsvolumen eingeschlossener Luft ist nach dem ersten Sintern 
noch nicht feststellbar. Er macht sich erst nach dem zweiten Sintern 
bemerkbar und zwar liegt der Sprungpunkt der zweimal im Vakuum 
gesinterten Proben bei 17,9 +0,03° Kk, wahrend er ohne Evakuierung 
der Quarzréhrchen auf etwa 17,65° K absinkt. Im folgenden werden 
deshalb alle Proben unter Vakuum gesintert. 


Die makroskopisch, ohne Beriicksichtigung der Poren bestimmte Dichte betragt 
durchschnittlich nach dem ersten Sintern 5 g/cm’, nach dem zweiten Sintern 
6,5 g/cm; die Idealdichte ist 8,9 g/cm. Die Sintertemperatur wird bei allen Proben 
auf 1200 bis 1250° C gehalten, den Ergebnissen von WIEDEMANN entsprechend?: 
héhere Temperaturen fiihren bereits zur teilweisen Zersetzung der Verbindung, 
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tiefere setzen die Diffusionsgeschwindigkeit stark herab. Nach Abschlu8 der 
Untersuchungen wurde die Arbeit von LancE bekannt®, der auch bei Temperaturen 
unter 1200°C bis herab zu 900°C (nur einmaliges Sintern von 20 Std Dauer) 
Nb,Sn mit den gleichen Eigenschaften hergestellt hat. 


2. Messung von Sprungkurven im System Nb-Sn 


Uber das Zustandsdiagramm des Systems Nb-Sn ist noch nichts 
bekannt. Man kann daher keine Vorhersagen tiber den Existenzbereich 
der supraleitenden Nb,Sn-Phase machen. Deshalb sind die Ergebnisse 
der Untersuchung von Proben von Interesse, deren Zusammensetzung 


© Probe 33 (¥4) 50 At- Nb 
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Fig. 2. Ubergangskurven von Nb-Sn-Proben bei verschiedenem Mischungsverhaltnis der Ausgangselemente 
nach ein- und zweimaligem Sintern, induktiv gemessen im Feld von 5 Oe 


von dem stéchiometrischen Atomverhaltnis 3:1 abweicht. Das Atom- 


verhaltnis wird dabei in den Grenzen Nb:Sn=1 bis zu Nb:Sn=9 
veradndert. 


Die Proben lésen sich alle gut aus den Quarzréhrchen. Sie haben 
alle 4uBerlich ein mattgraues Aussehen. Die Bruchflachen der gepreBten 
und zweimal gesinterten Proben glanzen metallisch, besonders bei 
hohem Zinngehalt. Fig. 2 zeigt einige der nach dem ersten und nach 
dem zweiten Sintern gemessenen Sprungkurven. Wie nicht anders zu 
erwarten, verbreitern sich die Sprungintervalle bei Abweichung von der 
Stéchiometrie betrachtlich, zumal nach dem zweiten Sintern, und zwar 
bis auf AT =0,4 bis 0,5° K. Viel bemerkenswerter erscheint jedoch, daB 
sich der Sprungpunkt der Proben innerhalb der oben angegebenen 
Konzentrationsgrenzen nur sehr wenig andert. Dieses Ergebnis erhellt 
noch deutlicher aus Fig. 3. In Richtung zu hohem ZinniiberschuB stellt 
sich ein auch nach dem zweiten Sintern nahezu konstanter Wert von 
T, ein. Er liegt etwa 0,1° K unter dem Wert fiir Nb,Sn. Eine gewisse 
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Streuung in den Werten der zum zweiten Mal gesinterten Proben im Be- 
reich zwischen 60 und 75 At.-% Nb ist eventuell durch eine Verringerung 
des PreSdruckes zu erklaren, die wegen der oben erwihnten Schwierig- 
keiten beim Pressen erforderlich war. 


AuBerdem zeigt sich in der Fig. 3 deutlich, daB bei NiobiiberschuB 
nicht nur keine Verringerung sondern sogar eine gut reproduzierbare 
Erhéhung des Sprungpunkts eintritt, die durch das zweite Sintern noch 
groBer wird. Infolgedessen iiberschneiden sich die Kurven, die 7, als 
Funktion der Zusammensetzung fiir einmal und fiir zweimal gesinterte 
Proben wiedergeben. Der 
Schnittpunkt liegt nicht 16,2 
bei der st6chiometrischen 
Zusammensetzung, son- a 


dern bei einem etwas Beye | 
héheren Nb-Gehalt (etwa  § © 
77 At.-%). Ein Maximum — 8 j7¢h 
& 
des Sprungpunkts stellt serund/ gesinian 
sich beim Ausgangsver- 87 ozweima/ gesintert (Prebaruck 8+/em*) 
haltnis Nb:Sn = 4 (80 g o 4 ” (AreBorruck ¥t/cm*) 
Ato Nb) em srt 7 == es ee 
48,149°K. Das ist eine Er- pNeasa 
hdéhung von 0,2° K gegen- Wg 60 60 % 


70 
iiber dem Wert fiir reines Atomprozent Nb 


s : Fig. 3. Induktiv gemessener Sprungpunkt (Halbwertstemperatur) 
Nb;Sn, wahrend die Inter im System Nb-Sn in Abhangigkeit vom Nb-Gehalt der Proben 


vallbreite AT = 0,03° K nach ein- und zweimaligem Sintern 
der des Nb;Sn entspricht. 

Erst bei hohem Niobgehalt sinkt dann YT, stark ab, besonders nach 
dem zweiten Sintern. Der Wert fiir die zweimal gesinterte Probe mit 
90 At.-% Nb liegt bereits unter dem Tripelpunkt des Wasserstoffs und 
kann nur durch kraftiges Abpumpen der Gasatmosphare von festem H, 
erreicht werden. Der Wert 7,=13° K ist mit einem Fehler von etwa 
+0,4° K behaftet, denn innerhalb des festen H, ist das Temperatur- 
gleichgewicht nicht mehr gewahrleistet. Bei hohem Niobgehalt sinkt 
also der Sprungpunkt anscheinend kontinuierlich zu dem des reinen 
Nb ab, der etwa 9° K betragt. 


3. Debye-Scherrer-Aufnahmen verschiedener Proben 


Wichtig ist die Frage nach dem Strukturaufbau der untersuchten 
Proben und sein Zusammenhang mit den gemessenen Sprungpunkten. 
Bei den verschiedenen Zusammensetzungen werden Pulveraufnahmen 
mit einer Debye-Scherrer-Kamera vom Radius 114,5 mm gemacht. Bei 
allen untersuchten Proben mit 50 At.-% Nb bis 90 At.-% Nb ist das 
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kubische B-W-Gitter noch deutlich und dominierend vorhanden. Bet 
reinem Nb,Sn ergibt sich als Wert fiir die Gitterkonstante a) =5,291 
+ 0,002 A in guter Ubereinstimmung mit dem von GELLER u. Mitarb.?® 
angegebenen Wert a =5,289 +0,002 A. Erstaunlicherweise andert sich 
diese Gitterkonstante auch durch das zweite Sintern im angegebenen 
Konzentrationsbereich nicht mit dem Niobgehalt. Eine etwaige Ande- 
rung von dy ist mit Sicherheit nicht groBer als 10-4 A. 


Die Reflexe der Uberschu8elemente sind auch nach groBer Belich- 
tungsdauer erst bei Zusammensetzungen sichtbar, die stark vom stéchio- 
metrischen Verhaltnis 3 :1 abweichen und zwar erscheinen die Nb-Reflexe 
bei etwa 83 At.-% Nb, die Sn-Reflexe bei etwa 65 At.-% Nb. Trotzdem 
sind im Zwischengebiet nur schwache Andeutungen fiir weitere Phasen 
zu sehen. Da sich ihre Linien nur schwach von der Untergrundschwar- 
zung abheben, kénnen keine bestimmten Strukturen identifiziert werden. 
Das Auftreten von Uberstrukturlinien wird nicht beobachtet. 


4, Abhangigheit des Sprungpunkts vom Magnetfeld 
und Widerstandsmessungen 


Wie bereits angefiihrt, werden alle FluBmessungen bei Einschalten 
eines Magnetfeldes von 5 Oe durchgefiihrt. Bei elementaren Supra- 
leitern kann ein solches Feld schon zu erheblichen Erniedrigungen des 
Sprungpunkts fiihren. Deshalb ist es wichtig, zu priifen, ob dieses MeB- 
feld bei den hier untersuchten Proben den Sprungpunkt ebenfalls merk- 
lich beeinfluBt. Es werden hierzu bei den Zusammensetzungen Nb3;Sn 
und 80 At.-% Nb Sprungkurven mit einem MeBfeld von 1 Oe durch- 
gemessen, die u.a. in Fig. 4 und 5 dargestellt werden. Die hierbei ver- 
wendeten Proben sind andere als in Fig. 2 und 3. 


Man sieht deutlich, daB bei einem MefBfeld von 1 Oe eine Sprung- 
punktserhéhung von ungefahr 0,01 bis 0,02° K gegeniiber einem Feld von 
5 Oe eintritt. Dies ware ein Anzeichen fiir ein ,,weiches‘ Verhalten des 
Supraleiters Nb,;Sn. Eine Messung der Sprungkurven mit einem aufen 
angelegten Zusatzfeld von 500 Oe bestatigt diese Vermutung jedoch nicht, 
denn die Erniedrigung des Sprungpunkts betragt hierbei nur etwa 0,1° K 
anstelle des nach der ersten Messung zu erwartenden Wertes von unge- 
fala? K., 

Fig. 6 zeigt fir Proben der Zusammensetzung 65 At.-% Nb, Nb,Sn 
und 80 At.-% Nb den Verlauf bei Zwischenwerten des Magnetfeldes noch 
deutlicher. Der Ubergang der H,-T-Kurve zu einem steilen Anstieg von 
etwa 7000 bis 11000 Oe/°K scheint die Verwendung eines MeBfeldes von 


9 GELLER, S., B. Matrutas and R. GoLpDsTEIN: J. Amer. Chem. Soc. 77, 1502 
(1955). 
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normalerweise 5 Oe zu rechtfertigen. In diesem Zusammenhang ist 
interessant, daB eine negative Kriimmung der H.-7-Kurven bei kleinen 
Feldstarken von HALEY und ANDREWS auch bei NbN festgestellt wurde”. 
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Fig. 4 u. 5. Flu8- und Widerstandsmessungen von Ubergangskurven an Proben mit 75 At.-% Nb (Nb,Sn) 
und 80 At.-% Nb, FluBmessungen mit Feldstarkeabhangigkeit. Zweimal gesinterte Proben jeweils aus den 
dargestellten einmal gesinterten durch Zerpulvern, Pressen und nochmaliges Sintern hergestellt 


In Fig. 4 und 5 sind auBerdem noch Widerstandsmessungen des 
Sprungverhaltens der Proben NbsSn und 80 At.-% Nb nach dem ersten 
und nach dem zweiten Sintern eingezeichnet. Als Ordinate ist in diesem 
Fall das normierte Widerstandsverhaltnis R;/R,, aufgetragen, wobei FR, 
den Widerstand im normalleitenden Zustand unmittelbar vor Beginn 


10 Harey, F., and D. ANDREws: Phys. Rev. 89, 821 (1953). 
Z. Physik. Bd. 162 20 
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der Supraleitung, R; den Widerstand im Zwischenzustand bedeutet. 
Der Probenstrom von 15 mA ist durch Messungen von WIEDEMANN an 
Nb,Sn gerechtfertigt®, der selbst bei Str6men von 40 A und vergleich- 
barem Probenquerschnitt Anderungen des Sprungpunkts durch das 
Eigenfeld des Stromes von nur ungefahr 0,1° K erhielt. Ein Vergleich 
der Ubergangskurven fiir Widerstandsmessungen mit den induktiv ge- 
messenen zeigt, daB bei annahernd gleicher Intervallbreite die Wider- 
standskurven einen héheren Sprungpunkt ergeben. Dies weist auf die 
Ausbildung von supraleitenden Faden vor Erreichen der Volumensupra- 
leitung hin. Die Lage des Sprungpunkts bleibt, im Gegensatz zum Ergeb- 

nis bei FluBmessungen, 


500 3 Probe 67 Nb, Sn durch das mehrmalige 
0e at a vo ea Sintern nahezu unbe- 
2 einfluBt. 
ae | Beide Ergebnisse 
S derWiderstandsmessung 
2 200 stehen in guter Uberein- 
8 stimmung mit den ent- 
~ 700 sprechenden Ergebnis- 
sen WIEDEMANNS. In 
Aas 179 740 78,7 °K Ubereinstimmung erge- 
absolute lemperaturT ben sich auch die 


Fig. 6, Abhangigkeit der induktiv gemessenen Halbwertstemperatur Werte fiir das Verhalt- 
verschiedener zweimal gesinterter Proben von der magnetischen 


Langsfeldstarke nis Ryg.3°/Rso0°- Dieses 

Verhaltnis betragt fiir 

Nb,Sn etwa 0,20, fiir 80 At.-% Nb etwa 0,25. Einen Absolutwert des 

spezifischen Widerstands anzugeben, verbietet der schlecht erfaBbare 

Einflu8 des Porenanteils am Probenvolumen. Abschatzungen ergeben 

fiir beide Zusammensetzungen einen spezifischen Widerstand bei Zim- 
mertemperatur von ungefahr 107-4 Q cm. 


IV. Untersuchung der Mischkristallreihe Nb,Sn-Ta,Sn 


Die besonders enge chemische und strukturelle Verwandtschaft 
zwischen Niob und Tantal veranlaBte die Untersuchung von Nb,Sn- 
Proben, die mit verschiedenen Zusdtzen von Ta,Sn versehen sind. 
Ta;Sn kristallisiert ebenfalls im B-W-Gitter (nach eigener Bestimmung 
dy =5,278 £0,002 A) und wird bei 6,0° K supraleitend 2. 


Da die beiden Elemente Nb und Ta sich nur schwer voneinander 
trennen lassen, liegt es nahe, zu vermuten, daB der Sprungpunkt der 
Verbindung Nb,Sn durch eine Ta-Verunreinigung des Nb-Pulvers be- 
einfluBt wird. Eine Untersuchung von Nb,Sn mit definierter Beimi- 
schung von Ta;Sn vermag evtl. eine Abschatzung fiir die GréBe dieses 
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Einflusses zu liefern. Eine liickenlose Mischbarkeit der beiden Verbin- 
dungen ist zu erwarten, da ihre Gitterkonstanten sich nur um 0,013 A 
unterscheiden. 


Die Proben werden dadurch hergestellt, daB die Ausgangselemente 
entsprechend der Formel (Nb,_, Ta,),;Sn im evakuierten und abge- 
schmolzenen Quarzroéhrchen zusammengesintert werden. Fiir den bei- 
gemischten Anteil x des Tantals werden hierbei Werte zwischen 0,05 
und 0,3 gewahlt. Nb liegt als Pulver der Heraeus GmbH mit einer 
Reinheit von 99,6% (Tantalgehalt 0,05%) vor. Ta wird als Pulver der 
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Fig. 7. Ubergangskurven von Nb,Sn-Proben mit verschiedenem Gehalt av Ta,Sn nach zweimaligem Sintern, 
induktiv gemessen im Feld von 5 Oe 


Fansteel Corp. (Reinheit 99,9%) beigemischt, wahrend das gleiche Sn 
wie vorher beigemengt wird. Um eine modgliche Entmischung des 
Gemisches infolge des groBen Dichteunterschiedes zwischen Nb und Ta 
auszugleichen und eine méglichst gleichmaBige Einwanderung der 
Ta-Atome in das Nb,Sn-Gitter zu erzwingen, wird an das erste Sintern 
noch ein zweiter und dritter Sintervorgang nach vorherigem Zerkleinern 
und Pressen angeschlossen. 


Fig. 7 zeigt den Verlauf der nach dem zweiten Sintern induktiv 
gemessenen Sprungkurven. Mit absinkender Temperatur tritt erst ein 
langsamer Abfall der scheinbaren Permeabilitat ein, der dann etwa bei 
uw’ =0,6 in einen steilen Abfall tibergeht. Der steile Abfall ist wahr- 
scheinlich dem Beginn der Supraleitung in dem Volumenanteil zuzu- 
ordnen, in dem der Einbau der Ta-Atome an Nb-Platzen entsprechend 
dem Ta-Gehalt der Proben vollstandig erfolgt ist. Die Sprungintervalle 
sind bei diesen Proben natiirlich nicht mehr so klein wie bei reinem 


Nb,Sn. Sie liegen fiir den steilen Abfall etwa bei 0,3 bis 0,4° K. Die 
20* 
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nach dem dritten Sintern gemessenen Ubergangskurven stimmen 
qualitativ mit denen nach dem zweiten Sintern tiberein. 


Dieser Sachverhalt wird in Fig. 8 dargestellt. Die Sprungpunkte der 
dreimal gesinterten Proben sinken nochmals gegeniiber den zweimal 
gesinterten ab. In die Abbildung sind auch einige der von Copy u. 
Mitarb. gleichzeitig und unabhangig gemessenen Werte® eingetragen, 
die quantitativ mit den eigenen Messungen nach dem ersten Sintern 
iibereinstimmen. 


Die Sprungpunkte der Proben nehmen also monoton mit wachsendem 
Tantalgehalt ab. Extrapoliert man den fiir die Proben nach dreimaligem 
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Fig. 8. Induktiv gemessene Halbwertstemperatur in Abhangigkeit vom Tantalgehalt x in Proben der 
Zusammensetzung (Nb,_zTaz)3Sn nach ein-, zwei- und dreimaligem Sintern 


Sintern dargestellten Verlauf in erster Naherung linear zu gréBerem 
Ta-Gehalt, so geht diese Gerade bei x =1 durch den Wert 7T,=6° K, 
in Ubereinstimmung mit dem fiir reines Ta,Sn gemessenen Sprungpunkt. 
Um die Berechtigung dieser Extrapolation zu erweisen, ware es notig, 
die Untersuchungen auf Proben mit héherem Ta-Gehalt auszudehnen. 
Dies ist mit dem verwendeten Wasserstoffkryostaten nicht méglich, da 
fiir diese Proben ein Sprungpunkt weit unterhalb des H,-Tripelpunktes 
zu erwarten ist. Ein von Copy bei der Zusammensetzung NbTa,Sn 
gemessener Zwischenwert T,=10,8° K spricht jedoch dafiir, daB die 
obige Annahme des monotonen Abfalls berechtigt ist. 

Eine Debye-Scherrer-Aufnahme der Probe mit 30% Ta,Sn liefert 
den Nachweis dafiir, daB das zugefiigte Ta wirklich im Nb,Sn-Gitter 
eingebaut wird. Die Gitterkonstante dieser Probe liegt mit a) =5,286 
+ 0,003 A deutlich zwischen den Werten fiir die reinen Verbindungen. 


In der Aufnahme sind keine Reflexe der Ausgangselemente Nb und Ta 
sichtbar. 
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V. Diskussion 
1. System Nb-Sn 


Aus der Untersuchung von Sinterproben des Systems Nb-Sn 1aBt 
sich entnehmen, daf ein sehr groBes Bildungsbestreben der Verbindung 
Nb,Sn vorliegt. Die Unabhangigkeit der Gitterkonstanten vom Uber- 
schuBangebot eines der beiden Ausgangselemente in weitem Konzentra- 
tionsbereich, sowie die geringe Anderung des Sprungpunkts mit der 
Zusammensetzung, lassen jedoch darauf schlieBen, daB entweder der 
Existenzbereich der Nb,Sn-Phase im gesamten Zustandsdiagramm sehr 
eng ist, oder die Uberschiisse auch nach dem zweiten Sintern noch sehr 
unvollstandig eingebaut sind. 

Akzeptiert man eine dieser Deutungen, so ist allerdings unverstand- 
lich, warum nicht schon bei geringem UberschuB eines Elements im 
Ausgangsgemisch die Reflexlinien dieses Elements oder die von anderen 
dazwischenliegenden Phasen nach dem Sintern in den Debye-Scherrer- 
Aufnahmen deutlich sichtbar werden. Schatzt man aus der Verkleine- 
rung des ballistischen Galvanometerausschlages im supraleitenden 
Zustand ab, bis zu welchem Prozentsatz das Volumen der untersuchten 
Proben wirklich supraleitend wird, so entsteht die gleiche Unklarheit. 
Die wegen des schlecht erfaBbaren Porenvolumens nur ungenaue 
Schatzung ergibt im Bereich zwischen 70 und 90 At.-% Nb angenahert 
vollstandige Supraleitung. 

Matruias hat zahlreiche Beobachtungen dahin gedeutet, da8B der 
fb-W-Gittertyp sich dadurch auszeichnet, da8 die Bildung von Misch- 
kristallen oder Kristallbaufehlern stets zu einer Erniedrigung der 
Sprungtemperatur fiihrtt. Nun scheint der hier gemessene Anstieg des 
Sprungpunkts zu einem Maximum bei der Probe mit 80 At.-% Nb im 
Widerspruch zu dieser Deutung zu stehen. Entweder ist diese also nicht 
unbedingt richtig, oder aber das Gitter des Nb,Sn bildet sich bevorzugt 
erst in Abweichung von der Stéchiometrie bei einem UberschuB von Nb. 

Im ersten Fall ware anzunehmen, da ein geringer Einbau des tiber- 
schiissigen Niobs in das Nb,Sn-Gitter bzw. eine beschrankte Misch- 
kristallbildung von Nb,Sn mit einer anderen existenten Phase statt- 
findet, die die Sprungtemperatur erhéht. Der konstante Wert der 
Gitterkonstanten spricht nicht dagegen, denn es ist bekannt, dab 
Supraleitungseigenschaften in viel starkerem MaBe auf Einbau von 
Fremdstoffen in das supraleitende Gitter reagieren, als etwa die aus dem 
Durchschnitt iiber viele Elementarzellen ermittelte Gitterkonstante. 


Fiir die zweite Méglichkeit spricht das Ergebnis von Schmelzunter- 
suchungen des nahezu isomorphen Systems Nb-Ge durch GELLER". 


11 GELLER, S.: Acta crystallogr. 9, 885 (1956). 
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GELLER kommt zum SchluB, daB bei Nb,;Ge die 6-W-Phase sich bevor- 
zugt nicht bei der korrekten Stéchiometrie, sondern bei ungefahr 
80 At.-% Nb bildet. Ahnliche Beobachtungen sind auch von anderen 
Gittertypen bekanntgeworden. 

Vielleicht treffen auch beide obige Erklarungen zu. In Fig. 3 
kénnte der Schnittpunkt der beiden Kurven fiir ein- und zweimalig 
gesinterte Proben bei ungefahr 77 At.-% Nb dann besagen, daB an 
diesem Punkt sich das B-W-Gitter bevorzugt bildet. Bei davon abwei- 
chender Zusammensetzung wiirde durch geringfiigige Platzwechselvor- 
gange im Gitter der Sprungpunkt durch das zweite Sintern gegentiber 
dem ersten Sintern erniedrigt oder erhoht. 

Die Untersuchungen der Abhangigkeit des Sprungpunkts vom 
Magnetfeld (Fig. 6) ergeben, daB Nb,Sn ein ,,harter‘‘ Supraleiter ist, 
d.h. sein Sprungpunkt sinkt nur wenig mit zunehmendem Magnetfeld. 
Infolge der geringen verfiigbaren Magnetfeldstarke laBt sich keine Aus- 
sage machen, ob die Kurve H, =/(7) den iiblichen parabolischen Verlauf 
zeigt, insbesondere auch nicht, wie groB das kritische Feld H, bei 
T=0° K ist. Der steile Anstieg von durchschnittlich 10000 Oe/°K ent- 
spricht qualitativ dem Ergebnis von Widerstandsmessungen LANGES# 
mit transversalem Magnetfeld an Nb;Sn, ist jedoch etwa um den Faktor5 
groBer als der von Copy u. Mitarb. angegebene Wert von 1800 Oe/°K*. 
Die negative Kriimmung der Kurve H,=/(T) bei sehr kleinen Feld- 
starken koénnte einem kleinen Volumenanteil von reinerem und daher 
, welcherem‘ Nb,Sn zuzuschreiben sein, das auch einen etwas hdheren 
Sprungpunkt hatte. Bei gréBeren Feldstarken wiirde dann das Verhalten 
des starker verunreinigten Anteils von Nbs,Sn iiberwiegen. HAaLEy und 
ANDREWS deuten ihre gleichlaufenden Beobachtungen an NbN allerdings 
mit der grundsatzlich schwamméahnlichen Struktur des Zwischenzustan- 
des in einer Legierung?®. 


2. Mischkristallrethe Nb,Sn-Ta,Sn 


Der im untersuchten Mischungsbereich mit zunehmendem Ta,Sn- 
Gehalt monoton abnehmende Sprungpunkt und das Ergebnis der Debye- 
Scherrer-Aufnahme an der Probe mit der gréBten Beimengung an Ta 
lassen darauf schlieBen, daB hier tatsachlich eine echte Mischkristallreihe 
vorliegt und kein Gemisch zweier getrennter Kristallphasen. 

Sollte bei gréBeren Beimengungen von Ta der monotone Abfall des 
Sprungpunkts in Abhangigkeit von der Zusammensetzung bestatigt 
werden, so ergeben sich vielleicht interessante Zusammenhange, die zur 
Stiitzung von theoretischen Betrachtungen herangezogen werden kénnen. 
Es liegt hier der seltene Fall vor, da& zwei Verbindungen supraleitend 


* Diskussionsmitteilung auf der Tieftemperaturtagung in Toronto 1960. 
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werden, die vollkommen isomorph sind, die gleiche Zahl an Valenz- 
elektronen haben und sogar in den interatomaren Abstanden der Gitter- 
bausteine und den Atomradien weitgehend iibereinstimmen. Sie unter- 
scheiden sich daher in erster Linie nur durch ihre Masse*. Einen Ansatz 
zur formelmaBigen Erfassung des Zusammenhangs zwischen Sprung- 
temperatur und Masse haben Copy u. Mitarb. gemacht’. Dabei haben 
sie allerdings die Sprungpunkte von Proben nach einmaligem Sintern 
zugrunde gelegt, die nach den hier berichteten Ergebnissen noch nicht 
dem erreichbaren homogenen Mischungszustand zukommen. 

Noch giinstiger liegen die Verhaltnisse bei den diesen Verbindungen 
entsprechenden Elementen Nb und Ta. Sie unterscheiden sich in ihrer 
Masse um den Faktor 2, in den Sprungpunkten um }. Die von Mart- 
THIAS! hieraus vermutete einfache Beziehung T, ~1/M ist bei Zwischen- 
werten der als liickenlos bekannten Mischkristallreihe Nb-Ta nicht ein- 
deutig verifiziert worden!*. Eine allgemeine Voraussage, ob und bei 
welcher Temperatur ein Stoff supraleitend wird, ist wegen der Vielzahl 
der Parameter nicht méglich. Bei den genannten Elementen sowie in 
beschranktem Mae beiden hier untersuchten Verbindungen sind jedoch, 
ahnlich wie bei dem theoretisch bereits geklarten Isotopieeffekt, alle 
diese Parameter bis auf die Masse annadhernd konstant. Eine etwa 
erweiterte Theorie kénnte also an diesen Stoffen auf ihre Richtigkeit 
gepriift werden. 

Im Konzentrationsbereich zwischen 0 und 30% Beimischung von 
Ta,;Sn zum Nb;Sn variert der Sprungpunkt durchschnittlich um 
0,12° K/At.-% Ta. Fiir das als Ausgangsmaterial verwendete Nb ist 
eine Verunreinigung durch Ta von 0,05% angegeben. Umgerechnet 
ergibt das etwa 0,025 At.-% Ta. Bei geradliniger Extrapolation der 
Kurve in Fig. 8 in Richtung zu ganz reinem Nb ergibt sich daraus eine 
mogliche Sprungpunktserhéhung von tantalfreiem Nb,Sn von etwa 
0,03° K gegeniiber den vorliegenden verunreinigten Proben. 


Herrn Prof. Dr. Saur gebtthrt mein Dank fiir die Anregung und Betreuung 
dieser Arbeit. Der Deutschen Forschungsgemeinschaft sei fur die Unterstiitzung 
der Untersuchungen durch Personal- und Sachbeihilfen gedankt. Den Firmen 
Fansteel Corp. und Heraeus GmbH danke ich fiir die Uberlassung von Ausgangs- 
materialien, den Chemischen Werken Griesheim AG fir die Versorgung mit rein- 
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* Ein abnlicher Fall der Mischkristallbildung zweier isomorpher Verbindungen, 
die beide supraleitend werden, ist von Matruras (Phys. Rev. 92, 874, 1953) an 
NbN-NbC untersucht worden. Dieser Fall liegt jedoch etwas ungiinstiger, da 
hierbei das Volumen starker als die Masse variiert. 

12 CaLVERLEY, A., and A. RosE-INNES: Proc. Roy. Soc. Lond. A 255, 267 (1960). 
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Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Bundesanstalt 


Zur Theorie der Molekularstrahlerzeugung 
mit langen Kandlen 


Von 
GERHARD BECKER* 
Mit 11 Figuren im Text 
(Eingegangen am 11. Januar 1961) 


According to a theory of GioRDMAINE and WanNc concerning the formation of 
molecular beams by long parallel tubes, the peak beam intensity 7 should be pro- 


portional to N3 (N gas flow rate). This is in contradiction to the author’s experi- 


mental results on NH, molecular beams revealing 7 proportional to N3 in a wide 
range of gas flow rate. It is shown that this relation equally represents best the 
experimental results of GloRMAINE and WaNG with CO, molecular beams. The 
measured directivities are smaller than the theoretical values and the departures 
increase with decreasing flow rate and tube diameter. To improve the theoretical 
statements, the theory of GloRDMAINE and WANG is extended by consideration of 
the choking effects of the tube orifices. Furtheron another relatively simple 
theoretical procedure for the evaluation of the directivity of tubes is given using 
the concept of an “effective tubelength’”’. By this method the directivities of several 
differently formed tubes and of composed beam sources are calculated and com- 
pared with the experimental results. The evaluations confirm the experimental 
observation that sources which are composed of tubes are practically not superiour 
to those which consist of a few slits, the slit width being equal to the tube diameter. 
Then the remaining discrepancy between the theoretical and experimental results 
is partly overcome by using the total impact cross section in place of the gaskinetic 
one. At last the influence of surface diffusion on the tube walls and the effect of 
the gas cloud in front of the source on the beam formation are discussed. 


1. Einleitung 


Zur Erzeugung von starken Atom- oder Molekularstrahlen im Hoch- 
vakuum bedient man sich mit Vorteil zahlreicher paralleler Kanile. 
Solange die freie Weglange der Atome oder Molekiile groB gegen die 
Kanaldimensionen ist, lassen sich die Richtwirkungen aus der Geometrie 
der Kanale berechnen**. Bei wichtigen Anwendungen von Molekular- 
strahlen, wie z.B. im Ammoniakmaser, ist die freie Weglange der Mole- 
kiile dagegen unter Umstanden klein gegen die Kanallange, weil die 
geforderte Strahlstarke von annahernd 10! Molek./s-sterad nur mit 
verhaltnismaBig groBen Ofendrucken am Eingang der Kanile herstellbar 


* Braunschweig. 


xx Eine Zusammenstellung einiger Ergebnisse findet man bei Ramsry}. 
1 Ramsey, N.F.: Molecular Beams. Oxford 1956. 
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ist. Vor kurzem wurden an Ammoniak-Molekularstrahlen gewonnene 
MeBergebnisse mitgeteilt?, nach denen fiir die Strahlstarke 7 in Achsen- 
richtung gilt 

perent, (1) 


wobei N der Durchflu8 durch die Kanile ist. GrorDMAINE und WaNc? 
haben die Strahlbildung aus langen Kanidlen theoretisch untersucht und 
gefunden, daB j ~ N? und die Strahlhalbwertsbreite gy~N > sein sollte. 
Messungen an CO,-Molekularstrahlen aus drei verschieden dimensio- 
nierten Kanalsorten bestatigen nach Meinung der Verfasser diese Aus- 
sagen der Theorie. 


Im folgenden werden die sich widersprechenden MeBergebnisse aus 
den Arbeiten? und * genauer mit den theoretischen Beziehungen von 
GIORDMAINE und WANG verglichen. Diese Theorie wird sodann durch 
Beriicksichtigung der Druckstauung an den Kanalausgangen erweitert. 
SchlieBlich wird ein einfaches Verfahren zur Berechnung der Richt- 
wirkung von Kandlen angegeben und auf verschiedene Kanalformen an- 
gewendet. Die Abweichungen zwischen den experimentellen und theo- 
retischen Ergebnissen werden diskutiert. 


Folgende Bezeichnungen sollen verwendet werden*: 
DK Disenkanone, eine Gruppe von m parallelen Kanalen 
LK Lochkanone, Ofen bzw. Gasbehalter mit diinnwandiger Blendendffnung 
Sk Spaltkanone, sehr flacher schlitzférmiger Kanal 
N  DurchfluB (Molek./s) 
Strahlstarke in Achsenrichtung der Kanale (Molek./s - sterad) 
x Der Richtwert x gibt an, um welchen Faktor die Strahlstarke in Achsenrich- 


a. 


tung der Kaniale bei gleichem DurchfluB N gr6Ber als bei einer Lochkanone 
ist. Es ist x=jpx/jrx fir N =const 
x, Durch Beriicksichtigung des Miindungseffektes verbesserter Richtwert x 
%  Richtwert fiir Ofendruck p—0. x ist nur von den Abmessungen der Kanale 
abhangig 
Anzahl der Kandle einer DK 


m 

p  Zahl der Schichten einer DK 

F  Gesamtquerschnitt einer DK (cm?) 

B  Durchmesser einer DK 

t  Transparenz einer DK 

if Querschnitt eines Einzelkanals 

u Umfang eines Einzelkanals 

Y Radius eines runden Kanals, effektiver Radius eines nicht sehr unrunden 
Kanals 

h Hohe eines rechteckigen oder quadratischen Kanals 

b Breite eines Einzelkanals, des Spaltes einer SK oder auch einer Schicht von 


Kandalen einer DK. h<b 


* Die Bezeichnungen wurden gegeniiber der Arbeit ? zum Teil geandert. 
2 BecKER, G.: Z. angew. Phys. 13, 59 (1961). 
3 GIORDMAINE, J.A., and T.C. Wana: J. Appl. Phys. 31, 463 (1960). 
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d Wandstarke eines Einzelkanals 

l Kanallange 

wirksame Kanallange, Lange des Knudsen-Gebietes im Kanal, vom Kanal- 
ausgang an gemessen 

2 Ortsvariable im Kanal. z=0 am Ausgang des Kanals, z>0 im Kanalinnern 
v mittlere Geschwindigkeit der Molekule 

o gaskinetischer Molekiildurchmesser 

N  Gesamtzahl der Molekiile im Knudsen-Gebiet des Kanals 

n Molekiildichte im Kanal, eine Funktion von z 

Molekiildichte im Ofen oder an der Stelle z= leg, 

1 halbe Halbwertsbreite des Strahles (in rad) 


2. Vergleich der MeBergebnisse mit der Theorie 


Nach der Theorie von GIORDMAINE und WANG ist fiir einen gegeniiber 
der freien Weglange der Molekiile langen Kanal 


: B.0S% wae 
oe te (2) 
und 
34 336 Per 
) ee Ne 
3 1,78 Avt : (3) 


Gl. (3) ist eine Naherung, die nur fiir gr6Bere Richtwirkungen Giiltigkeit 
beansprucht. 

Aus der Strahlstarke7 kann nicht unmittelbar ersehen werden, ob 
die Richtwirkung gut oder schlecht ist. Hierzu eignet sich besser der 
Richtwert x. Da fiir die Lochkanone gilt 


NG 
folgt aus (1) 
ee (5) 
OeNes 
mit 
1 = 
32 a? 
a= — 0,32. 
8: 2) 3 (0) 


a) Messungen am CO, 


Aus der Arbeit ® wurden die an der Diisenkanone C in Abhangigkeit 
vom Durchflu8 gemessenen Strahlstarkenj entnommen und auf den 
Richtwert eines Einzelkanals in Abhangigkeit von seinem DurchfluB N 
umgerechnet. Von den untersuchten drei Kanonen 4, B und C eignet 
sich C zur Nachpriifung der N-Abhangigkeit am besten, weil N iiber 
einen groBeren Bereich variiert wurde. Fig. 1 zeigt die aus den Messun- 
gen berechneten x-Werte und zum Vergleich in Kurve a eine Auswertung 
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der Gl. (5) mit folgenden Werten: 


v = 3,74- 104 cm/s (= 20° C) 
C.— 1 OrrlOno.cm 


Y 


2,69-10°-%cm (berechnet aus Kanalumfang: 7 = u/2z). 


Kurve 6 entspricht einer Beziehung 


700 


1 
4 ay 
mI oe (7) 
700° 
Pre 
70 70° 
7 7a 73 4 15 ee 72 em 7B 14 
70 70 Hi 70” Stolek./s 70 70 70 a 70” [Tolek/s 70 
Fig. 1. Vergleich von gemessenen mit berechneten Fig. 2. Vergleich von gemessenen mit berechneten 
Richtwerten x eines zur Herstellung von CO,-Moleku- Strahlhalbwertsbreiten gy eines Kanals (ry =2,69 x 
larstrahlen verwendeten Kanals (7 = 2,69 - 10-* cm) 10-8cm) in Abhangigkeit vom CO,-DurchfluB N. 
in Abhangigkeit vom DurchfluB N. Die eingezeich- Kurve a entspricht der theoretischen Beziehung (3) 
neten Punkte wurden auf Grund der Messungen von GIORDMAINE und Wanc. Kurve 0 stellt die 
von GIORDMAINE und WANG berechnet. Kurve a empirische Beziehung py ~N3 dar. Die MeBwerte 
entspricht der aus der Theorie von GIORDMAINE entstammen der Arbeit? und wurden auf den 
und WANG hergeleiteten Gl. (5) und Kurve b der Einzelkanal umgerechnet 


empirischen Beziehung (7) 


wie sie aus der experimentell gewonnenen Gl. (1) folgt. Man erkennt, 
da8 Gl. (7) zumindest fiir gréBere Richtwerte die Messungen besser be- 
schreibt als Gl. (5). 

Ein ganz entsprechendes Ergebnis liefert der in Fig. 2 gezeigte Ver- 
gleich der fiir Kanone C gemessenen Halbwertsbreite mit der Beziehung 
(3) (Kurve a). Die Messungen lassen sich fiir gréBere Richtwirkungen 
besser durch Kurve 0, d.h. durch 


~N! (8) 


Be 


darstellen als durch Gl. (3). 

Die Theorie von GIORDMAINE und WANG beschreibt demnach die 
Strahlbildung aus Kandlen nur in groben Ziigen und zwar um so weniger 
genau, je gréBer die Richtwirkung ist. 


Die Abhangigkeit des Richtwertes x vom Kanalradius 7 ist aus den 
fiir die Kanonen A, B und C mitgeteilten MeBergebnissen nicht ein- 
deutig erkennbar, und zwar vor allem deshalb, weil keine Messungen 


15 
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fiir den gleichen Durchflu8 pro Einzelkanal bei den drei Kanalsorten 
vorliegen, so daB extrapoliert werden muB. Die Messungen sprechen 
eher fiir x ~7! als fiir x ~7} nach Gl. (5). 


b) Messungen am NHz 


Zum Vergleich der in 2 bereits mitgeteilten, an sechs Diisenkanonen 
gewonnenen MefRergebnisse mit Gl. (5) wurden die gemessenen Richt- 
werte auf den Einzelkanal bezogen und in Fig. 3 dargestellt. Die stark 
ausgezogenen Geraden geben den DurchfluBbereich an, in dem die 


7 x “iss 
70” 10” 707 10 Ge 70" Nolek/s 70” 


Fig. 3. Vergleich der auf den Einzelkanal bezogenen Richtwerte x auf Grund der Messungen von NH3-Mole- 

kularstrahl-Intensitaten aus sechs Diisenkanonen (K 1 bis K6)*? mit berechneten Richtwerten in Abhangigkeit 

yom Durchflu8 N durch den Einzelkanal. Die Kanalradien sind aus Tabelle 1 zu entnehmen. Die stark aus- 

gezogenen Geraden geben den DurchfluBbereich an, in dem die betreffende Kanalsorte untersucht wurde, 

wahrend die schwach ausgezogenen Kurven eine Extrapolation auf noch kleinere Durchfliisse darstellen, Den 
gestrichelten Geraden entsprechen die mit Gl. (5) berechneten Richtwerte 


betreffende Kanalsorte untersucht wurde und in dem Gl. (7) annahernd 
giiltig ist. Die zahlreichen EinzelmeBwerte weichen von diesen Geraden 
um weniger als 10% ab. Den gestrichelten Geraden entsprechen die mit 
Gl. (5) mit 

v =6,04- 104 cm/s 


OAS Oncicm: 


und den in Tabelle 1 wiedergegebenen Kanalradien berechneten Richt- 
werte. Der effektive Kanalradius wurde nicht aus dem Umfang, sondern 
aus der Querschnittsflache der Einzelkanale berechnet *. 


* Die in Abschnitt 5 besprochenen theoretischen Grundlagen legen es nahe, 
einen effektiven Radius aus dem Kanalumfang zu berechnen, doch werden die 
Experimente besser durch den aus der Flache berechneten effektiven Radius be- 
schrieben. Der Umfang ist bei Kanalen, die mit gewellten Blechen erzeugt sind, 
uiberdies verhaltnismaBig schlecht definiert. 
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Fig. 3 zeigt deutlich, daB die experimentellen %-Werte um so mehr 
von den mit Gl. (5) berechneten theoretischen Richtwerten nach unten 
abweichen, je gréBer die Richtwerte sind und dariiberhinaus, je kleiner 
die effektiven Kanalradien sind. Lediglich die Kanale von Kanone 1 
scheinen in einem kleinen N-Bereich wirksamer zu sein, als es der Theorie 


Tabelle 1 
Diisenkanone | K1 | K2 K3 | K4 < K6 
Effektiver Kanalradius y (em) . | 0,0575/0,004 32 |0,009 93 aioe 0,002 80 |0,002 80 
Anzahl m der Kanale. | 20 3200 580 | 104 7000 3500 


entspricht, jedoch gilt dies nicht mehr fiir die im Abschnitt 4 durch 
Beriicksichtigung des Miindungseffektes erweiterte Theorie. Ein Ver- 
gleich von Fig. 3 mit Fig. 1 la8t erkennen, daB die Abweichungen von 
der Theorie fiir beide Gase 
den gleichen Charakter haben, 
jedoch beim NH, wesentlich 
ausgepragter sind. Wahrend 
bei einem DurchfluB von 
z.B. 3-410" Molek./s der beim 
CO, an Kanone C gemessene 
Richtwert 47% des theore- 
tischen betragt, erhalt man 
fiir die etwa gleich grofBen 
Kanadle der Kanone 5 beim 
gleichen Durchflu8B von NH3; 
nur 25%. 

Um die Abhangigkeit des 
Richtwertes vom effektiven 
Radius zu bestimmen, wurden 
Epi den Elu6 Ni--it0% Molbie is, Sisto ee See acaaagigile omc 
bei dem fiir alle sechs Ka- Kanalradius ry. Der Geraden entspricht nwt 
nonen Messungen vorliegen, 
die aus Fig.3 zu entnehmenden Richtwerte in Fig.4 als Funktion 
von y eingezeichnet. In guter Naherung ist hiernach 


700 


x 


7 
G007 007 cm g7 
ii 


wm, (9) 


Unter Beriicksichtigung der in * angegebenen Beziehung fiir zu- 
sammengesetzte Kanonen erhalt man eine empirische Formel zur Be- 
rechnung der Richtwerte x von Diisenkanonen, die m Kanale enthalten 


und vom NH,-GesamtfluB N durchstrémt werden: 


4 =3,4-108 mir N-! (y in cm). (10) 
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Tabelle 2 gibt eine Gegentiberstellung der bei einem Flu von 
N =10!? Molek./s gemessenen und der mit Gl. (10) berechneten Richt- 
werte der sechs Diisenkanonen, um zu zeigen, daB Gl. (10) eine brauch- 
bare empirische Formel darstellt. 


Tabelle 2 
Diisenkanone | K1 | K2 | 1563} | K4 | K 5 K6 
| | | 
Richtwert x bei | | | 
N = 4017 Molek./s, | | 
SeMesseM, fy ey sudee Geos ey eet Oman nme | 6,4 | 4,6 | Tse yo 
berechnet mit G].(10) . ..]| 4,8 | 7,1 | 6,4 4,9 Ios 5,9 


3. Diskussion der empirischen Gl. (10) fur NH,-Strahlen 


Eine Diskussion von Gl. (10) ist vor allem fiir die Frage von Inter- 
esse, in welchem MafBe sich die Richtwirkung gegeniiber den untersuchten 
Konstruktionen noch verbessern lat. Hierzu soll im folgenden angenom- 
men werden, da Gl. (10) auch noch fiir engere Kanale giiltig sei, als 
tatsachlich untersucht wurden. 


a) EinfluB des Strahlquerschnittes, der Transparenz und der Kanalanzahl 


Aus Gl. (10) folgt fiir eine Diisenkanone der Querschnittsflache F 
bei einer Transparenz t und gegebenem Kanalradius 7 mit 


Et 
Names (11) 
x =3,40-4108 Fi rty-t NS. 2) 


Diese Gleichung zeigt vor allem den geringen EinfluB von 7 auf die 
Richtwirkung, aber auch den nur verhaltnismaBig kleinen Vorteil, den 
man durch VergroBerung des Strahlquerschnittes erzielt. 


Gibt man dagegen F, t und m vor, so wird 
x = 3,400-4108 Fiti mis N-?, (13) 


Durch VergréBerung der Kanalanzahl m ist also eine Verbesserung der 
Richtwirkung wegen der auBerst schwachen Abhangigkeit von m nur 
sehr schwer zu erreichen. 


Bei der Konstruktion von Diisenkanonen kann die Frage auftauchen, 
welchen Kanalradius man optimal wahlen sollte, wenn die Dicke des 
Kanalmantels z.B. konstruktiv festliegt. Denkt man z.B. an einen 
honigwabenahnlichen Aufbau der Diisenkanonen und bezeichnet die 
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Dicke der gemeinsamen Wande mit d, so ist angendhert 


Fe a (14) 


ete 


Geht man hiermit in Gl. (12), so findet man, daB x maximal wird fiir 


pasa; (15) 
d.h. fir t~56%. Dann wird 
% = 3,4-382-b a4 108 Fid-§N 4, (16) 


Das Maximum von x fiir y=1,5d ist jedoch sehr breit. Wahlt man z.B. 
y =3d, so erhalt man einen nur um 3% kleineren Richtwert. 


Ein Beispiel soll Gl. (16) veranschaulichen. Um gegeniiber der Diisen- 
kanone K5 bei gleicher Flache F (0,26 cm?) nur einen Faktor 3 zu ge- 
winnen, miissen ~ 5 - 10° Kanale mit einer Wandstarke von ~ 0,02 um 
hergestellt werden. 


b) Vergleich von Diisenkanonen und langen Spaltkanonen 


In ? sind die an breiten () =26 mm) und gegen die freie Wegliange 
langen Spaltkanonen der Hohe  =0,02 mm bis 1 mm gemessenen Richt- 
werte mitgeteilt worden. Sie erwiesen sich bei den untersuchten Spalt- 
hohen als von h nur wenig abhangig (< 15%) und lassen sich als Mittel 
aller Messungen durch 

x =1,55-10°N* (47) 
beschreiben. Wegen der fiir zu- 
sammengesetzte Kanonen gel- 
tenden Beziehung [?, Gl. (11) 
kann (17) verallgemeinert wer- le ; ne a 


den zu Fig. 5. Zum Vergleich von Diisenkanonen mit langen 
621 ar—3 Spaltkanonen. Der Richtwert einer Spaltkanone (oben) 
Cl ee 108 b: N ? wird mit dem Richtwert einer querschnittsgleichen Schicht 

(6 in cm). 


(18) von Kandalen (unten) verglichen 


Es soll nun gezeigt werden, da Diisenkanonen mit sehr feinen Ka- 
nalen Spaltkanonen unterlegen sind. Hierzu soll mit Gl. (10) der Richt- 
wert einer Schicht von z.B. quadratischen Kanalen der Seitenlange h 
und mit dem effektiven Radius y=h/z! berechnet werden, wobei 7 
bzw. h so gewahlt ist, daB der Spalt der Breite mit der einlagigen Schicht 
von Kanilen vollstandig ausgefiillt ist, so wie es Fig. 5 zeigt. Dann ist 


peas ee be (19) 
h mY 


At 
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Fiir das Verhialtnis des Richtwertes %px dieser einlagigen Diisenkanone 
zu dem Richtwert xs, der Spaltkanone erhalt man dann 


>1 fiir 7>0,004 cm (20) 


<1 fiir 7<0,004 cm. 


Bei effektiven Radien, die unter der angegebenen Grenze liegen, sind also 
aus mehreren Spalten z.B. entsprechend Fig. 6 aufgebaute Strahl- 
quellen besser, wahrend ober- 
halb der Grenze Diisenkanonen 
besser fokussieren. Die an sich 
geringe Uberlegenheit von Dii- 
senkanonen in diesem fiir die 


sie Anwendungen meist uninteres- 
santen Bereich wird noch kleiner, 


d 
a r ee wenn die bei dem Vergleich 


Fig. 6. Eine aus Spalten zusammengesetzte Strahl- nicht berticksichtigte Transpa- 


quelle, die fiir NH,-Molekularstrahlen auf Grund von renz der Diisenkanonen in Rech- 
Gl. (20) und (19) einer querschnittsgleichen Dutisen- 


kanone tiberlegen sein sollte, wenn #<0,007 cm ist nung gestellt wird. 


4. Erweiterung der Theorie 
durch Berucksichtigung des Miindungseffektes 


Wie gezeigt, weichen gemessene und mit Gl. (5) auf Grund der 
Theorie von GIORDMAINE und WANG berechnete Richtwerte um so mehr 
voneinander ab, je groBer x ist. Aber auch kleine Richtwirkungen werden 
von der Theorie nicht richtig wiedergegeben; denn fiir N co sollte der 
Richtwert einer Diisenkanone in den Richtwert x =1 der Lochkanone 
tibergehen, nicht aber gegen Null konvergieren. Dieser Mangel der 
Theorie soll nun durch Beriicksichtigung der Druckstauung am Kanal- 
ausgang beseitigt werden. 

Aus der bekannten Beziehung fiir den Strémungswiderstand von 
verhaltnismaBig kurzen Rohren im Knudsengebiet (siehe z.B. 4) folgt 
fiir die Dichte m im Rohrinnern an der Stelle z, wenn au®erhalb der 
Rohrmiindung der Druck Null herrscht, 

5p Sh te GA 


22a v2 v 


(21) 


Ye 


Der rechte Term stellt die in der Theorie* vernachlassigte Dichte im Ka- 
nalausgang dar. Im Rohrabschnitt 272d z ereignen sich 72 n2 6? v 72 2-3 dz 
ZusammenstéBe, wodurch a n? o2 v v2 2-2 dz dQ Molekiile in den Raum- 
winkel dQ in Achsenrichtung fliegen. Infolge von ZusammenstéBen 


4 JAECKEL, R.: Kleinste Drucke, ihre Erzeugung und Messung. Berlin-Gét- 
tingen-Heidelberg 1950. 


a 
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erreicht von diesen Molekiilen nur der Bruchteil e-2°"%% den Kanal- 
ausgang, wobei 7 die mittlere Dichte im Rohr zwischen dem Ausgang und 


dereotelle<. ist: 3 en 


nN = = = T ° 
4nr2v rv 


(22) 


Integriert man tiber alle Volumenelemente des als unendlich lang an- 
gesehenen Rohres, so wird 


[oe 
0 2 =e 
j =no*vr?2-3 fe 


—2°? aon: 
9 


(23) 


70 


Baa pol alt Ney vf Lene uh 


G007 07 


(6°~N) 


Fig. 7. Zur Erweiterung der Theorie durch Beriicksichtigung des Mtindungseffektes. Dargestellt sind be- 

rechnete Richtwerte x bzw. xz in Abhangigkeit von 6? im Bereich kleiner Richtwerte. 6 nach Gl. (25) ist bis 

auf einen kleinen Zahlenfaktor die Strahlhalbwertsbreite. 6?ist proportional zum DurchfluB N. Der Kurve a 

entspricht Gl. (5) und der Kurveb der durch Beriicksichtigung des Miindungseffektes korrigierte Richt- 
wert ~% nach Gl. (24). Kurvec gibt eine Naherung [GI. (26)] von Gl. (24) wieder 


Mit Gl. (4) erhalt man nach einiger Rechnung den durch Beriicksichti- 
gung des Miindungseffektes korrigierten Richtwert x, 


6 
1 
2 26 _¢ 2 Lan 
My = Se A Merce (ie *ay| (24) 
a My fd Giowe 
0 
Hierbei ist Aiee! alg Nt | on 
sbyhypt sw ; 


im wesentlichen, bis auf einen Zahlenfaktor von etwa 1,7, die Strahl- 
halbwertsbreite, wie man durch Vergleich mit Gl. (3) feststellt. In 
Gl. (25) ist x der mit Gl. (5) berechnete, den Miindungseffekt nicht be- 
riicksichtigende Richtwert. Eine durch die Ausfiihrungen in Abschnitt § 
nahegelegte gute Naherung von Gl. (24) ist 


Hy Bs (I 22) = (1-4 a? 


v ai (26) 
o2N 
Fig. 7 zeigt x nach Gl. (5) (Kurve a) und x, nach Gl. (24) (Kurve 0) 
und nach Gl. (26) (Kurve c) im Bereich kleiner Richtwerte. Abweichun- 
gen zwischen Gl. (24) und (26) betragen maximal 5%. 

Im Gebiet groBer Richtwerte tragt die Miindungskorrektur nicht zu 
einer Verbesserung der Beschreibung der MeBergebnisse bei. 

Z. Physik. Bd. 162 Pa 
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5. Naherungen fiir Richtwerte verschiedener Kanalformen 


In den folgenden Ausfiihrungen soll ein einfaches Naherungsverfahren 
angegeben werden, das den Vorzug hat, den Vorgang der Strahlbildung 
in Kandlen gut zu veranschaulichen und das die ZweckmaBigkeit des in ° 
eingefiihrten Begriffes der effektiven Lange J. zeigt. 


Fig. 8. Zur Definition der effektiven Lange Jeg. 
a Die idealisiert scharfe Grenze G trennt das 
Poiseuille-Druckgebiet vom Knudsen-Gebiet. Die 
bei G in Achsenrichtung des Kanals fliegenden Mole- 
ktile konnen diesen noch mit guter Wahrscheinlich- 


keit (% 50%) ohne ZusammenstoB mit einem 
der N Molekiile des Knudsen-Gebietes verlassen. 
b Der Kanal nach a wird durch einen Gasvor- 
ratsbehalter mit einem angeschlossenen Kanal der 


a) Definition der effektiven Lange 

In Fig. 8a ist G eine idealisiert 
scharfeGrenze zwischen dem Knud- 
sen-Gebiet bis zur Kanalmiindung 
und dem Poiseuille-Gebiet. 1, ist 
die Gasdichte an dieser Grenze. 
Die Lage von G ist dadurch ge- 
kennzeichnet, daB ein Molekiil aus 
dem Gebiet von G, welches in Rich- 
tung des Kanalausganges fliegt, 
den Kanal noch mit nennenswerter 
Wahrscheinlichkeit ohne einen Zu- 
sammenstoB mit einem anderen 
Molekiil verlassen kann und so 


Lange Jers ersetzt 


zur Strahlbildung beitragt. Diese 
Bedingung ist erfiillt, wenn fiir 
das bei G startende Molekiil die ,,Bedeckung‘‘ des Rohrquerschnittes / 
durch die Summe aller im Kanal zwischen G und dem Ausgang befind- 
lichen N Molekiile mit ihrem gesamten Querschnitt N ” 62 z.B. (zu- 
nachst etwas willkiirlich) 1/8* betragt. Da : 


lett 


N=ffndz (27) 
0 
ist, wird also /,4 definiert durch 
lest 
1 
[uaz= sea: (28) 
0 
b) Runde Kanile 
Nach Einsetzen von m aus Gl. (21) in Gl. (28) wird 

8 3° FU 

ee + = ; 

=>? (1 = aa i. (29) 


* Die fiir ZusammenstéBe maBgebliche Bedeckung ist dann wegen des Eigen- 
durchmessers des bei G startenden Molekiils und wegen der Bewegung der Molekiile 
Smal so gro8 (100%) und die Wahrscheinlichkeit eines ZusammenstoBes ~ 50%. 
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In vielen Anwendungen ist der Miindungseffekt unwichtig. Dann ist 


1 at ve ‘ 
eff 33 oN? » (3 ) 
Gl. (29) erlaubt die Berechnung der Gasdichte 1) mit Gl. (Pade 
8 BN 4N 
0 ce ie ae an Polk (31) 


Entsprechend Fig. 8b soll nun m, als Dichte in einem Gasvorrats- 
behalter (Ofen) aufgefaBt werden, an den der Kanal der Lange /,,; an- 
geschlossen ist. Die Strahlstarke in Achsenrichtung ist dann bekanntlich 
porene: 7D): 


2 
Ngv Aa 
4 b3 


(32) 


und zwar unabhangig vom Kanal, da die ZusammenstéBe der Molekiile 
mit den Kanalwanden wegen der Kosinus-Desorption keinen Beitrag in 
axialer Richtung liefern. Aus den Gln. (29), (31), (32) und (4) erhalt man 
schheBlich ‘ 


“y= (1-0/2 27! 
=| ae (33) 
mit 1 
eee 
a= — 0,31. 
4-2? 


(34) 


also bis auf eine kleine Abweichung im Zahlenfaktor zu Gl. (5), die aus 
der von GIORDMAINE und WANG angegebenen Beziehung (2) gewonnen 
wurde*. Das wesentliche Ergebnis von Gl. (33) besteht abgesehen davon, 
daB es die Naherung Gl. (26) nahelegt darin, die Strahlbildung in der 
folgenden Weise zu verstehen: der Molekiilstrahl in Achsenrichtung wird 


* Eine etwas verfeinerte Betrachtung fiihrt durch Berticksichtigung der 
Extinktion der von m ausgehenden Molekiile infolge von Zusammenst6Ben zu 
«’-Werten, die von der gewahlten ,,Bedeckung“ des Rohrquerschnittes durch die 
Molekiilquerschnitte bei Bedeckungen zwischen 4 und 17% ziemlich unabhangig 
sind. Es lag daher nahe, eine etwa in der Mitte zwischen diesen Werten liegende 
Bedeckung (12,5%) zur Definition von Jeff zu wahlen. Nichtsdestoweniger haftet 
der Definition von /e¢g mit Gl. (28) natiirlich eine gewisse Willkiir an, so daB eine 
genaue Ubereinstimmung von « mit «’ nicht erwartet werden kann. In dem gegen- 
wartigen Stadium der Theorien ist der Unterschied zwischen beiden Werten jedoch 
belanglos, da die Abweichungen zu den experimentellen Ergebnissen viel groBer 
sind. Aus der guten Ubereinstimmung von «’ mit dem theoretisch besser begriin- 
deten Wert von « lat sich andererseits gerade die Berechtigung des mit Gl. (28) 
definierten Begriffes der wirksamen Lange /.g¢ schlieBen. Wendet man Gl. (28) 
auf ein Gas konstanter Dichte m der freien Weglange 4 an, so wird leit = A/Y/2. 

2s 
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im wesentlichen aus der ,,strahlenden Wolke“ der Dichte m) am Ende 
des Knudsen-Gebietes gespeist. 

In den Fallen, in denen Formeln fiir x) bereits bekannt sind, geniigt 
es, 1.4; zu berechnen und in diese Formeln einzusetzen. So ist fiir runde 
Kanale 


m=14+2. (35) 


Nach Einsetzen von /,4, gemaB Gl. (29) fiir 7 erhalt man unmittelbar x 


nach Gl. (33). 
c) Unrunde Kandle 


Im folgenden soll der Miindungseffekt nicht weiter beriicksichtigt 
werden. 

Fiir Kandle, die von der runden Form nicht sehr abweichen und daher 
iiber den Kanalquerschnitt eine etwa gleichmaBige Flu8dichte haben, 
gilt an Stelle von Gl. (21) 


aK 
n= 7 ft 2 (36) 
und an Stelle von Gl. (32) Wess 
Leet (37) 
Aus (36), (37) und (4) erhalt man 
Go aes Lest (38) 
und aus Gl. (28) und (36) es 
mee 
ee 69) 
Einsetzen von (39) in (38) ergibt 
_ shubad 
ae 8a oN? a) 


Aus einem Vergleich von Gl. (40) mit Gl. (34) ersieht man, daB es sinn- 
voll ist, fiir einen nicht sehr unrunden Kanal einen effektiven Radius 
aus dem Umfang u zu definieren: 


ee, (41) 


25 


d) Zusammengesetzte Kanonen 


Wegen des Exponenten 1/2 von N in den Gleichungen fiir x ist der 
Richtwert einer Diisenkanone von m Kanialen das m?-fache von dem 
eines Einzelkanals*, wenn der Gesamtflu8 konstant bleibt: 


x (m Kanile) = m* x (Einzelkanal). (42) 


* Dies gilt nur in dem DurchfluBbereich, in dem der Miindungseffekt vernach- 
lassigt werden kann. Abweichungen vom Additionsgesetz fiir Strahlen werden im 
Abschnitt 6c diskutiert. 
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Eine Fig. 5 entsprechende einlagige Schicht der Breite } von nebenein- 
ander liegenden quadratischen Kanalen der Héhe h hat wegen m=b/h 
den Richtwert 

32 v2 b? 


. > 
4a oN? 


x (Einzelschicht) = (43) 
der von der Hohe # und damit von der Zahl der Kanale bemerkenswerter- 
weise vollstandig unabhangig ist. Ganz entsprechend ist bei p Schichten 


x (p Schichten) = p? x (Einzelschicht) . (44) 


Nach diesen Beziehungen ist es also méglich, die Richtwirkung einer 
Diisenkanone mit nicht sehr unrunden Einzelkanalen nur aus der Zahl 
der Schichten und ihrer Breite anzugeben. 


Bei runden Kandlen hat eine Diisenkanone, wenn F, t und 7 gegeben 
sind, nach Gl. (34), (42) und (11) den Richtwert 


u ats 
32 v2 F2 t2 
ae ORE Kereta IG 0 (45) 
ANT 22 at ON 
und wenn F, t und m vorgegeben werden 
1 1 1 1 af 
32 m* y? FA 7 
Patras es = (46) 
4 +2? 30% oN? 


In dieser Theorie geht also die Zahl der Kandle weit starker ein als in der 
entsprechenden empirischen Gl. (13). 

Zur Berechnung eines optimalen Kanalradius bei gegebener Wand- 
starke d einer honigwabenahnlichen Konstruktion ist t nach Gl. (14) 
in Gl. (45) einzusetzen. Man findet maximale Richtwirkung fiir r =d/2, 
Gat tuk e225, 7o:: 


(47) 


é) Spalte groBer effektiver Lange 


Aus der fiir Spalte der Dimensionierung h<b</ geltenden Nahe- 
rungsformel fiir x)* folgt nach Ersetzen von / durch legs 


ye d Lett 
Y 2b) he (48) 
(: + In a 
Zur Berechnung von J., wird die Dichte 7 im Kanal benétigt. Nun folgt 
aus Gl. (37) und Gl. (4) 
Be n= 20 My. (49) 
4 


* Siehe 1, S. 14 nach Korrektur von Druckfehlern. 
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Gleichsetzen von (48) und (49) ergibt 


4N 1 
= ae besks 50 
No v b h2 (: ant ‘a 2b eff ( ) 
. h 


eine Gleichung, die in verallgemeinerter Form 


4N 


(54) 


n(z)= 
vb h? (1 =F in =) 


geschrieben werden kann, aber wegen der oben angegebenen geometri- 
schen Bedingung dann nur fiir z>>0 giiltig ist. Man begeht indessen 
keinen groBen Fehler, Gl. (51) bei der Berechnung der effektiven Lange 
mit Gl. (28) auch von z =0 an zu integrieren, was auf eine Vernachlassi- 
gung des Miindungseffektes hinauslauft. Dann wird 


i : 52 
~ 2m2oN ( ) 
und re 
ree 2b oe 
27#(1+ In = oN? - (53) 
\ U} 


Gl. (53) ist entsprechend den Voraussetzungen nur anwendbar, falls 
Legg >b und b>>h ist. Die Spalthéhe # geht nur schwach in die Richt- 
wirkung ein. 

Zur Anwendung von Gl. (53) soll entsprechend Fig. 5 ein Spalt mit 
einer einlagigen ihn ausfiillenden Schicht von quadratischen Kandlen 
der Seitenlange  verglichen werden. Nach Gl. (43) wird 


b\s 
34(141 =) 
8) h 


XSK 2 


(54) 


Wenn z.B. b/s =10 ist, ergibt sich eine Uberlegenheit der Diisenkanone 
iiber die Spaltkanone um den Faktor 1,7. 


{) Breite Spalte 
Fiir sehr breite Spalte der Dimensionierung h</1<b ist} 


1 1 


ie shee ae (55) 


Diese Funktion, die etwa ab J/h =10 giiltig ist, eignet sich nicht dazu, 
die Dichte m (z) in der im vorigen Abschnitt gezeigten Weise zu berechnen, 
da sie fiir 1+ gegen Unendlich geht. Mit Hilfe der von CLAaustInc im 
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Bereich OS//h<8 numerisch angegebenen x,-Werte! und mit Gl. (55) 
soll deswegen eine Naherungsformel fiir x) ermittelt werden. Fig. 9 
gibt die Beziehung xp (//h) wieder (Kurve a), die im Bereich 7S1/hS70 
durch 1 

Hq = 2,0 + 0,22 — (56) 
angenahert wird (Kurve 0d). 


Entsprechend dem im Abschnitt 5c angewendeten Verfahren zur 
Berechnung der Dichte m(z) aus einer gegebenen x -Beziehung erhiilt 
man unter Vernachlassigung des 
Miindungseffektes 


4+0,22N 
vbh2 


m2) = 


(57) 


und hieraus mit Gl. (28) J..,. Ein- 
setzen von /,;, an Stelle von J in 
Gl. (56) und Vernachlassigung der 
Zahl 2,0 ergibt 


70 


sal (58) 


Dieser Richtwert soll wieder mit 
dem der einlagigen Diisenkan 
818 Diisenkanone Fig. 9. Richtwert ~) eines Spaltes der Dimensionie- 


[Gl. (43)] verglichen werden: rung h<1<b in Abhangigkeit von I/h. Kurve a 
nach CLausinc und Gl. (55), Kurve bd Naherung 
“aD K Gl. (56) zur Kurvea, Kurvee Naherung Gl. (69) 
ISA 8 (59) zu Kurve a. Kurve d zeigt das Verhalten von 
“HSK Gl. (55) fiir 1/h—>0 


% 50 700 Uh 750 


Eine noch bessere Naherung fiir den Richtwert von breiten Spalten ist 


1 \i 
(Kurve c), die zu wipe 
o? N77 


fiihrt. Gl. (60) gibt den Richtwert im Bereich 10<//h<300 mit einem 
Fehler von héchstens 6% wieder. 


6. Mégliche Ursachen der Abweichungen 
zwischen den experimentellen und theoretischen Ergebnissen 
Die Theorie der Strahlbildung aus langen Kanalen in der in den 
Abschnitten 4 und 5 angegebenen Form beschreibt die experimentellen 
Ergebnisse in den folgenden Punkten wenigstens naherungsweise: 
4. Bei Kanilen mit verhaltnismaBig groBen Radien und bei groBen 
Durchfliissen N laBt sich x angendhert berechnen. 
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2. Der Vergleich von Spaltkanonen mit Diisenkanonen zeigt, daB 
letztere auch theoretisch nur eine verhaltnismaBig geringfiigige Uber- 
legenheit haben [Gl. (54) und (59)]. 

Besonders starke Abweichungen zeigen sich bei sehr engen Kanalen 
bei kleinen Durchfliissen. Diisenkanonen mit engen Kandlen sind Spalt- 
kanonen entgegen der Theorie unterlegen [Gl. (20) ]. 

Als Griinde fiir die genannten Abweichungen sollen diskutiert 
werden: 

4. Der wirksame StoBquerschnitt der Molekiile. 


2. Die Oberflachendiffusion der Molekiile auf der Kanalinnenwand. 


3. Abweichungen vom Additionsgesetz fiir Strahlen. 


a) Der StioBquerschnitt 


Es soll zunachst gezeigt werden, da8 der gaskinetische StoBquer- 
schnitt im Falle groBer Richtwirkungen zur Berechnung der Richtwerte 
sicher nicht angewendet werden darf. 


In Fig. 10 ist die Flugbahn eines aus der strahlenden Wolke bei Leg 
startenden Molekiils gezeichnet, das auf halbem Flugweg zum Kanal- 
ausgang durch ZusammenstoB mit einem Molekiil um den Winkel 0 
gerade so stark abgelenkt wird, daB es den Ausgang infolge ZusammenstoB 
mit der Kanalwand nicht mehr erreicht und somit dem Strahl verloren- 
geht. Bei diesem StoBprozeB 
ist der Streuwinkel O = 27/14; 


oa eee ete eee 5 fer wegen Gl. (38) 
2=lery Toe 
! 3 
Fig. 10. Zur Diskussion des StoBquerschnittes. Ein bei O= 2 (62) 


4% 


2 =legg in Achsenrichtung fliegendes Molekiil hat im 
Punkt P einen ZusammenstoB mit einem anderen Molektil : hs - i 
und wird um den Winkel © abgelenkt Nun wachst der differentielle 


StoBquerschnitt, wie MASSEY 
und Mour® gezeigt haben, fiir kleine Streuwinkel O sehr stark an, bleibt 
aber fiir 9 +0 endlich. In dem MaBe, wie /,;;, und damit x wachst, werden 
nach Gl. (62) immer kleinere Winkelablenkungen als Sto&prozesse gezahlt 
so daf} schlieBlich fiir ein geniigend groBes x an Stelle des gaskinetischen 
der sog. ,, totale StoBquerschnitt“ tritt. Dieser ist von MAssEY und MoHR 
fir den Fall, daB die StoBpartner starre Kugeln sind, zu etwa dem 
doppelten gaskinetischen StoBquerschnitt berechnet worden. Im ein- 
zelnen hangt der totale StoBquerschnitt vom Wechselwirkungspotential 
der StoBpartner ab und 1a8t sich unter der Voraussetzung, daB die 
Wechselwirkung durch die Anziehung induzierter Dipole geschieht, aus 


° Massgy, H.S.W., and C.B.O.Mour: Proc. Roy. Soc. Lond. A 141, 434 
(1933); A 144, 188 (1934). 
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der Van der Waals-Konstanten C berechnen®. MINTEN und OsBERG- 
HAUS® haben das Verhaltnis des totalen zum gaskinetischen StoBquer- 
schnitt von molekularem Wasserstoff experimentell zu 5 bestimmt. 

Nur dann tritt der totale StoBquerschnitt mit einem Fehler von 
héchstens 10% in Erscheinung, wenn nach? fiir den kleinsten Streu- 
winkel @,, der noch als Sto8 rechnet, gilt: 


a 4,8-10-8 
0 ie" 
o M3 T3 


(63) 


(M Atomgewicht, T thermodynamische Temperatur in °K, Q, in rad, 
oincm). An Hand von Fig. 10 erkennt man, daB man einen Sto8prozeB 
mit dem Streuwinkel @ nach Gl. (62) tiberschlagsmaBig mit O ~ 1/x als 
Grenzwinkel im Sinne der Gl. (63) ansehen kann und erhalt so den 
Richtwert 

He 2-108 M2 T!, (64) 


der folgende Eigenschaften hat: fiir Richtwerte von Kanialen, die gréBer 
als x, sind, muB der totale StoBquerschnitt zur Berechnung verwendet 
werden, wahrend im Gebiet 1<x<x, ein zwischen dem gaskinetischen 
und dem totalen Sto8querschnitt liegender Wert wirksam ist. Fiir NH, 
ist x, 70. 

Man kann versuchen, einen Teil des Ubergangsgebietes zwischen den 
beiden StoBquerschnitten durch den Ansatz 


oil mw (Ht (65) 


zu beschreiben und erhalt dann mit Gl. (28) und mit dem ersten Term 
von Gl. (21) in der im Abschnitt 5 beschriebenen Weise 


Pine ee (66) 
INS 

Diese Beziehung gibt die gemessene Abhangigkeit vom FluB N richtig 

wieder und vermutlich auch die v-Abhangigkeit bei den Messungen am 


CO, (Abschnitt 2a). 
b) Oberfldchendiffusion 
Gl. (66) und die fiir Ammoniak geltende empirische Gl. (10) unter- 


scheiden sich durch die Abhangigkeit des Richtwertes vom Kanal- 
radius. Es ist zu priifen, in welcher Weise eine eventuell vorhandene 


6 MinTEN, A., u. O. OSBERGHAUS: Z. Physik 150, 74 (1957). 
? Massey, H.S.W., and E.H.S. Buruor: Electronic and Ionic Impact Phe- 
nomena. Oxford 1952. 
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Oberflachendiffusion der Molekiile die Abhangigkeit vom Kanalradius 
beeinfluBt. 

Hierzu soll angenormmen werden, da8 das Henrysche Gesetz in dem 
Rohrabschnitt des Bereiches /,;¢ giiltig sei, daB also die Konzentration der 
an der Oberflache adsobierten Molekiile der Konzentration im Gasraum 
proportional sei. Dann ist der Gesamtflu8 durch den Kanal 


Na 22 ee 73 2nrkD). (67) 


NEE 8) 


Der erste Term in der Klammer gehért zum Knudsen-FluB und der 
zweite zum OberflachenfluB auf der Kanalwand. k ist die Henrysche 
Proportionalitatskonstante und D die Oberflachendiffusionskonstante. 
Gl. (67) fiihrt mit (28), (65) und (38) zu 


1 
SET Sr (68) 
(1+ = ‘i ae 
\ Ur 


Fir nicht zu stark unrunde Kandale gilt entsprechend 


ub 1 
ts aioe mae 
" 3kD (# if NE 


Oe: 


(69) 


Die Einbeziehung der Oberflachendiffusion fiihrt dazu, daB sehr enge 
Kanale nachteilig sind, denn fiir einen gegebenen Diisenquerschnitt F 
gibt es nach (68) mit m—=F/zr? einen optimalen Kanalradius 


r= (2h) (70) 


Uv 


Durch Beriicksichtigung der Oberflaichendiffusion wird verstandlich, 
warum eine Schicht gentigend enger Kanile eine schlechtere Richtwirkung 
als ein Spalt haben kann. Im iibrigen wird der Richtwert von den Ad- 
sorptionseigenschaften des verwendeten Wandmaterials abhangig. 


Gl. (68) stimmt mit der empirischen Beziehung x ~7? fiir Ammoniak 
nicht tiberein. Durch geeignete Wahl von k und D 14Bt sich zwar wenig- 
stens fiir einen Teil des untersuchten v-Bereiches eine annahernd 73-ahn- 
liche Abhangigkeit erzielen, doch ist festzustellen, daB sich die empirische 
Gi. (10) mit Gl. (69) nicht in jeder Hinsicht tiberzeugend deuten 1aBt. 
Dies mag zum Teil damit zusammenhangen, daB die untersuchten Diisen- 
kanonen nicht aus einem einheitlichen Material aufgebaut sind und daB 
die mit gewellten Nickelfolien hergestellten Kanonen eher schlitzformige 
als runde Kanale haben (besonders K 5), so daB Gl. (69) fiir sie nicht mehr 
giiltig sein kann. 
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c) Abweichungen vom Additionsgesetz fiir Strahlen 


Mit den Gln. (10), (42) und (44) kann die Richtwirkung einer Gruppe 
von Kanalen durch einfache Addition der Strahlen der Einzelkanile 
berechnet werden. Bei einem gré8eren Biindel von Kanalen durchdrin- 
gen sich jedoch die Einzelstrahlen und fiihren zu Extinktion durch Zu- 
sammenst6Be. Die aus dem Kanalinnern kommenden Molekiile haben 
ein vor der Diisenkanone befindliches Gebiet zu durchfliegen, in dem die 
Molekiildichte etwa gleich der Miindungsdichte entsprechend dem zweiten 
Term in Gl. (21) (multipliziert mit t) ist. HELMER, JAcopus und 
STURROCK® nehmen an, daB diesem Gebiet vor der Miindung fiir die 
Strahlbildung ausschlaggebende Bedeutung zukommt. Wenn dies zu- 
trafe, waren starke Abweichungen vom Additionsgesetz fiir Strahlen die 
Folge. 

Die genannten Autoren schatzen die Lange (A des Gebietes der Miin- 
dungsdichte in Achsenrichtung — ausgedriickt mit den hier verwendeten 
Bezeichnungen — ab mit 


(71) 


wobei B der Durchmesser einer runden Diisenkanone ist. Zur Abschat- 
zung der Wirkung dieses bei gréBeren Strahldichten infolge von Zusam- 
mensté6Ben in die Kratzensteinsche Wolke® iibergehenden Druckgebietes 
auf die Strahlbildung soll mit dem gaskinetischen Molekiildurchmesser 
gerechnet werden. Die Zahl der ZusammenstéBe im Strahl sei so gering, 
daB noch keine nennenswerte Druckstauung an der Kanaléffnung durch 
Riickstr6mung aus der Wolke vorliegt. Dann ist nach Gl. (21) und (28) 


lett 


4.N Aged 
nas mv? 2202 * (72) 
0 
Da nun 
hae ig m? 7 

4 (73) 

ist, wird entsprechend der in Abschnitt 5 gezeigten Weise 

2 \2 i 2 

sore = ({t AY nal — 2 (74) 


% ist der mit Gl. (34) berechnete Richtwert, fiir den der Miindungseffekt 
vernachlassigt ist. 


8 Hermer, J.C., F.B. Jacopus and P.A. Sturrock: J. Appl. Phys. 31, 458 
(1960). 
9 KRATZENSTEIN, M.: Z. Physik 93, 279 (1935). 
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Angewendet auf die runde Diisenkanone C nach ® ergibt sich die in 
Fig. 14 gezeigte Kurve a, der die MeBpunkte und die ohne Additions- 
abweichung giiltige Kurve nach Gl. (33) gegentibergestellt sind. Die 
angewendete Korrektur ist offenbar viel zu stark und benachteiligt ent- 
gegen den experimentellen Ergebnissen vor allem die kleinen und mitt- 


leren Richtwerte zu sehr. 


Es diirfte eher gerechtfertigt sein, 1 als weitgehend unabhangig von 
der Strahlform anzusetzen, denn wie man sich iiberlegt, ist der in den 
Raumwinkel aq} fliegende ,,StrahlfluB“ gegentiber dem GesamtfluB 
verhdltnismaBig geringfiigig. Fiir groBere Richtwerte erhalt man 


StrahlfluB 


7 


GesamtfluB N 


Se (75) 


Dementsprechend ist die Anzahl der aus den Kandlen unter einem gréBe- 
ren Winkel g austretenden Molekiile, die annahernd quer zum Strahl 
fliegen und fiir ZusammenstéBe im Strahl in erster Linie wichtig sind, 


700 


70 


AE Sa oe a = 
70” 70” (olek/s 70” 
Fig. 11. Zum EinfluB einer ,,Gaswolke“ vor den Ka- 
naldffnungen einer runden Diisenkanone am Beispiel 
der Diisenkanone C * (Me8punkte; s. auch Fig. 2). 
m = 18000, t wurde auf 0,6 geschatzt. Kurvea: 
Richtwert #korr nach Gl. (74), bei der nach § an- 
genommen ist, daB die Wolkenausdehnung Gl. (71) 
entspricht. Kurve 6: Richtwert x; nach Gl. (33) 
ohne Beriicksichtigung einer Wolke. Kurve c: xxorr 
nach Gl. (77) unter der Annahme einer Wolke kon- 
stanter Ausdehnung in Achsenrichtung (5% vom 

Durchmesser der Diisenkanone) 


von x nur sehr wenig abhangig. 
Dies wird durch eine Auswertung 
der von GUNTHER” angegebenen 
Formel fiir Strahlformen bestatigt. 
Mit einem entsprechenden von legs 
unabhangigen Ansatz 


Dees) (76) 


(6 Proportionalitatskonstante) wird 


“korr — [1 + 4% — 3 (m t)*]. (77) 


Diese Gleichung ist nur fiir /,,,>0, 
d.h. fiir 4.21 giiltig. Fiir J.¢¢—>0 
geht die Strahlbildung von der 
Wolke im Kanalinnern auf die 
Kratzensteinsche Wolke iiber, de- 
ren Emission in Gl. (77) nicht 
beriicksichtigt ist. 


Kurve c in Fig. 11 wurde mit Gl. (77) fiir einen durch die MeBpunkte 
nahegelegten Wert 8 =0,05 berechnet. Die Ausdehnung der Wolke in 
Achsenrichtung betragt demnach nur 5% des Durchmessers B. 

Nach diesen Ergebnissen spielt die Extinktion durch eine Gaswolke 
vor den Kanalausgangen bei Diisenkanonen von z.B. 1 cm? Querschnitt 
bis zu verhaltnismaBig kleinen Richtwerten keine wesentliche Rolle. 
Die Einzelstrahlen einer Diisenkanone kénnen einfach addiert werden. 


10 GUNTHER, K.-G.: Z. angew. Phys. 9, 550 (1957). 


Theorie der Molekularstrahlerzeugung mit langen Kandlen 311 


d) Zur Priifung der Theorie 


Obgleich Diisenkanonen gerade fiir die Molekularstrahlerzeugung in 
Ammoniak-Molekiiloszillatoren wichtig geworden sind, stellt NH, offen- 
bar eine fiir die Strahlerzeugung mit Kanilen besonders ungeeignete 
Substanz dar. Im Vergleich mit neun anderen Gasen fanden BARRER 
und Grove", daB NH, im Poiseuille-Gebiet eine bemerkenswerte Ober- 
flachendiffusion und im Knudsen-Gebiet einen zu groBen Strémungs- 
widerstand aufweist. GIORDMAINE und WANG? berichten von Schwierig- 
keiten beim Nachweis von NH,-Strahlen in Stern-Pirani-Manometern. 
Moéglicherweise spielt die in Masern ausgenutzte leichte Ablenkbarkeit 
der NH;-Molekiile durch elektrische Felder auch bei der Strahlbildung 
eine Rolle. 


Die experimentelle Priifung der theoretischen Ansadtze sollte daher 
zweckmaBig mit Molekiilen erfolgen, deren Wechselwirkung klein ist. 
Weitere Untersuchungen unter Verwendung von nur wenigen Kandlen 
miiBten den Ubergang x ~N~! nachx~N73 (abgesehen vom Miindungs- 
effekt) bei kleinen Richtwirkungen zu erfassen versuchen. SchlieBlich 
ware von Interesse, ob oberhalb von ie wie es nach Abschnitt 6a erwartet 
werden kann, x ~N~? wird. 


7. Zusammenfassung 


Nach einer von GIORDMAINE und WANG entwickelten Theorie der 
Bildung von Molekularstrahlen aus parallelen Kandlen, deren Lange 
groB gegen die freie Weglange der Molekiile ist, sollte die Strahlstarke 7 
in Achsenrichtung proportional zu N? sein (N Gasdurchflu8). Dies steht 
im Widerspruch zu empirischen Ergebnissen an NH,-Molekularstrahlen, 
die vom Verfasser in einer friiheren Arbeit mitgeteilt worden waren und 
nach denen in einem weiten DurchfluBbereich 7 ~N? ist. Messungen von 
GIORDMAINE und WANG an CO,-Molekularstrahlen bestatigen nach 
Meinung der Autoren ihre Theorie. Diese Messungen wurden vom Ver- 
fasser erneut ausgewertet, und es wird gezeigt, daB sie dagegen am besten 
durch die empirische Beziehung 7 ~WN' beschrieben werden. Die aus den 
Messungen am NH, und CO, berechneten Richtwerte weichen von den 
theoretischen um so mehr nach unten ab, je enger die Kanale und je 
groBer die Richtwerte sind. 


Zur Verbesserung der Theorie von GIORDMAINE und WANG wird 
diese durch Beriicksichtigung der Druckstauung an den Kanalmiindun- 
gen erweitert. Es wird sodann ein weiteres verhaltnismaBig einfaches 
theoretisches Verfahren zur Berechnung der Richtwirkung von Kanalen 


11 BaRRER, R.M., and D.M. Grove: Trans. Faraday Soc. 47, 826, 837 (1951). 
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angegeben, das unter Verwendung des Begriffes einer ,,effektiven Kanal- 
lange‘‘ bei Anwendung auf runde Kanile zu praktisch den gleichen Aus- 
sagen wie die verbesserte Theorie von GIORDMAINE und WANG fiihrt. 
Mit diesem Verfahren werden dann die Richtwerte von verschieden ge- 
formten Kandlen und von zusammengesetzten Strahlquellen berechnet. 
Auf Grund der Rechnungen sollten Strahlquellen, die aus wenigen Spal- 
ten aufgebaut sind, gegeniiber den aus runden Kandlen bestehenden 
Strahlquellen nur geringfiigig unterlegen sein. Dies wird durch die 
bereits mitgeteilten Messungen am NH, qualitativ bestatigt. 


AnschlieBend wird gezeigt, da8 ein Teil der verbleibenden Diskrepanz zwischen 
den theoretischen und den experimentellen Ergebnissen durch einen Ubergang vom 
gaskinetischen zum totalen StoBquerschnitt beseitigt werden kann. SchlieBlich 
werden der EinfluB einer Oberflachendiffusion auf den Kanalwanden und die 
Wirkung der vor der Diisenkanone befindlichen Wolke auf die Strahlbildung dis- 
kutiert. 
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Unterschiedliche ferroelektrische Eigenschaften 
in verschiedenen Gebieten von Seignettekristallen 
Von 
Horst E. MUser und HAns-GUNTHER UNRUH 
Mit 7 Figuren im Text 


(Eingegangen am 13. Dezember 1960) 


In Seignettesalz-Einkristallen gibt es verschiedene Gebiete, die sich durch ihre 
dielektrischen Eigenschaften (Curie-Temperatur, maximale Dielektrizitatskonstante, 
Form der Hystereseschleife) unterscheiden. Je ein Gebiet besteht aus den Kristall- 
teilen, in denen wahrend des Wachstums das Material an die gleiche Kristallflache 
angelagert wurde (Wachstumsgebiet). Als Ursache fiir die unterschiedlichen Eigen- 
schaften werden chemische und strukturelle Fehlordnungen angenommen. Der 
Einflu8 eines geringen Zusatzes von Ammonium-Natrinm-Tartrat wird naher unter- 
sucht. 


1. Einleitung 


Friihere Untersuchungen haben gezeigt, daf die obere Curie-Tem- 
peratur von Seignettesalz davon abhangig ist, an welcher Stelle die 
untersuchte Probe aus ein und demselben Einkristall herausgeschnitten 
wird. In dem Kristallteil, der durch alle ehemaligen duBeren (001)- 
Flachen gebildet wird — friiher Gebiet I, in dieser Arbeit {001 }-Gebiet 
genannt — wurde ein um etwa 0,5° hoherer oberer Curie-Punkt gefunden 
als im itibrigen Kristall?. Bei dem Ziel, den entsprechenden Effekt auch 
fiir den unteren Curie-Punkt zu erfassen, wurden fiir beide Curie-Punkte 
neue Einzelheiten beobachtet, iiber die hier berichtet werden soll. 

Als Curie-Punkt wird dabei stets die Temperatur bezeichnet, bei der 
die Dielektrizitatskonstante (DK) in der ferroelektrischen Richtung ein 
Maximum annimmt. 

Die Kristalle wurden aus einer bewegten Losung geziichtet. Das 
ZiichtungsgefaB hing an einem Faden in einem Thermostaten, dessen 
umgepumpte Badfliissigkeit es in unregelmaBige Bewegung versetzte. 
Hierdurch wurde der Kristall, der an einem in Richtung der b-Achse 
eingeschmolzenen Draht aufgehdéngt war, von allen Seiten mit frischer 
Lésung bespiilt und wuchs ohne sichtbare Stérungen bis zu Linear- 
abmessungen von 5 cm. Diese GréBe reichte fiir unsere Untersuchungen 
aus. Auf er durch Temperatursenkung (je Kristall 1 bis 2°) wurden auch 
Kristalle bei konstanter Temperatur durch Wasserentzug (Durchleiten 


1 Miser, H. E., u. H. FLUNKERT: Z. Physik 150, 21—32 (1958). 
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eines trockenen Luftstromes durch das ZiichtungsgefaB) geziichtet. Ein 
EinfluB der Ziichtungsmethode auf die Kristalleigenschaften wurde nicht 
festgestellt. Die lineare Wachstumsgeschwindigkeit wurde wahrend des 
gesamten Ziichtungsvorganges etwa konstant gehalten (etwa 0,3 cm/Tag). 

Die DK wurde aus Kapazitatsmessungen und den Abmessungen der 
Platten (X-Schnitte, meist achsparallel, etwa 1 mm dick) ermittelt. Die 
elektrische MeBgenanigkeit betrug -—0,3% -+0,1 pF. Unter Einbezie- 
hung aller Fehlerquellen (Temperatur, Kristallabmessungen) kann die 
DK auf etwa 3% genau angegeben werden. Die MeBspannung betrug 
etwa 80 mV. 

Die Luftfeuchtigkeit wurde gegeniiber unseren friiheren Unter- 
suchungen! von 79 auf 56% herabgesetzt. Dadurch wird der bei einigen 
Experimenten stérende Leitungsstrom verringert und der obere Curie- 
Punkt um etwa 0,2° verschoben?. Die Aufspaltung der Curie-Punkte 
der verschiedenen Gebiete scheint hierdurch jedoch nicht beeinfluBt zu 
werden. 


Infolge der weiter verbesserten Ziichtungs- und Prapariertechnik 
lagen die am Curie-Punkt gemessenen DK-Werte im Durchschnitt noch 
hoher als frither. Viele Kristalle hatten relative Dielektrizitatskonstanten 
iiber 20000; die héchste gemessene DK betrug (am unteren Curie-Punkt) 
30300. Die schon friither ausgesprochene Vermutung, da die DK am 
Curie-Punkt allein durch Kristallfehler begrenzt wird, wird hierdurch 
weiter gestiitzt. 

Hohe DK-Werte sind fiir die vorliegenden Untersuchungen sehr er- 
wiinscht. ZweckmaBig tragt man fiir die Auswertung die reziproke DK £, 
fur die der kurze Name Dielektrizitatsmodul vorgeschlagen wurde, gegen 
die Temperatur auf. Je naher die dabei erhaltene Kurve an Null heran- 
kommt, desto besser lassen sich Feinheiten beziiglich der Curie-Punkte 
analysieren. Je niedriger die maximale DK ist, desto ungenauer wird 
die Angabe des Curie-Punktes infolge der Abrundung der Kurve in der 
(8, T)-Darstellung, wo T die Temperatur bedeutet. 


2. Dielektrische Messungen am oberen Curie-Punkt 

In Fig. 1 sind MeBwerte des Dielektrizitatsmoduls von drei groBen 
Kristallplatten aus einem Ausgangskristall dargestellt. Statt der nach 
unseren friiheren Untersuchungen! bei zwei diskreten Temperaturen 
erwarteten Minima ist nur bel 23,56° C ein gemeinsames Minimum zu 
erkennen. Durch geeignetes Zerschneiden der Platten fanden wir, daB 
diese Temperatur der Curie-Punkt des {001}-Gebietes war. Der iibrige 
Verlauf der drei Kurven ist dadurch bedingt, da8 der zum {001!-Gebiet 


2 Kawal, H.: J. Phys. Soc. Japan 3, 105—113 (1948). 
3 MtsrEr, H. E.: Z. angew. Phys. 12, 301—306 (1960). 
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komplementare Kristallteil — frither! Gebiet II genannt — noch wieder 
aus unterschiedlichen Gebieten besteht. Das Gebiet II wird im allgemei- 
nen durch die natiirlichen Flachen (210), (110) und (010) begrenzt. Wir 
schnitten daher aus den Kristallplatten Teile heraus, die im Verlauf 
des Wachstums duBere (210)-, (110)- bzw. (010)-Flachen waren. Die 
hierdurch gekennzeichneten Wachstumsgebiete wollen wir mit {210}-, 
{110}- bzw. {010}-Gebiet bezeichnen. Tatsachlich besitzt jedes dieser 
Gebiete einen diskreten Curie- 
Punkt. 

Bei der Zerschneidung ist zu 
beachten, daB sich die Kristalle 
im Laufe der Ziichtung nicht 


X- Schnitt 


(270) 


| 
22,6 22,8 23,0 232 234% 236 23,8 240°7 
Fig. 1 Fig. 2 
Fig. 1. Dielektrizitatsmodul 6 in der Nahe des oberen Curie-Punktes fiir Platten aus demselben Einkristall. 
Die Kurven 111, 112 und 113 wurden an Platten gemessen, die einen Schnitt durch den ganzen Kristall 
darstellen, die Kurve 112/1 an einem kleinen Teilsttickchen aus dem {001}-Gebiet 

Fig. 2. Die wahrend des Wachstums beobachteten Lagen der Ecken der Prismenflache (001) eines Kristalls. 
Wird die eingezeichnete Platte, ,,X-Schnitt‘‘, vermessen, so werden die Curie-Punkte des {110}- und des 
{001}-Gebietes deutlich in Erscheinung treten. Der Curie-Punkt des {210}-Gebietes ist wegen des geringen 
Flachenanteiles hochstens andeutungsweise zu beobachten 


einfach proportional vergréBern. Die oben definierten {ik/}-Gebiete 
haben also gekriimmte Begrenzungsflachen, die wir in einem Fall durch 
haufiges Photographieren eines Kristalls wahrend der Ziichtung ermittel- 
ten (Fig. 2). Im iibrigen beschrankten wir uns auf so kleine Kristall- 
plattchen, daB diese mit groBer Sicherheit ganz in dem jeweiligen Ge- 
biet lagen. Auf diese Weise wurde nur in einem unter etwa 50 Fallen 
ein Kristallplattchen einem ,,falschen“ Gebiet zugeschrieben, und es war 
sogar recht selten, da8 ein kleiner Teil eines Nachbargebietes mit erfaBt 
wurde. Bei den durch Fig. 1 beschriebenen drei groBen Kristallplatten 
ergab die Zerschneidung der Reihe nach die Curie-Punkte 22,79, 23,00, 
23,30 und 23,56° fiir die Gebiete {010}, {110}, {210} und {001}. Diese 
Reihenfolge fanden wir an allen untersuchten Kristallen. 
Z. Physik. Bd. 162 22 
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Ein weiteres Beispiel fiir eine derartige Trennung ist in Fig. 3 ange- 
geben. Die Curie-Punkte dieses Kristallblocks liegen fiir die vier auf- 
gezahlten Gebiete bei 23,04, 23,26, 23,50 und 23,81°. Ein Kristall, der 
speziell so geziichtet war, daB er auch ein {100}-Gebiet enthielt, zeigte 
fiir dieses Gebiet einen weiteren Curie-Punkt, der etwa 0,1° hoher lag 
als der Curie-Punkt des {210}- 
Gebietes. £70" 

Insgesamt konnten wir aus # 
unseren Messungen die folgenden 
Tatbestande entnehmen: 

1. Jedes {hkl}-Gebiet besitzt . 
einen eigenen oberen  Curie- 
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Block Nr7 era aS 228 230 23,2 234% 236 238 240 242°7 


a b 
Fig. 3. a Aufteilung eines Kristallblocks zur Isolierung der {hk/}-Gebiete. AuBer den eingezeichneten 
Plattchen wurden noch weitere vermessen b Dielektrizitatsmodul 6 in der Nahe des oberen Curie-Punktes 
fiir die vier verschiedenen Gebiete des Kristallblocks 7 aus Fig. 3a 


Punkt, der unabhangig davon ist, ob innerhalb des {hkl}-Gebietes noch 
Unterschiede in den erreichten Maximalwerten der DK oder beziiglich 
der Domanenstruktur bestehen. Durch Zerschneiden der Kristalle wird 
der Curie-Punkt nicht verandert. 


2. Die DK-Werte im Curie-Punkt legen durchschnittlich bei Platten 
aus den {001}- und {210}-Gebieten héher als bei Platten aus den {110}- 
und {010}-Gebieten. 

3. Die absolute Lage und die Aufspaltung der Curie-Punkte der 
{hk1}-Gebiete sind in verschiedenen Kristallblécken im allgemeinen 
verschieden. Die Reihenfolge, in der die {hki\-Gebiete aufeinander 
folgen, wenn man sie nach steigenden Curie-Punkten anordnet, ist jedoch 
in allen Kristallblécken gleich, namlich {010}-, {110}-, {210}-, ({100}-) 
und {001}-Gebiet. 

An dieser Stelle sei erwahnt, da8 Ausgangssubstanz fiir die Kristall- 
zichtung Seignettesalz (p.a.) der Firma Merck mit weniger als 0,03 
Gew.-% Verunreinigungen war. 
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Nach Ergebnis 3 ist die Aufspaltung der Curie-Punkte von Kristall- 
block zu Kristallblock im Gegensatz zu den friiheren Beobachtungen! 
unterschiedlich. Den Grund fiir diese Diskrepanz werden wir im nachsten 
Abschnitt erkennen. Die Ergebnisse 1 und 2 sind mit der fritheren Arbeit 
in Ubereinstimmung und bringen dariiber hinaus nur die Unterteilung 
des Gebietes II in drei (bzw. vier) Teilgebiete. 


3. Die Abhangigkeit der Aufspaltung 
von der absoluten Lage des Curie-Punktes 
und der Ziichtungstemperatur 


Da wir jetzt vier Gebiete unterscheiden, muB die Aufspaltung der 
Curie-Punkte auf ein beliebiges der vier Gebiete bezogen werden. Wir 
wahlten als Bezugsgebiet das {210}-Gebiet, das eine fast stérungsfreie 
Doméanenstruktur und hohe Maximalwerte der DK am Curie-Punkt auf- 
weist. Bezeichnen wir den Curie-Punkt eines {ik/}-Gebietes mit T,,, p1), 
so beschreiben wir also die Aufspaltung der Curie-Punkte durch die 
GréBe AT, .;= T.(210) r= Ten kl) 

Tragt man fiir verschiedene Kristalle A7,,,; gegen T,(2,9) auf, so laBt 
sich zunachst keine GesetzmaBigkeit erkennen. Die Aufspaltung wird 
sicher durch Unterschiede im Fremdstoffgehalt oder in den Baufehlern 
verursacht. Man mu daher an die Méglichkeit denken, daB auch die 
Ziichtungstemperatur T, ein fiir die Aufspaltung entscheidender Para- 
meter ist, weil sich z.B. die Haufigkeit von Baufehlern in verschiedenen 
{hkl}-Gebieten auch in verschiedener Weise mit der Ziichtungstempera- 
tur andern kann. 

Tragt man AT,,,; gegen T, auf, so ist wiederum keine Systematik 
zu erkennen. In der Tat wird bei dieser Auftragung der EinfluB der 
absoluten Lage des Curie-Punktes (der z.B. ein MaB fiir die gesamte 
Verunreinigung des Kristallblocks sein kénnte) nicht beriicksichtigt. 


Um die Abhangigkeiten von T,(.,9) und 7, zu trennen, kann man 
folgendermaBen vorgehen: Man verbindet je zwei Punkte (47,,,, T.), 
die zu je zwei Kristallen mit nahezu gleichem Curie-Punkt 7; (19) geh6ren, 
durch eine Gerade. Wenn T,/.:9) und T, die beiden einzigen fiir die Auf- 
spaltung entscheidenden Parameter sind und wenn man die Abhangig- 
keit der Aufspaltung von T, durch eine lineare Beziehung approximieren 
kann, so miissen die erhaltenen Geraden parallel verlaufen. Bei den von 
uns untersuchten Kristallblécken waren zwei Paare mit jeweils gleichem 
Curie-Punkt T2919). Die nach dem obigen Verfahren erhaltenen Geraden 
waren tatsichlich fiir jedes Gebiet parallel, und zwar fielen sie fiir die 
{010}- und {110}-Gebiete kaum merklich, fiir das {001}-Gebiet starker 
mit steigender Temperatur ab. (475 ist definitionsgemaB Null.) 
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Dadurch ist es méglich, den Einflu8 der Ziichtungstemperatur in 
der (A Tj,,41, Ze(e1))-Darstellung zu eliminieren. Wir korrigierten auf diese 
Weise auf eine (willkiirliche) Ziichtungstemperatur von 20,0°, d.h. wir 
anderten alle AZ;,,,-Werte um den Betrag, den die oben beschriebenen 
Parallelen zwischen 20,0° und der jeweiligen Ziichtungstemperatur auf 
der Ordinate abschneiden. Die auf diese Weise korrigierte Aufspaltung 
der Curie-Punkte liBt nun eine lineare Abhangigkeit von der absoluten 
Lage des Curie-Punktes erkennen (Fig. 4a). 

Die so gefundene Abhangigkeit der Aufspaltung von der absoluten 
Lage der Curie-Punkte 1aBt sich nun dazu verwenden, die (Atjer TA 
Darstellung auf eine bestimmte Lage des Curie-Punktes zu korrigieren. 
Alot Ah x 
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Fig.4. a Abhangigkeit der Curiepunktsaufspaltung von der absoluten Lage des Curie-Punktes des {210}- 
Gebietes. Die Werte AT, ,% 1 sind auf eine Ziichtungstemperatur T7,=20° C korrigiert b Abhangigkeit der 
Curiepunktsaufspaltung von der Ziichtungstemperatur. Die Werte 47,%, sind auf eine absolute Lage des 
Curie-Punktes T. (210} =23,50° C korrigiert 


Dies wurde fiir 7, (219 = 23,50° durchgefiihrt und ergab die in Fig. 4b 
dargestellte Abhangigkeit. 

Fig. 4a und b wiirde man ebenso erhalten, wenn man zunachst in 
der (A T,, 1, T-(219))-Darstellung aus je zwei Kristallen mit nahezu derselben 
Ziichtungstemperatur den EinfluB der absoluten Lage des Curie-Punktes 
erfassen und damit als erstes die korrigierte (A7,,,, T,)-Darstellung 
(Fig. 4b) gewinnen wiirde. Natiirlich sind bei all diesen Betrachtungen 
mit ,,linearen Beziehungen‘’ Naherungen gemeint, die jedoch fiir den 
erfaBten Temperaturbereich offenbar ausreichen. 

An dieser Stelle 1aBt sich auch klaren, warum frither die Abhangig- 
keit der Aufspaltung von der absoluten Lage des Curie-Punktes nicht 
gefunden wurde?. Zunachst einmal konnten wir nachtraglich feststellen, 
daB wir friiher als Reprasentanten des Gebietes II nahezu ausschlieBlich 
Platten verwendet haben, die aus dem {110}-Gebiet (mit kleinen Ein- 
schliissen des {210}-Gebietes) stammten, namlich Platten aus Keimnihe, 
die noch eine recht groBe Flache hatten, aber den Keim nicht mehr 
enthielten (vgl. Fig. 2). Der Curie-Punkt des {210}-Gebietes wurde bei 
den alten Messungen nicht bemerkt, weil die untersuchten Kristalle 
niedrigere maximale DK-Werte hatten und die elektrische MeBgenauig- 
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keit geringer war. Eine nachtragliche kritische Priifung zeigte jedoch 
auch bei den alten Messungen gelegentliche Andeutungen des Curie- 
Punktes des {210}-Gebietes, so da fiir die damals aus ruhender Lésung 
geziichteten Kristalle die hier angegebenen Beobachtungen ebenfalls zu- 
treffen diirften. 

Vergleichen wir nun in Fig. 4 das {001}- mit dem {110}-Gebiet, so 
sehen wir, daB gerade fiir diese beiden Gebiete eine Abhangigkeit der 
Differenz T, (991) —T(19) von der absoluten Lage der Curie-Punkte nicht 
existiert. Die Differenz hangt vielmehr nahezu allein von der Ziichtungs- 
temperatur ab. Das fiihrte bei der alten Auftragung der Differenz gegen 
die absolute Lage des Curie-Punktes zu der véllig unsystematischen 
Schwankung von 0,05°. Ohne Korrekturen liefert eine Auswertung der 
neuen Messungen T} 991) — T,a10)= 9, 53 £0,06°, was mit der alten Angabe 
0,47 +0,05° in befriedigender Ubereinstimmung ist, zumal eine andere 
Seignettesalzlieferung als Ausgangssubstanz diente. Entgegen unseren 
friiheren Argumenten miissen wir jetzt jedoch den SchluB ziehen, daB 
Verunreinigungen maBgeblich an der Aufspaltung beteiligt sind. 

Bekanntlich verschieben Fremdstoffe den oberen Curie-Punkt in der 
Regel nach unten’. Nimmt man dies als Ursache fiir die unterschied- 
liche Lage der Curie-Punkte an, so miiBte in Fig. 4a die Reinheit der 
Kristalle von links nach rechts zunehmen. Den Anstiegen der einzelnen 
Geraden in Fig. 4a kann man entnehmen, daf die Fremdstoffe im {010}- 
Gebiet am starksten, im {110}- und {001}-Gebiet etwa in gleicher Weise 
und im {210}-Gebiet am samchsien Milecbant werden. Tatsadchlich 
gilt diese Reihenfolge fiir den Einbau von Ammonium (vgl. Abschnitt 5). 

Unerklart bleibt damit aber, warum der Curie-Punkt im {001 }-Gebiet 
hdher liegt als in den anderen Gebieten. Fiir die Deutung dieser Tat- 
sache kann man an folgende, bereits friiher® ausfithrlich diskutierte 
Moglichkeiten denken: 

4. Es ist eine Fremdsubstanz in all unseren Kristallen in etwa gleicher 
Konzentration vorhanden, aber jeweils im {001}-Gebiet viel schwacher 
als in den iibrigen Gebieten. Allerdings werden viele Fremdstoffe gerade 
im {001}-Gebiet starker eingebaut®. 

2. Es ist eine Fremdsubstanz in all unseren Kristallen in etwa gleicher 
Konzentration vorhanden, die im {001}-Gebiet staérker eingelagert wird 
und die den Curie-Punkt nach oben verschiebt. Stoffe mit der letzt- 
genannten Eigenschaft sind aber kaum bekannt. 

3. Die Geraden in Fig. 4a sind nur fiir den erfa8ten Temperatur- 
bereich als Naherungen brauchbar. 


a ‘Cay, by, W. G.: Piezoelectricity. New York: McGraw Hill 1946. 
5 Unruu, H.-G.: Diplomarbeit, Universitat Munster 1959. 
6 KonsTANTINOvA, V.P., and V. A. Jurtn: Soviet Phys. — Crystallography 


2, 290—292 (1957). 
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4. Der Unterschied wird durch Strukturfehler hervorgerufen. Daf 
dabei das {001}-Gebiet eine Sonderstellung einnehmen kann, erscheint 
durchaus denkbar, wie schon ein Blick auf einen Kristallblock zeigt: 
Die (001)-Flache bildet Boden- und Deckflache der prismatischen Kri- 
stallsdule und hebt sich gegeniiber den 10 (bis 12) Prismenflachen rundum 
deutlich ab. Ebenso wird die relativ starke Abhangigkeit der Differenz 
zwischen dem Curie-Punkt des {001}-Gebietes einerseits und den Curie- 
Punkten der drei anderen Gebiete andererseits von der Ziichtungs- 
temperatur eher durch Baufehler plausibel als durch den Einbau von 
Fremdstoffen. Ferner treten im {001}-Gebiet bevorzugt 6-Domanen, in 
allen anderen Gebieten fast nur c-Domanen auf. Die Neigung zur 
b-Domanenbildung deutet auf spezielle Strukturfehler hin. Méglicher- 
weise haben diese die Eigenschaft, den Curie-Punkt nach oben zu ver- 
schieben. 

Wenn man das {001}-Gebiet beiseite laBt, so folgt durch Extra- 
polation aus Fig. 4a fiir 24,8° das Verschwinden der Aufspaltung. Mit 
Deutung 4 ware diese Temperatur der obere Curie-Punkt von vollig 
reinem Seignettesalz mit den Baufehlern, wie sie in den untersuchten 
{hkO}-Gebieten vorhanden sind. 

Ein weiterer fiir die Aufspaltung wichtiger Parameter kénnte die 
Wachstumsgeschwindigkeit sein. Sie war bei unseren Kristallen etwa 
gleich. Wir k6nnen deshalb hierzu keine genauen Angaben machen, 
haben jedoch einige Anhaltspunkte dafiir, daB die Wachstumsgeschwin- 
digkeit nicht fiir die hier betrachteten Effekte entscheidend ist. 


4. Dielektrische Messungen am unteren Curie-Punkt 


Hohe DK-Werte treten nur an mechanisch freien Kristallen auf. 
Fiir véllig geklemmte Kristalle iiberschreitet die relative DK bei keiner 
Temperatur den Wert 250. Auch eine konstante mechanische Vor- 
spannung beeinfluBt die DK. So wird z.B. durch einen Schub in der 
bc-Ebene von etwa 20 p/mm? die DK am Curie-Punkt auf 1000 herab- 
gesetzt. Innere Spannungen sind aber infolge des Auftretens der Doma- 
nenstruktur zu erwarten’. Ihr Ausheilen macht sich als Nachwirkungs- 
erscheinung in einer allmahlichen Anderung der DK bemerkbar. Bei 
Abkihlung von Zimmertemperatur auf etwa — 20° wird stets der ferro- 
elektrische Temperaturbereich durchlaufen, wobei ein komplizierter, mit 
abnehmender Temperatur immer langsamer werdender Nachwirkungs- 
vorgang ablauft. Daher ist das Verhalten am unteren Curie-Punkt stark 
vom Abkiihlungsvorgang abhangig. Die mit der Domanenstruktur ver- 
kniipften Nachwirkungserscheinungen wurden von uns dadurch ausge- 
schaltet, da wir die Kristalle in einem elektrischen 50-Hz-Feld (etwa 


* Miser, H.E.: Z. angew. Phys. 10, 249—254 (1958). 
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200 kV/m) abkiihlten. Auf diese Weise kann ein spannungsarmer Zu- 
stand, der sich oberhalb des oberen Curie-Punktes einstellt (die Kristalle 
wurden vor Beginn der Messungen etwa 10 Std lang auf 30° gehalten), 
auf den unteren Curie-Punkt iibertragen werden, und die Messungen 
werden auch dort reproduzierbar. 
Die in Abschnitt 2 angegebenen 
allgemeinen Ergebnisse bleiben da- B 
bei giiltig, nur wird die Reihenfolge — ¥ 
der Curie-Punkte vertauscht: Das 
{001}-Gebiet hat den hdéchsten 
oberen und den tiefsten unteren 
Curie-Punkt, das {010}-Gebiet den 
tiefsten oberen und den héchsten 
unteren Curie-Punkt. Der Maximal- 
wert, den die DK am unteren 
Curie-Punkt annimmt, steigt durch 


die Abkiihlung im Wechselfeld 
erheblich; er lhegt meistens hoher 
als der Maximalwert derselben fe ‘ 
Platte am oberen Curie-Punkt. “ 


Als Beispielyist im Wigs 5 der 

é Sree once : ete: il at nt 
Dielektrizitatsmodul in der Nahe 782 “160 T78 -116 7% 12 “170 Wee °F 
des unteren Curie-Punktes fiir die Fig. 5. Dielektrizitatsmodul 6 in der Nahe des 
verschiedenen Gebiete eines Kri- unteren Curie-Punktes fiir vier verschiedene Gebiete 


f : eines Einkristalls. Die Platten wurden in einem 
stalls dargestellt. DieunterenCurie-  starken elektrischen 50-Hz-Feld abgekiihlt. Im 


Bunkie legen fir die. Gebiete {arises Bae aside te Kuve 
{010}, {110}, {210} und {001} der Curie-Punkt liegt 

Reihe nach bei —17,18, — 17,31, 

— 17,44 und —17,89°. Das in diesen Zahlen zum Ausdruck kommende 
Ergebnis gilt allgemein: AT}, ist dem Betrage nach gréBer als am 
oberen Curie-Punkt, wahrend A7,,) und A 7). kleiner sind. 

Im allgemeinen wird durch Einfliisse verschiedener Art der untere 
Curie-Punkt weniger stark verandert als der obere; das gilt z.B. fiir die 
meisten Fremdstoffzusaétze oder fiir den Einflu8 hydrostatischen 
Druckes*. Das {001}-Gebiet, das sich am unteren Curie-Punkt starker 
von den anderen Gebieten abhebt als am oberen, nimmt also in dieser 


Beziehung wieder eine Sonderstellung ein. 


—O—o— {907 ie Gebler 


70" { 
See 270}- Gebjet 
{ 


——+ { 770}- Cebjet 
—~—= {070}-Gebiet 


NS 
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5. Seignettesalzkristalle mit Ammoniumzusatz 


Verunreinigungen werden in verschiedenen Wachstumsgebieten in 
unterschiedlicher Konzentration eingelagert. So wird z.B. Cu von 
Seignettesalz praktisch nur im {001}-Gebiet eingebaut®. Quantitative 
Angaben iiber die Verteilung von Fremdstoffen auf die verschiedenen 
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Wachstumsgebiete sind uns jedoch nicht bekannt. Ebenso scheint bisher 
nicht untersucht worden zu sein, ob auch isomorphe Fremdstoffe in 
unterschiedlicher Konzentration in die einzelnen Gebiete eingelagert 
werden. 

Andererseits sind iiber die Ursache der Aufspaltung einige Angaben 
moglich, wenn die Fremdstoffverteilung auf die verschiedenen Gebiete 
genauer bekannt ist. Erste Informationen lassen sich erhalten, indem 
man einen bekannten Fremdstoff in bekannter Konzentration beimischt. 
Wir beschrankten uns hierbei vorlaufig auf einen Zusatz von Ammonium- 
Natrium-Tartrat, das mit Seignettesalz beliebig mischbar ist und bei 

einer Konzentration von 2,5 Mol-% die 

tae spontane Polarisation vollstandig verhindert®. 
Molprozent NHZ Wir ziichteten nach dem Temperatur- 

" senkungsverfahren drei Kristalle aus einer 
Lésung, deren Ammoniumgehalt zunachst 


Gebiet 


Kristall I, Kristall III 


{010} | 0,376 | 1,09 geringer als 0,03% (Kristall I), dann 0,20% 


to, | Soke | fo) (Kristal I) und schlieBlich 0,65% —(Kri- 
{001} } 0,346 | 1,02 stall III) betrug. Der Ammoniumgehalt der 


verschiedenen Wachstumsgebiete wurde nach 
Gotta und SeEexHor® kolorimetrisch bestimmt. Wir priiften, daB 
Seignettesalz die chemischen Reaktionen nicht stért. Die MeBgenauig- 
keit betrug 1,5% vom Ammoniumgehalt. 


In Tabelle 1 ist das Ergebnis der Analysen wiedergegeben. Die 
Ammoniumkonzentration sinkt so, wie es in Abschnitt 3 fiir die unbe- 
kannten Verunreinigungen vermutet wurde: Das {010}-Gebiet enthalt 
am meisten, die {110}- und {001}-Gebiete praktisch gleich viel und das 
{210}-Gebiet am wenigsten Ammonium. Es kann jedoch mit Sicherheit 
gesagt werden, da die Aufspaltung der Curie-Punkte bei den ,,reinen“ 
Kristallen nicht auf eine Verunreinigung mit Ammonium zuriickzu- 
fiihren ist. 


Die Kristalle enthalten relativ wesentlich mehr Ammonium als die 
Lésung. Die Lésung verarmt daher wahrend der Ziichtung an Ammo- 
nium, so da8 innerhalb jedes Gebietes ein allmahlicher Abfall der 
Ammoniumkonzentration vom Keim nach auSen hin erfolgen muB. 
Dies macht sich dadurch bemerkbar, da8 kleine Piatten desselben 
Gebietes etwas verschiedene Curie-Punkte, gréBere Platten eine abge- 
rundete Kurve in der (8, T)-Darstellung haben. Die erreichten Maximal- 
werte der DK liegen jedoch praktisch ebenso hoch wie bei den reinen 
Kristallen. Die héchsten DK-Werte waren bei Kristall II 18100, bei 
Kristall III 21700. 


8 Maxita, Y., and Y. Takaat: J. Phys. Soc. Japan 13, 367—377 (1958). 
® Gotta, A., u. H. SEEHOF: Z. anal. Chem. 124, 216—226 (1942). 
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Die beschriebene Abhangigkeit des Curie-Punktes vom Ort in einem 
Gebiet kann natiirlich auch bei den ,,reinen“ Kristallen auftreten, denn 
fast alle Verunreinigungen werden entweder in der Mutterlauge (Reini- 
gung durch Umkristallisierung) oder im Kristall (wie Ammonium) ange- 


Tabelle 2 
Kristall-Nr. | I II Ill 
T. (210) 23,75 22,15 18,50 
AT 510 0,37 0,71 1,80 
AT 19 0,20 0,45 0,78 
AT yo1 — 0,41 = O20 0,43 
T-(210) = 417,56 722 — 16,33 
AT oi — 0,26 = 0343 — 0,78 
ATi 19 =O — 0,32 — 0,24 
AT oo1 Oh 0,65 0,52 


reichert werden. Die gesamte Verschiebung der Curie-Punkte ist jedoch 
bei den ,,reinen“ Kristallen zu gering, als daB derartige Feinheiten noch 
erfaBt werden kénnten. 

Die Lage der Curie-Punkte fiir die Ammoniummischkristalle ist aus 
Tabelle 2 zu entnehmen. Der Einflu8 der Ziichtungstemperatur ist nicht 
beriicksichtigt ; sie wurde insgesamt nur um wenige Grad gedndert. Es 
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Fig. 6. Verschiebung der Curie-Punkte in Abhangigkeit von der analytisch festgestellten Ammoniumkonzen- 
tration. Kurve / gilt fiir den oberen, Kurve 2 fiir den unteren Curie-Punkt. Die beiden MeBpunkte am 
weitesten rechts auf jeder Kurve sind einer Arbeit von Maxita und Taxacr* entnommen 


sei darauf hingewiesen, daB bei Kristall III die Reihenfolge der oberen 
Curie-Punkte fiir die Gebiete {210} und {001} vertauscht ist. Dieses 
Verhalten ist bei einer Extrapolation von Fig. 4a zu kleinerem T),o19), 
d.h. starkerem Fremdstoffgehalt, zu erwarten. 

In Fig. 6 ist die durch den Ammoniumzusatz bedingte Verschiebung 
der Curie-Punkte aller vier Gebiete gegeniiber dem Curie-Punkt des 
jeweiligen Gebietes aus dem ammoniumfreien Kristall I in Abhangigkeit 
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von der analytisch bestimmten Ammoniumkonzentration dargestellt. 
Die Punkte aller Gebiete liegen auf einer gemeinsamen Kurve, die 
durch zwei MeBpunkte aus einer Arbeit von Maxkira und Takaci® 
ergainzt wurden. Die bei den Kristallen II und III beobachteten Ande- 
rungen der Aufspaltungen der Curie-Punkte sind also wirklich auf den 
unterschiedlichen Ammoniumeinbau zuriickzufiihren. Das legt wiederum 
die Vermutung nahe, daB die Aufspaltung der Curie-Punkte — eventuell 
mit Ausnahme der Sonderstellung des {001}-Gebietes — maBgeblich 
durch andere Fremdstoffe bedingt ist. 


6. Weitere Unterschiede zwischen den {hk l}-Gebieten 


Bekanntlich zeigen die Hysteresekurven von Seignettekristallen, die 
im ferroelektrischen Temperaturgebiet abgelagert wurden, Einschnii- 
rungen, die durch langeres Anlegen eines elektrischen Wechselfeldes zum 
Verschwinden gebracht werden kénnen. Dieses Verhalten beruht darauf, 
daB der Ubergang vom domdnenfreien Zustand zur Domanenstruktur 
eine stark inhomogene Deformationsanderung mit sich bringt, die zum 
Auftreten mechanischer Spannungen (mit entgegengesetztem Vorzeichen 
in benachbarten Domanen) Anla8 gibt. Ist also die Domanenstruktur 
spannungsfrei, so wird der elektrisch gesattigte domanenfreie Kristall 
erst nach einem langeren Ausruhvorgang spannungsfrei. Umgekehrt 
wird eine Domanenstruktur, die sich in einem domanen- und spannungs- 
freien Kristall ausbildet, erst nach einiger Zeit spannungstfrel. 


Uber diese Einschniirung der Hysteresekurve und ihre Deutung 
wurde von uns bereits frither ausfiihrlich berichtet’. Am unteren Curie- 
Punkt sind die Einschniirungen wesentlich starker und bleiben bei Feld- 
behandlung (Durchlaufen der Hystereseschleife) sehr viel langer be- 
stehen. Es ist bekannt, da stark gestérte Seignettekristalle eher zu 
Einschniirungen der Hysteresekurve neigen, wobei die Stérungen teils 
durch Fremdstoffzusatz, teils durch intensive y-Bestrahlung erzeugt 
worden sind ® 10 11, 

Wir nahmen nach einer friiher? beschriebenen Methode Hysterese- 
kurven und Strom-Spannungskurven auf. Die verschiedenen Gebiete 
zeigten charakteristische Unterschiede (Fig. 7). Im {010!-Gebiet ist die 
Koerzitivfeldstarke durchweg am héchsten und die Einschniirung am 
starksten. Das {110}-Gebiet nimmt eine Mittelstellung ein. Die {210}- 
und {001 }-Gebiete haben die geringste Einschniirung und die niedrigste 
Koerzitivfeldstarke; es sei daran erinnert, daB diese beiden Gebiete am 
Curie-Punkt die héchsten DK-Werte annehmen (Abschnitt 2). Lassen 
wir das {001}-Gebiet unberiicksichtigt, so kénnen wir also die iibrigen 


10 Jurin, A.: Dokl. Akad. Nauk SSSR. 21, 329—333 (1957). 
2 Ersyer, I. J.: Dokl. Akad. Nauk. SSSR. 21, 334339 (1957). 
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Gebiete in der gleichen Reihenfolge hinsichtlich der Koerzitivfeldstarke 
und der Einschniirung der Hysteresekurve anordnen, die wir oben schon 
wiederholt fanden. 


lempe- | /axima/e 
ratur | Aussfeuerung 


ca.35kv/m 
€0.35kV/m 
€0.70kV/m 


Fig. 7a—l. Charakteristische Hystereseschleifen und Strom-Spannungs-Kurven von Platten aus verschie- 
denen Gebieten. Die in Fig. 7a—d abgebildeten Kurven, bei denen die Einschniirungen z.T. nur in den 
Strom-Spannungs-Diagrammen zu erkennen sind, wurden nach Abkthlung von einer Temperatur oberhalb 
des oberen Curie-Punktes aufgenommen. Lat man bei 20,60° das Wechselfeld etwa eine halbe Stunde lang 
am Kristall, so verschwinden die Einschniirungen praktisch vollstandig. Fig. 7e—h wurden an denselben 
Kristallen aufgenommen, nachdem sie wieder auf eine Temperatur oberhalb des oberen Curie-Punktes 
gebracht und dann unter standigem Anliegen des Wechselfeldes abgekiihlt worden waren. Praktisch dieselben 
glatten Kurven erhalt man, wenn man bei hoheren Temperaturen (z.B. 20,6°) eingeschntirte Kurven durch 
ein Wechselfeld glattet und dann im Feld abkiihlt. Zwischen den Aufnahmen von Fig. 7e—h und 7i—1 
wurden die Kristalle 2 Tage lang ohne Feld auf —14,0° gehalten. Auch bei dieser Temperatur koénnen die 
Hysteresekurven durch ein elektrisches Feld wieder geglattet werden, das in diesem Fall jedoch etwa 2 Tage 
lang anliegen mu8. Ganz ahnliche Kurven erhalt man, wenn man ohne anliegendes Wechselfeld von einer 
Temperatur oberhalb des oberen Curie-Punktes abkiihlt. Dielektrische Verschiebung und Stromstarke sind 
in willkiirlichen Einheiten aufgetragen, die in den 4 Bildspalten nur ungefahr gleich sind. Die Feldstarke ist 
in der letzten Bildzeile gegentiber den beiden oberen Zeilen um einen Faktor 2 gestaucht dargestellt 


{270}-Gebver {007\-Gebrer {770} -Gebier {070\ -Gebjet 


7. Diskussion 


Wir haben stets diejenige Temperatur als Curie-Punkt bezeichnet, 
bei der die DK ihren Maximalwert annimmt. Es ist jedoch fraglich, 
ob dies gleichzeitig auch der Umwandlungspunkt ist, bei dem die spon- 
tane Polarisation gerade verschwindet. In beiden Curie-Punkten konnten 
noch deutliche Hystereseschleifen beobachtet werden, die am oberen 
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Curie-Punkt stets glatt, am unteren Curie-Punkt je nach der Vor- 
geschichte glatt oder eingeschniirt waren. DaS auBerhalb des ferro- 
elektrischen Gebietes ohne Feld noch eine Polarisation bestehen kann, 
ist fiir verschiedene Ferroelektrika durch Messung des Pyroeffektes 
nachgewiesen worden, der haufig auBerhalb des ferroelektrischen Gebie- 
tes auftritt, obwohl er auf Grund der Kristallsymmetrie verboten ist. 
Kiirzlich gab Fatuzzo! hierfiir eine Deutung, in der er den Pyroeffekt 
in Colemanit auf ein eingepragtes elektrisches Feld zuriickfiihrte. Die 
von Fatuzzo entwickelte Theorie ist der Form nach auch auf Seignette- 
salz ohne weiteres anwendbar. Alle bisher bekannten thermodynami- 
schen Ansdtze lassen jedoch auch bei Anwesenheit eines eingepragten 
Feldes eine Hystereseerscheinung unerklart. Es mu also noch andere 
Griinde fiir die Existenz der Hystereseerscheinung auBerhalb des ferro- 
elektrischen Gebietes (einige Zehntel Grad) geben, die uns vorlaufig 
nicht bekannt sind. Eine Ortsabhangigkeit des Umwandlungspunktes 
innerhalb der von uns untersuchten kleinen Kristallplatten aus jeweils 
einem {hk/}-Gebiet diirfte als Erklarung nicht in Frage kommen. Die 
genannte Erscheinung bleibt uns zur Zeit unverstandlich. 


Es ist mit Sicherheit anzunehmen, daB das Wachstum in Seignette- 
salz nicht grundsatzlich anders verlauft als in nicht-ferroelektrischen 
Kristallen. Daher ist zu erwarten, da in allen Kristallen kleine Unter- 
schiede zwischen den jeweiligen {hkl}-Gebieten bestehen. Bekannt sind 
Anderungen des Habitus durch Fremdstoffzusatz zur Zuchtlésung. 
Werden Farbstoffe benutzt, so kann eine selektive Anfarbung der Kri- 
stalle stattfinden. Erklart wird dieser Effekt durch unterschiedliche 
Adsorption des Zusatzes an den einzelnen Wachstumsflachen?3, 


Geringe Konzentrationsunterschiede an Fremdstoffen und Bau- 
fehlern werden jedoch nur bemerkt, wenn es Eigenschaften gibt, die 
empfindlich von der Fehlordnung abhangen, wie z.B. die Ferroelektri- 
zitat, die gerade in Seignettesalz schon durch relativ geringe St6rungen 
stark beeinfluBt wird. Es sollten jedoch auch z.B. bei halbleitenden 
Kristallen Unterschiede zwischen den {ik/}-Gebieten nachweisbar sein. 
Uber die Beobachtung solcher Effekte ist uns nichts bekannt. 


Insgesamt kénnen wir feststellen, daB vom {010}- tiber das {110}- 
zum {210}-Gebiet hin die Aufspaltung mit sinkender Absolutlage der 
Curie-Punkte steigt, wahrend der Dielektrizitatsmodul am Curie-Punkt, 
der Einbau von Ammonium, die Koerzitivfeldstarke und die Bereitschaft 
zur Einschniirung der Hysteresekurve sinken. Erganzend sei noch ge- 
sagt, daB in derselben Reihenfolge die Domanenstruktur im Mittel gleich- 
mafiger wird. Wir miissen hieraus den Schlu8 ziehen, daf das {210}- 


™@ Fatuzzo, E.: J. Appl. Phys. 31, 1029—1034 (1960). 
13 BUCKLEY, H. E.: Crystal Growth. New York: John Wiley & Sons 1951. 
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Gebiet die wenigsten Stérungen aufweist. Das {004 }-Gebiet lieB sich schon 
in Abschnitt 3 nicht in die Reihenfolge der iibrigen Gebiete einordnen. 
Die Hysteresekurven und die hohen maximalen DK-Werte lassen ver- 
muten, daB dieses Gebiet ebenfalls recht stérungsarm ist. Andererseits 
besitzt das {001}-Gebiet, wie schon erwahnt, als einziges Gebiet iiber- 
wiegend b-Domanen. Da allgemein angenommen wird, daB sich im 
Normalfall c-Domanen ausbilden™, mu8 es im {001}-Gebiet spezielle 
Stérungen geben, die die }-Domanenstruktur begiinstigen. Statistisch 
in das Gitter verteilte Fremdstoffe diirften kaum einen Einflu8 auf die 
Richtung der Domanenwande ausiiben. Bei schichtweisem Einbau von 
Fremdstoffen kann man sich schon eher einen Zusammenhang mit der 
Domanenstruktur vorstellen. Ebenso kénnen spezielle Versetzungen 
eine Wandlage begiinstigen. Die von NAKAMURA? diskutierten Schrau- 
benversetzungen kénnen zwar die b-Domanen im {001}-Gebiet nicht 
verstandlich machen, jedoch sind andere Strukturfehler denkbar, die 
eine b-Domanenstruktur begiinstigen. Eventuell haben sie die Eigen- 
schaft, das ferroelektrische Temperaturgebiet aufzuweiten, wodurch die 
Sonderstellung des {001}-Gebietes begriindet wiirde. 

Nach NAKAMURA?® sollen 6-Domanen nur in Kristallen vorhanden 
sein, die unterhalb des Curie-Punktes geziichtet wurden. Nach unseren 
Beobachtungen gilt das nur, wenn man die Domanenstruktur sofort nach 
der Ziichtung untersucht. Erwarmt man ein Plattchen aus dem {001 }- 
Gebiet einige Zeit tiber den Curie-Punkt, so zeigen sich nach Abkiihlung 
nur c-Domanen?. Ein Kristall, der oberhalb des Curie-Punktes geziichtet 
wurde, erfahrt die entsprechende Warmebehandlung schon wahrend der 
Ziichtung, besitzt also zunachst, wie NAKAMURA feststellte, nur c-Doma- 
nen. Lagert man ihn jedoch im ferroelektrischen Temperaturgebiet 1 bis 
2 Monate lang, so iiberwiegen im {001}-Gebiet wieder die b-Domanen. 

Offensichtlich gelten die hier angegebenen Ergebnisse fiir die Zu- 
sammensetzung der Verunreinigungen, wie sie in unserer Ausgangs- 
substanz vorhanden war. Durch eine weitergehende Reinigung sollte 
ein Teil der Aufspaltung verschwinden, der obere Curie-Punkt nach 
oben und der untere Curie-Punkt nach unten verschoben werden, und 
die Hysteresekurven sollten schmaler und weniger eingeschntirt werden. 
Die unterschiedlichen Strukturfehler jedoch wiirden eventuell auch bei 
extrem reinem Salz noch immer Unterschiede zwischen den Gebieten 
erkennen lassen. 

AbschlieBend sei erwahnt, daB wir inzwischen auch Kristalle aus 
Seignettesalz einer anderen Herkunft (Firma Schuchardt) untersucht 
haben!*, Diese Kristalle hatten durchweg niedrigere obere Curie-Punkte, 


14 Mirsu1, T., and J. Furutcuti: Phys. Rev. 90, 193—202 (1953). 
15 NAKAMURA, T.: J. Phys. Soc. Japan 11, 624—632 (1956). 
16 Dje Messungen wurden von Herrn cand. rer. nat. H. AHLERT ausgefihrt. 
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aber eine geringere Aufspaltung und weniger stark eingeschniirte 
Hysteresekurven. Qualitativ waren die Ergebnisse jedoch gleich, und 
auch die quantitativen Unterschiede waren relativ gering. Da wir bei der 
anderen Herkunft mit einer etwas anderen Fremdstoffzusammensetzung 
rechnen miissen, sieht man, dafB verschiedene Fremdstoffe die einzelnen 
Effekte in verschiedenem Umfang bewirken. Die in den zuletzt erwahnten 
Kristallen enthaltenen Verunreinigungen erniedrigen offensichtlich den 
Curie-Punkt stirker und beeinflussen die Hysteresekurve und die Auf- 
spaltung weniger als die Fremdstoffe in den Kristallen, mit denen wir 
den gréBten Teil unserer Untersuchungen durchgefiihrt haben. 


Herrn Prof. Dr. H. Birrex, danken wir herzlich fiir sein Interesse an diesen 
Untersuchungen und fiir die Bereitstellung von Institutsmitteln. Die chemischen 
Analysen wurden im Anorganisch-Chemischen Institut der Universitat Minster 
durchgefiihrt. Wir méchten Herrn Prof. Dr. H. ScHAFER fiir die Vorbereitung und 
seine bereitwillige Hilfe bei der Durchfiihrung, Herrn cand. chem. PIEPER fir 
praktische Unterstiitzung vielmals danken. 
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Aus dem IT. Physikalischen Institut der Universitat Gottingen 


Der Zerfall des W'*™ 
Von 
W.-D. Scumipt-Ott, K.-W. Horrmann, I. Y. KRAvuSE 
und A. FLAMMERSFELD 


Mit 4 Figuren im Text 


(Eingegangen am 11. November 1960) 


Wm was produced by the reaction W182 (7, y) W18™, The half life has been remeas- 
ured yielding a value of (5:1 + 0-2) sec. With the aid of scintillation spectrometers 
four y-lines could be detected: two lines at about 100 keV, one at (1614 + 3) keV 
and one at (211+4) keV. 

A new technique was used to obtain the energy of the isomeric state. The total 
transition energy of this state was measured by summing up all possible cascade 
transitions of y-rays and conversion electrons with a source between two halves 
of a CsJ crystal. 

The results are compared with the level scheme of W18 as measured by MurRAyY 
et al.1 in the f-decay of Ta!88. A decay scheme of W!8™ js presented with the iso- 
meric state at (310-4 4) keV and three known lower energy levels of W188 at 207keV, 
99 keV and 46 keV. The main branch of the isomeric decay leads to the 207 keV- 
level most probably by an M2 transition. 


1. Einleitung 


Bei der Bestrahlung getrennter W-Isotope mit langsamen Neutronen 
fanden DER MATEOSIAN u. Mitarb.?? eine 5,5 sec Aktivitat, die dem 
W188™ zugeordnet werden konnte. CAMPBELL und GooprRIcH? stellten 
bei diesem Isomer y-Strahlung von 0,12 MeV und von 0,17 MeV fest. 
AuBerdem konnte Por?® zeigen, da® diese Aktivitat auch durch schnelle 
Neutronen angeregt wird. Neben inténsiver K-Strahlung wurden von 
Por zwei y-Linien nachgewiesen, deren Energien von ihm zu 105 keV 
und 155 keV neu bestimmt wurden. 


In der vorliegenden Arbeit wurde der Zerfall des W183™ eingehend 
untersucht und das Zerfallsschema aufgestellt. 


1 MurrRAY, J.J., F. Borum, P. Marmier and J.W.M. DuMonp: Phys. Rev. 
97, 1007 (1955). 

2 DER MaTeosiANn, E., M. GorpHAaBER and A. SmitH: ANL-4237 (Jan. 1949). 

3 Der MaTEosIAN, E., and M. GoLtpHABER: Phys. Rev. 76, 187 (1949). 

4 CAMPBELL, E.C., and M. GoopricuH: Priv. comm., zit. in D. STROMINGER, 
J.M. HoLtitanveR and G.T. SEABoRG, Rev. Mod. Phys. 30, 585 (1958). 

5 Por, A. J.: Phil. Mag. 46, 611 (1955). 
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2. Halbwertszeit, Zuordnung und Aktivierungsquerschnitt 


Zu 89,25% angereichertes W!*? und W im natiirlichen Isotopen- 
gemisch (Reinheit 99,98%) wurden als Oxyd 10sec mit in Paraffin 
verlangsamten Be(d, 7)-Neutronen bestrahlt und die entstehende 
y-Strahlung etwa 5 sec nach Bestrahlungsende mit einem Na J-Szintil- 
lationszahler gemessen. Der zeitliche Abfall der Praparate lieB sich er- 
mitteln, indem ein E14 T-Zahler zusammen mit einer Uhr alle 2 sec photo- 
graphiert wurde. Die Messung wurde nur unwesentlich durch Strahlung 
mit langerer Halbwertszeit gestért, so daB der Abfall titber 5 Halbwerts- 
zeiten verfolgt werden konnte. Beide Proben ergaben eine Halbwertszeit 
von 


T, = (5,1 +0,2) sec, 


wobei das angereicherte W182 entsprechend mehr Strahlung heferte. Bei 
Absorption der langsamen Neutronen durch ein Cd-Filter wurde die 
5,1 sec-Aktivitat merklich schwacher* angeregt, die somit eindeutig dem 
W188™ zugeordnet wird, das durch den ProzeB W?1®? (n, v) W183™ entsteht. 

Zur Abschatzung des Aktivierungsquerschnitts wurden eine W- und 
eine Cu-Probe gleichzeitig 5 sec mit langsamen Neutronen bestrahlt und 
die y-Aktivitat des 12,8 h-Cu und des 5,1 sec-W mit einem Na J-Kristall 
bekannter Ansprechwahrscheinlichkeit® gemessen. Der auf das Rein- 
isotop W!*? bezogene Wirkungsquerschnitt zur Erzeugung von W183™ 
ist fiir das hier verwendete Neutronenspektrum 0,6 b, wenn man fiir 
den Aktivierungsquerschnitt von Cu®* den Wert 4,3b annimmt. 


3. y-Spektrum 


Die y-Strahlung des W18°™ wurde mit einem 3,8cm @ xX 2,5 cm 
Na J-Kristall gemessen und von einem photographischen Impulsspektro- 
graphen”® oder einem 256 Kanal-Spektrographen etwa 6 sec nach Be- 
strahlungsende wahrend weiterer 5 sec aufgezeichnet. In Fig. 1 wird das 
so erhaltene Spektrum gezeigt: die Liniea ist die W-K-Strahlung, 
a’ der zugehorige Escape-Peak, die Linien 0, c und d sind y-Linien des 
Wrsm. Zu ihrer Eichung wurden die 59,6 keV-Strahlung des Am*4!, die 
94,8 keV-Strahlung des Dy!® und die 278,3 keV-Linie des Hg? aufge- 
nommen, wodurch die Energie der Linie b zu 


Ey = (106 +1) keV, 


* Die Aktivierungskurven von W bei Beschu8 mit Neutronen weisen im 
Energiebereich von etwa 10 eV bis 100 eV starke Resonanzen auf. 

8 ScumiptT-O7rT, W.-D.: Z. Physik 154, 294 (1959). 

* Hunt, W.A., W. RINEHART, J. WEBER and D.J. ZaAFFARANO: Rey. Sci. 
Instrum. 25, 268 (1954). 

8 Scumipt-Ott, W.-D.: Diplomarbeit Géttingen 1956 (unver6ffentlicht). 
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die der Linie c zu 
By = (161 =e 3) keV 
und die der Linied zu 
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Fig. 1. y-Spektrum des W#88m, gemessen mit einem 3,8cm @ X 2,5cm NaJ-Kristall, Praparatentfernung 
3.cm, Praparatdicke 77 mg/cm*®. a Charakteristische W-K-Strahlung, 46 keV- und 52 keV-Strahlung; 
a’ zugehériger Escape-Peak; b 99 keV- und 108 keV-Strahlung; c 161 keV-Strahlung; d 211 keV-Strahlung 
? 134 keV-Strahlung des W!}87 (24h) 
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Fig. 2. y-Spektrum des W**m, gemessen mit einem 8,9cm © x 8,9cm NaJ-Lochkristall, Praparatdicke 
27 mg/cm®. A Nachweis von ,,50 keV“‘- Quanten (vgl. Fig. 1, Linie a); A’ zugehériger Escape-Peak; B Nach- 
weis von ,,100 keV‘‘-Quanten (vgl. Fig. 1, Linie 6) und gleichzeitiger Nachweis zweier ,,50 keV‘‘-Quanten; 
C Nachweis von 161 keV-Quanten sowie gleichzeitiger Nachweis eines ,,100 keV‘‘- und eines ,,50 keV‘‘- 
Quants; D Nachweis von 211 keV-Strahlung sowie gleichzeitiger Nachweis eines 161 keV-Quants und eines 
50 keV‘‘-Quants sowie ,,100 keV“‘-Strahlung und zweier ,,50 keV‘“‘-Quanten; E im wesentlichen 
gleichzeitiger Nachweis von zwei ,,100 keV‘‘-Quanten und eines K-Quants 


bestimmt werden konnten. Die Halbwertsbreite der Linie 0 ist mit 16,5 % 
gegeniiber einer Breite von 12% bei der 94,8 keV-Linie des Dy?® 
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erheblich. Daraus laBt sich schlieBen, daB es sich bei der 106 keV-Strah- 
lung nicht um eine einfache, sondern um zwei benachbarte Linien mit 
vergleichbarer Intensitat handelt. Die Linie d ist eine neue y-Strahlung. 
Durch Messungen bei verschiedenen Praparatabstanden wurde sicher- 
gestellt, daB sie nicht durch Summation von zwei beim Zerfall gleich- 
zeitig ausgesandten und nachgewiesenen Quanten mit entsprechen- 
der Energie entsteht. Die Intensitatsverhaltnisse der Linien in Fig. 1 
zeigt Tabelle 1. 

Als nachstes wurde das y-Spektrum in 4z-Geometrie mit einem Na J- 
Lochkristall (Kristalldimensionen: 8,9cm @, 8,9cm hoch; Bohrung: 
1,9cm @, 5,4cm tief) aufgenommen (Fig. 2). Linie A ist im wesent- 
lichen die W-K-Strahlung mit dem zugehérigen Escape-Peak A’. Die 
tibrigen Linien im Spektrum sind in komplizierter Weise aus einfachen 
und Summenlinien zusammengesetzt, wodurch eine Verbreiterung und 
Unsymmetrie der Linien hervorgerufen wird. Die Linienverhdltnisse in 
Fig. 2 werden in Tabelle 2 angegeben. 

Quanten mit einer Energie groBer als etwa 300 keV konnten nicht 
nachgewiesen werden bei einer MeBgenauigkeit von 3°/ 9, der Gesamt- 
intensitat der vom W183™ ausgesandten y-Strahlung. 


4. Messung der Energie des isomeren Niveaus 


Bei einem Zerfall des isomeren Zustands werden in einem sehr kurzen 
Zeitintervall zahlreiche y- und R6éntgenquanten, Konversions- und 
Auger-Elektronen ausgesandt. Die Summe aller ihrer Energien, die 
gleich ist der Energie des isomeren Niveaus, konnte gemessen werden, 
indem man ein sehr diinnes W188™-Praparat in das Innere eines Cs J- 
Kristalls brachte. Quanten- und Elektronenstrahlung wird von dem 
Kristall absorbiert und als ein einziger Summenimpuls registriert, dessen 
GroBe der Energie des isomeren Zustands entspricht. 

Der verwendete CsJ(Tl)-Kristall (2,5 cm @, 2,5 cm hoch) war in 
Richtung der Zylinderachse halbiert. Die beiden Halften wurden so 
auf die Photokathode eines Photomultipliers gekittet, daB zwischen 
ihren planen, polierten Flachen ein 0,04 cm breiter Spalt frei blieb, in 
den die Praparate geschoben werden konnten. Die Praparate wurden 
durch Aufdampfen von WO, in einer Dicke von (30 bis 50) g/cm? 
auf Zaponfolien der Flachendichte 50 wg/cm? hergestellt. Die Folien 
ihrerseits waren auf diinne Plexiglasrahmen aufgespannt, die in den 
Spalt des Kristalls paBten. Die Praparate wurden 5 sec mit Reaktor- 
Neutronen* bestrahlt, mit einer Rohrpost zum MeBplatz beférdert und 


* Die Untersuchung wurde an der Reaktorstation in Geesthacht bei Hamburg 
ausgefiihrt. Herrn Professor Dr. BaccE und seinen Mitarbeitern danken wir sehr, 
daB sie uns die Messungen erméglichten. 
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etwa 20sec nach Bestrahlungsende wahrend weiterer 10 sec gemessen. 
In Fig. 3 wird das mit dem photographischen Impulsspektrographen 
aufgenommene Spektrum gezeigt, wobei zur Eichung die 278,3 keV- 
Linie des Hg’ aufgenommen wurde, die hier eine Linienbreite von 
nur 15% besaB. 


Bei Betrachtung der Summationslinie in Fig. 3 fallt auf, daB sie stark 
unsymmetrisch und relativ breit ist. Das kommt dadurch zustande, daB 
bei einem Isomerenzerfall unter anderem mehrere sehr energiearme 
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CsJ-Spaltkristall (2,5cm @ x 2,5cm). Die Lage der Summationslinie liefert die Energie des isomeren 
Niveaus. Verbreiterung und Unsymmetrie entstehen durch Energieverlust der Elektronen im Praparat 


Fig. 3. Summationsspektrum von y- und Elektronenstrahlung des W1%°™, gleichzeitig gemessen mit einem 


Konversions- und Auger-Elektronen auftreten, die im Praparat, im Luft- 
spalt und méglicherweise auch in einer nichtfluoreszierenden Oberflachen- 
schicht des Kristalls Energie verlieren. Die Elektronen kénnen auBerdem 
durch Riickdiffusion wiederholt Spalt und Praparat durchqueren und 
dort nochmals Energie verlieren oder in der Praparathalterung absorbiert 
werden. Alle diese Effekte bewirken auBer der Verbreiterung zugleich 
eine Verschiebung des Maximums der Summationslinie um etwa 30 keV 
zu kleineren Energien hin (vgl. Kap. 6). Damit entnimmt man dieser 
Messung als Energie E,,, des isomeren Niveaus 


Em = (290*33) keV. 


5. Zerfallsschema 


Die Messungen des y-Spektrums von auBen (Fig. 1) ergaben, daB 
W183™ +L inien mit vier verschiedenen Energien aussendet ; zwei mit etwa 
100 keV, eine mit 161 keV und eine mit 211 keV. Die Energie des iso- 

23* 
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meren Niveaus betragt nach Fig. 3 etwa 290 keV. Diese Tatsachen zu- 
sammen mit den Intensitatsverhaltnissen der beiden y-Messungen von 
auBen und innen (Tabelle 1 und 2) lassen sich nicht mit der Annahme 
eines Zerfallsschemas in Einklang bringen, das zwischen Isomeren- und 
Grundniveau nur ein oder zwei Zwischenniveaus aufweist. Dagegen 
lassen sie sich widerspruchsfrei erklaren, wenn man ein Zerfallsschema 
mit drei Zwischenniveaus bei etwa 50 keV, 100 keV und 200 keV vor- 
aussetzt. 

Bei der Untersuchung des f--Zerfalls von Ta* zum W?* haben 
Murray u. Mitarb.! ein kompliziertes Niveauschema des W1*? gefunden, 
p83” dessen drei unterste Niveaus nach 
jmokeV ihrer Energie (46 keV, 99 keV und 

207 keV) gut mit den hier vorliegen- 
IS th den Messungen iibereinstimmen. Auch 
die von den Autoren angegebenen 
y-Intensitaten passen gut zu den hier 
gefundenen Linienverhaltnissen, wenn 
man annimmt, daB der isomere Uber- 
gang auf das dort angegebene 207 keV- 
Niveau und in geringerem Ma8e auch 
Vi auf das 99 keV-Niveau fiihrt. Als 
Zerfallsschema des W183™ wird deshalb 
We 0 das in Fig. 4 dargestellte vorgeschla- 
Fig. 4. Zerfallsschema des W*™. Die unteren gen. Damit lassen sich die y-Linien 
Sure ee ee Se in Fig.4 erklaren: der 46 keV- und 
52 keV-Ubergang bilden zusammen 
mit der W-K-Strahlung die Linie a, die 99 keV- und 108 keV-Strahlung 
werden in der verbreiterten 106 keV-Linie b nachgewiesen, die 161 keV- 
Linie c kommt beim Ubergang vom 207 keV- zum 46 keV-Niveau zu- 
stande. Da im Zerfallsschema von Murray u. Mitarb. kein direkter 
Ubergang zwischen dem 207 keV- und dem Grundniveau auftritt, muB 
geschlossen werden, da die hier gefundene 211 keV-Strahlung (Linie d) 
beim Ubergang vom isomeren Niveau zum 99 keV-Niveau auftritt. 
Damit 1aBt sich die Energie E,, des metastabilen Zustands genau fest- 
legen zu 
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WJ => (310 le 4) keV. 


Der Wert stimmt innerhalb der Fehlergrenzen mit dem Ergebnis der 
Cs J-Messung (Fig. 3) iiberein. 

Da beim W?83™ kein direkter Ubergang zum Grundzustand beobach- 
tet wurde, ist der Spin des isomeren Niveaus gréBer als der des 207 keV- 
Niveaus (7/2-). Ubergange zu den von Murray u. Mitarb. angegebenen 
Niveaus bei 209 keV (3/2-) und 292 keV (5/2-) sind dann wegen des 
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groBen Drehimpulsunterschieds ausgeschlossen. Eine Annahme, daB 
nicht das 207 keV-Niveau, sondern das 209 keV-Niveau als Zwischen- 
zustand auftritt, fiihrt zu Widerspriichen mit den gemessenen y-Inten- 
sitaten. Eine Besetzung des 309 keV-Niveaus vom isomeren Zustand 
aus — falls diese tiberhaupt in Anbetracht der Energieangabe von 
(310 +4) keV fiir das isomere Niveau méglich ist — ist wegen des ge- 
ringen Energieunterschieds ebenfalls sehr unwahrscheinlich. 


6. Diskussion 


Als Energie E,,, des Halbwertszeit bestimmenden Ubergangs kann 
man dem Zerfallsschema (Fig. 4) 


ee = (103 se 4) keV 


entnehmen. Mit diesem Wert und den fiir das Einteilchenmodell be- 
rechneten Ubergangswahrscheinlichkeiten®!° laBt sich der Zerfall als 
M3-, E3- oder M2-Ubergang charakterisieren. Um zu entscheiden, 
welcher dieser Ubergangstypen hier vorliegt, wurden zundchst der Arbeit 
von Murray u. Mitarb. die Intensitatsverhaltnisse der hier interessie- 
renden y-Ubergange und die Spinzuordnung der einzelnen Niveaus ent- 
nommen. Daraus lieBen sich mit Hilfe der von RosE™ errechneten 
Konversionskoeffizienten * die Verzweigungsverhaltnisse fiir die Zerfalle 
der einzelnen Niveaus bestimmen. SchlieBlich wurde (unter Beriick- 
sichtigung von Kristallansprechwahrscheinlichkeit und Absorption) mit 
Hilfe dieser Werte rechnerisch ermittelt, welche Intensitatsverhaltnisse 
der y-Linien bei den Spektren von auBen (Fig. 1) und von innen (Fig. 2) 
im Experiment zu erwarten sind, wenn man wahlweise fiir den isomeren 
Ubergang einen M3-, E3- oder M2-Ubergang annimmt. Durch Ver- 
gleich dieser errechneten Intensitatsverhaltnisse mit den MeBwerten wird 
ein E3-Ubergang vollkommen ausgeschlossen. Die errechneten Inten- 
sitatswerte fiir den M2- und M3-Ubergang werden in Tabelle 1 und 2 
angegeben und mit den MeBwerten verglichen, wobei der Fehler der 
errechneten Werte etwa 10% betragt. 

Die Tabellen zeigen, daB es sich bei dem isomeren Ubergang sehr 
wahrscheinlich um einen M2-Ubergang handelt, so daB also der Spin 
des isomeren Niveaus den Wert (12/,*) hat. 

Murray u. Mitarb. fanden bei ihren Messungen einen 102,49 keV- 
Ubergang, den sie auf Grund seiner Konversion als M 2-Ubergang 
charakterisierten und als solchen nicht in ihr Zerfallsschema einordnen 


* Sie stimmen innerhalb der Fehlergrenzen gut mit den von Murray u. Mitarb. 
gemessenen Intensitaétsverhaltnissen der Konversionselektronen tiberein. 

9 WeEISSKOPF, V.F.: Phys. Rev. 83, 1073 (1951). 

10 StecH, B.: Z. Naturforsch. 7a, 401 (1952). 

1 Rose, M.E.: Internal Conversion Coefficients, Amsterdam 1958. 
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konnten. Da dieser Ubergang méglicherweise mit dem hier gefundenen 
Isomereniibergang identisch ist, kann es sein, daB das Isomer auch in 
geringerem MaBe beim f°-Zerfall des Ta’** gebildet wird. Beim Elek- 
troneneinfang des Re!®* wurde keine 102 keV-Strahlung gefunden”. 


Tabelle 2. Vergleich dey in Fig. 2 gemes- 
senen Linienintensitdten mit den nach 
dem Zerfallsschema (Fig. 4) berechneten, 


Tabelle 1. Vergleich dev in Fig. 1 gemes- 
senen Linienintensitdten mit den nach 
dem Zerfallsschema (Fig. 4) berechneten, 


wobei fiir den isomeren 103 ke V-Ubergang 
ein M 2- oder M 3-Ubergang angenommen 


wobet fiir den isomeren 103 ke V-Ubergang 
ein M 2- oder M 3-Ubergang angenommen 


wurde. Die Linie b wurde gleich 1,00 wurde. Die Linie B wurde gleich 1,00 
gesetat gesetzt 

Rechnung Rechnung 
Messung Pee 

M2~ 1) = Ms 
ee 

a 4,6 +0,3 fee 1S A 0,9140,04 | 0,86 | 1,36 
b 1,00 1,00 | 1,00 B 1,00 1,00 | 1,00 
c 0,22 + 0,01 0,21 0,20 Cc Oniise O07 0,54 | 0,49 
d 0,04 + 0,01 0,04 | 0,03 D 0520 == 0703 0,24 0,16 
E 0,05 + 0,02 0,04 | 0,02 


Dem Zerfallsschema (Fig. 4) entnimmt man, daB der 211 keV-Uber- 
gang sehr wahrscheinlich ein E3-Ubergang ist. Die Haufigkeit seines 
Auftretens (3,5% des Isomerenzerfalls) ergibt sich aus der Intensitat 
der y-Linie d in Fig. 1 und den berechneten Konversionskoeffizienten 1’. 
An Hand des Zerfallsschemas lat sich auch die Zahl der bei einem 
Isomerenzerfall entstehenden Konversions- und Auger-Elektronen und 
deren Energie angeben. Mit den von NELmMs?® tabellierten Werten fiir 
den Energieverlust von Elektronen in Materie kann man daraus ab- 
schatzen, daB der Energieverlust der Elektronen bei der 42-Messung in 
CsJ (30+10)keV betragt (Kap. 4). 


Dem Bundesministerium fiir Atomkernenergie und Wasserwirtschaft und dem 
Lande Niedersachsen danken wir fiir die zur Durchfiihrung der Arbeit bereitgestell- 
ten Mittel. 


2 THULIN, S., and J.O. Rasmussen: Phys. Rev. 104, 471 (1956). 
13 Nevms, A.T.: Circ. Nat. Bur. Stand. 577 (1956). 
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Aus dem IT. Physikalischen Institut der Technischen Universitat Berlin 


Zur elektrischen Leitfahigkeit 
aufgedampfter Bleiselenidschichten 
Von 
H. GOBRECHT, F. NIEMECK und K.-E. BoETERS 


Mit 6 Figuren im Text 


(Eingegangen am 3. Dezember 1960) 


Measurements are described, which show the variation of conductance versus 
temperature of evaporated layers of leadselenide in presence of low partial pressures 
of selenium. The interaction between the selenium vapor and the leadselenide film 
is revealed by the reversible dependence of conductance on temperature and partial 
pressure of selenium. 

The measured relationships are quantitatively understood on the following assump- 
tions: The reactions of lead resp. selenium vacancies with selenium particles, 
adsorbed from the vapor phase, are limited to the surface region of the PbSe 
crystallites. The interior of the crystallites remains unchanged. 


1. Einleitung 


Die Natur der elektrischen und lchtelektrischen Eigenschaften diin- 
ner Schichten des Bleisulfids (PbS), Bleiselenids (PbSe) und Bleitellurids 
(PbTe), welche sich als photoleitende, ultrarotempfindliche Strahlungs- 
empfanger eignen, ist bisher noch in vielen Punkten ungeklart. Die 
verschiedenen, in diesem Zusammenhang vertretenen Auffassungen sind 
wiederholt zusammengefaBt und gegentibergestellt worden!*4. Als we- 
sentliche Ursache der Meinungsverschiedenheiten muB man danach vor 
allem die physikalisch uniibersichtliche Struktur der untersuchten Schich- 
ten und die daraus folgende geringe Reproduzierbarkeit ihrer Eigenschaf- 
ten ansehen. 

Bei der Verfolgung eines schon friiher versuchten Weges zur Her- 
stellung von Bleiselenidschichten durch das Aufdampfen von elemen- 
tarem Selen und Blei® im Hochvakuum sind die Verfasser nun zu Auf- 
dampfbedingungen gefiihrt worden, unter denen sich besonders stabile 


1 SmitH, R. A.: Adv. Physics 2, 321 (1953). 

2 Moss, T. S.: Proc. Jnst. Radio Engrs. 43, 1869 (1955). 

3 Garrick, G. F. J.: In Handbuch der Physik (Herausg. S. FLUcGE), Bd. XIX, 
S. 316. 

4 PeTritz, R. L.: Phys. Rev. 105, 1736 (1957). — Proc. Inst. Radio Engrs. 
47, 1458 (1959). 

5 GoBREcHT, H., F. NIEMECK u. F. SPEER: Naturwiss. 42, 152 (1955). 
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Bleiselenidschichten bilden. Uber das Verfahren der Herstellung solcher 
Schichten ist in einer anderen Arbeit® berichtet worden. Hier sollen 
Messungen der Leitfahigkeit der Schichten bei unterschiedlichen Tempe- 
raturen und Selendampfdrucken beschrieben und diskutiert werden. 

Es hat sich namlich gezeigt, daB in Gegenwart schon geringer Selen- 
dampfdrucke gut reproduzierbare und reversible Zusammenhange 
zwischen dem Widerstand und der Temperatur der Schichten auftreten. 
Diese Zusammenhange lassen sich weitgehend auf den amphoteren 
Halbleitercharakter des Bleiselenides zuriickfiihren. Daraus ergibt sich 
ein sehr iibersichtlicher Mechanismus fiir die Dunkelleitfahigkeit der von 
uns untersuchten Bleiselenidschichten. 


2. Experimentelles 
a) Allgemeines zur Durchfiihrung der V ersuche 

Die Schichten wurden auf Mikroskopierdeckglaschen niedergeschla- 
gen und mit zuvor aufgedampften Goldelektroden im Abstand von etwa 
3 mm versehen. Die Breite der Schichten betrug etwa 4 mm, ihre Dicke 
1 bis 2u. Zur Leitwertmessung wurde der Strom registriert, der bei 
3 V Gleichspannung durch die Schichten flof. 

Alle im folgenden beschriebenen Messungen wurden unmittelbar im 
AnschluB an die Herstellung der Schichten in dem gleichen Vakuum- 
gefaB durchgefiihrt, in dem die Schichten aufgedampft wurden. Die 
Schichten sind also vor AbschluB der Messungen nicht mit Luft von 
normalem Druck in Beriihrung gekommen. Die Vakuumapparatur ist 
bereits beschrieben worden ®. 


b) Der zeitliche Verlauf des Schichtwiderstandes 
unter der Einwirkung von Selendampf 
Die Wirkung von Selendampf auf den Widerstand der Schichten 
wurde in folgender Weise beobachtet: Die Bleiselenidschichten wurden 
zunachst bei einem Vakuum von etwa 10~° Torr solange auf einer be- 
stimmten Temperatur gehalten, bis ihr Widerstand nahezu konstant 
geworden war. Gleichzeitig wurde eine Verdampfungsquelle fiir elemen- 
tares Selen in abgedecktem Zustand auf eine Temperatur von wenigstens 
100 °C gebracht. Bei der Freigabe des Dampfstrahls der Selenquelle 
ergaben sich je nach der Temperatur der Schicht und der Auftreffrate 
des Selens (Temperatur der Selenquelle) charakteristische Widerstands- 
anderungen der Schichten. 
Danach lassen sich hinsichtlich der Wirkung des Selens auf den 
Widerstand drei typische Falle unterscheiden (Fig. 1a—c): 
Bei hohen Schichttemperaturen (250 bis 300 °C) zeigte sich stets eine 
Widerstandszunahme (Fig. 1c), bei tiefen Temperaturen der Schicht 
6 GoBRECHT, H., F. NIEMECK u. K.-E. Borrers: Z. Physik 159, 533 (1960). 
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(20 bis etwa 180 °C) dagegen eine Widerstandsabnahme (Fig. 1a). Im 
dazwischenliegenden Temperaturbereich wurde zunachst ein Anstieg des 
Widerstandes, der nach dem Durchlaufen eines maximalen Wertes 
in einen Widerstandsabfall 
tiberging, beobachtet. 


In allen Fallen wurde 
nach einigen Minuten der Se- 
leneinwirkung unter gleich- 
bleibenden Verhdaltnissen 
ein konstanter Endwert des 
Widerstandes erreicht. 


Wurde die Selenquelle 
wieder abgedeckt, so 4n- 
derte sich der Schichtwider- 
stand erneut und in um- 
gekehrtem Sinne bis der 
Wert vor der Seleneinwir- 


Widerstand R (rel Linh) 


et ea oe ogi, ee 
kung wieder erreicht wor- Geet tml 


den war. Hatte der Wider- Fig. 1. Drei typische Falle des zeitlichen Widerstandsverlaufes 
stand der Schicht waihrend wahrend und nach der Einwirkung von Selen. Schichttemperatur 


: ; ; zunehmend von Bild a nach Bild ¢ 
der Seleneinwirkung ein 


Maximum durchlaufen (Fig. 1b), so geschah das gleiche auch bei der 
Wiedereinstellung des urspriinglichen Widerstandes nach Abdecken des 
Dampfstrahls. 


c) Die Endwerte des Widerstandes der Schichten 
bei andauernder Seleneinwirkung 


Der reversible Verlauf der Widerstandsanderungen bei den vor- 
stehend beschriebenen Versuchen deutet darauf hin, daB sich zwischen 
den Selenpartikeln der Dampfphase und denen der festen Phase der 
Schicht ein thermisches Gleichgewicht einstellt. 


Bei ununterbrochener Einwirkung des Selens wurde eine Schicht 
nacheinander auf verschiedene Temperaturen gebracht und dabei jeweils 
solange belassen, bis ihr Widerstand den konstanten Wert Rk, ange- 
nommen hatte. Die Fig. 2 zeigt die Temperaturabhangigkeit dieser 
Widerstands-Endwerte R, der Schicht bei drei verschiedenen Tempera- 
turen #s, der Selen-Verdampfungsquelle. Der Endwiderstand steigt in 
jedem Fall zunachst mit der Schichttemperatur an. Er durchlauft ein 
Maximum, welches bei um so héheren Temperaturen liegt, je héher die 
Temperatur der Selen-Verdampfungsquelle war. 

Der geschilderte Verlauf der Widerstandsendwerte Rg =/(1/T) er- 
gab sich auch dann, wenn die Selenquelle nicht geheizt wurde (Js_= 20° C). 

24* 
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Man muB dafiir den Dampfdruck des Selens verantwortlich machen, der 
von Selen herriihrt, das sich bei den Aufdampfprozessen innerhalb des 
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permanenter Seleneinwirkung bei drei verschiedenen Temperaturen #ge der Selenquelle 
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Temperungen mit ungeheizter Selenquelle (Age = 20 °C) 


GefaBes niedergeschlagen hat. Dieser Selendampfdruck erwies sich als 
auBerordentlich konstant. Fiihrt man namlich Temperungen der Blei- 
selenidschichten bei ungeheizter Selenquelle mit schrittweise steigenden 
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oder fallenden Schichttemperaturen durch, so ergeben sich die Wider- 
standsverlaufe in véllig reversibler Weise. Dabei kann sich die Messung 
von Hin- und Riicklauf auf der Widerstandskurve durchaus iiber mehrere 
Tage erstrecken. 

Es ist daher eine groBe Anzahl von Schichten nur in Gegenwart des 
konstanten Selendampfdruckes bei ungeheizter Selenquelle in der be- 
schriebenen Weise getempert worden. Die dabei fiir einige Schichten 
erhaltenen Kurven des Widerstandsendwertes R,; als Funktion der 
Schichttemperatur sind in Fig. 3 dargestellt. Sie entsprechen qualitativ 
alle den Kurven der Fig. 2. 

Wahrend fiir die einzelne Schicht die Kurven vdllig reversibel durch- 
fahren werden kénnen, treten von Schicht zu Schicht Unterschiede auf, 
die nicht nur auf die verschiedene Dicke der Schichten zuriickgefiihrt 
werden koénnen. Die Lage des charakteristischen Maximums hangt von 
den Bedingungen des Aufdampfprozesses ab. Werden die Schichten 
durch das gleichzeitige Verdampfen von Selen und Blei auf erhitzte 
Unterlagen gewonnen®, so 
bewirkt eine héhere Auftreff- 
rate des Bleis sowie eine 
hohere Temperatur der Un- 
terlage eine Verschiebung 
des Widerstandsmaximums 
in den Kurven der Fig. 3 
nach tieferen Temperaturen. 
Vorausgesetzt ist dabei, da 
die Auftreffrate des Selens 
ungedndert bleibt. 
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d) Die Temperaturabhangig- 
kett der unter Seleneinflug 
auftretenden maximalen 
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PE acriin keinerinittoren reziproke atsolute Temperatur Fe 
Bereich der Schichttempera- P+, Toure oe ee means 
turen unter der Einwirkung Bleiselenidschichten 
eines Selendampfstrahls ma- 
ximale Widerstandswerte R,, durchlaufen. Diese sind nicht zu verwech- 
seln mit dem Maximum der Widerstandsendwerte, beschrieben im vor- 
herigen Abschnitt, das bei schrittweise steigender Schichttemperatur 
erhalten wird (Fig. 2 und 3). Die Widerstandsmaxima R,,, welche bei 
festgehaltener Schichttemperatur vor Erreichen des Widerstandsend- 


wertes R, durchlaufen werden, liegen fiir eine Schicht auf einer Geraden. 
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Diese Gerade, gestrichelt gezeichnet in Fig. 2, berithrt die Kurven der 
Widerstandsendwerte in einem Punkt, der den Ubergang vom Typ der 
Fig. 1a zu dem der Fig. 1b kennzeichnet. 

Die Temperaturabhangigkeit dieser maximalen Widerstande R,, ist 
nun fiir verschiedene Schichten ermittelt worden. Dazu wurden die 
Schichten nacheinander auf verschiedene Temperaturen erhitzt und 
jeweils solange einer zunehmenden Selenauttreffrate ausgesetzt, bis ihr 
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Fig. 5. Temperaturabhangigkeit der beim Tempern mit ungeheizter Selenquelle auftretenden Widerstands- 
endwerte Rg und der unter Seleneinwirkung auftretenden maximalen Widerstande R,» flir zwei 
Bleiselenidschichten 


Widerstand den maximalen Wert R&,, durchlaufen hatte. Das Ergebnis 
ist in der Fig. 4 wiedergegeben. Der Logarithmus der maximalen Wider- 
stande R,, als Funktion der absoluten reziproken Schichttemperatur auf- 
getragen, ergab also in allen Fallen Geraden, deren Anstieg nur gering- 
fiigig untereinander abweicht. Die Fig. 5 zeigt fiir zwei Schichten noch 
einmal den Zusammenhang zwischen den Geraden R,, =f (1/7) und den 
Kurven der Widerstandsendwerte R; =f (1/T). 


3. Diskussion 
a) Zur Leitfahigkeit des Bleiselenides als Funktion der Temperatur 
und des Selenpartialdruckes 
Der amphotere Charakter des Bleiselenides als Halbleiter? hat nach 
F.A. KROGER und H. J. VinK® zur Folge, daB bei einem Gehalt an Blei, 


wring Baver, K.: Ann. Phys. 38, 84 (1940). 
8 Krécer, F. A., and H, J. Vinx: J. Phys. Chem. Solids 5, 208 (1958). 
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der wiber das stéchiometrische Verhaltnis der Verbindung hinausgeht, 
Fehlstellen V;, des Selens, bei Uberschiissen des Selens Fehlstellen Vpp 
des Bleis im PbSe-Gitter gebildet werden. Zwischen den Konzentratio- 
nen [Vs,.] und [Vp,] beider Fehlstellen gilt die Beziehung 


LV se] < [Vp] — Ke (7) 0 (1) 


In Gegenwart von Selendampf wird an der Oberflache der festen Phase 
stets eine gewisse Konzentration Cg, von adsorbierten Selenpartikeln 
existieren. Bei nicht zu hohen Selenpartialdrucken P;, wird dafiir eine 
Adsorptionsisotherme der Form 


Ce = Co- Pye exp (Eaa/kT) (2) 


gelten, wo Cy eine Konstante ist. 

Die adsorbierten Selenpartikeln werden mit den Fehlstellen des 
Selens Vs, in Wechselwirkung treten. Dabei ist das thermische Gleich- 
gewicht durch die Relation 


C se ; [ ‘se aa re) (3) 
gekennzeichnet. 


Aus den Gln. (1) und (3) folgt auBerdem 


V; K, 
perc: 4) 


Im thermischen Gleichgewicht sind also die Konzentrationen beider 
Fehlstellenarten durch die Konzentration der adsorbierten Partikeln 
einer der Komponenten allein und durch die Temperatur vollstandig 
bestimmt. 

Nun bilden nach F.A. KROGER und H. J. VinK® die Selenfehlstellen 
Donatoren, die Bleifehlstellen dagegen Akzeptoren im Kristallgitter des 
Bleiselenids, deren energetischer Abstand vom Leitungs- bzw. Valenz- 
band sehr gering ist. Bei nicht zu kleinen Konzentrationen der Stér- 
stellen kann man daher Stérstellenerschopfung annehmen, d.h. die 
Konzentrationen 7 und # der Elektronen bzw. Defektelektronen zu 


n=[Vs.] (BleiiiberschuB) (5a) 


bzw. 
b =[Vpp] (SelenitberschuB) (5b) 


ansetzen. Die Leitfahigkeit ist dann entsprechend durch 


On = 2° My: [Vse] (6a) 
bzw. 
Op =: My: [Vor] (6b) 


344 H. Gosrecut, F. NieMEcK und K.-E. BoETERS: 


bestimmt, wobei y,, und mv, die Beweglichkeiten der Elektronen bzw. 
Defektelektronen bedeuten. 
Durch Benutzung der Gln. (2), (3), (4), (5a) und (5b) sowie der 
Ansatze 
K, = K,,-exp(—E,/RT) (7a) 
und 
K, =K,,-exp(—E,/kT) (7b) 


fiir die Gleichgewichtskonstanten der Gln. (3) und (4) ergibt sich somit 


Ino, =InA, — InP, — ees (8a) 
bzw. 
Ex=— By Bs 
lho, =, yh (sb) 
mit 
I 
As == fT ca 
und 
Cornice 


fag Naren 
Beim Ubergang von der u- zur p-Leitung gelten die einfachen Ansatze 
(5a) und (5b) zwischen der Majoritatsladungstragerkonzentration und 
der St6rstellenkonzentration nicht mehr. Die Leitfahigkeit wird dann 
vielmehr durch die Summe der Konzentrationen beider Ladungstrager- 
arten bestimmt, welche ihrerseits durch die Beziehung 


n-p=n 


miteinander verkniipft sind. Daher muB8 ein verschliffener Bereich der 
Leitfahigkeit beim Ubergang von dem einen zum anderen Leitungstyp 
erwartet werden. 


b) Vergleich mit den Versuchsergebnissen 


Die im Abschnitt 2 dargestellten Versuchsergebnisse lassen sich an 
Hand der Gln. (8a) und (8b) deuten. In Ubereinstimmung mit anderen 
Autoren und mit eigenen Hall-Effekts-Messungen kénnen die Beweglich- 
keiten , und wu, in Bleiselenidschichten in erster Naherung als tempera- 
turunabhangig angesetzt werden. Die Gln. (8a) und (8b) ergeben dann 
zwei Geraden, sofern Ino (bzw. der Logarithmus des Leitwertes InG) als 
Funktion von 1/7 aufgetragen wird. Wie in der Fig. 6 am Beispiel einer 
Schicht gezeigt wird, lassen sich diese Geraden als Asymptoten der 
Leitwertkurve verstehen, die unter Gleichgewichtsbedingungen (Ps, = 
const) in Abhangigkeit von der Temperatur gemessen wurden. Im Fall 
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der Fig. 6 sind dabei 
E,— E,—E.q = —0,1 eV 
und 
B, + E44 = +0,5 eV 
gesetzt worden. 
In Fig. 6 ist auBerdem der Verlauf der unter Seleneinwirkung auf- 
tretenden maximalen Widerstande R,, (bzw. minimalen Leitwerte G;) 
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Fig. 6. Logarithmus des unter Gleichgewichtsbedingungen bei Vakuumtemperungen auftretenden Leit- 
wertes G=1/Ry (angegeben in MQ-") als Funktion der reziproken absoluten Schichttemperatur. Jn Gy: 
Bereich der n-Leitung; In Gp: Bereich der p-Leitung; Jn G;: Logarithmus der unter Se-Einwirkung 
auftretenden minimalen Leitwerte G;=1/Rm 
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dargestellt worden. Diese Werte sollten dem Zustand der Eigenleitung 
entsprechen. Der Anstieg der in Fig. 4 zusammengestellten Widerstands- 
geraden mehrerer Schichten betragt namlich im Mittel 2,51 - 1073 °K. 
Daraus ergibt sich bei Annahme konstanter Beweglichkeiten fiir die 
Breite JE der verbotenen Zone im PbSe der Wert AE =0,31 eV fiir den 
Temperaturbereich von 200 bis 300 °C. Dieser Wert weicht nur wenig 
von dem von R.A. SmiTH® und W. W. SCANLON? angegebenen ab. 

Insoweit lassen sich offenbar die Beobachtungen an den Schichten 
in der gleichen Weise deuten, die bei kompakten, auch einkristallinen 
Proben angewendet werden miiBte. Tatsdchlich besteht jedoch ein ent- 
scheidender Unterschied: Nach Gln. (8a) und (8b) sollten sich die 
Asymptoten an die Kurven der Leitwerte (s. Fig. 6) aller Schichten bei 

9 SmitH, R. A.: Physica, Haag 20, 910 (1954). 

10 ScANLON, W. W.: Phys. Rev. 109, 47 (1958). — J. Phys. Chem. Solids 8, 
423 (1959). 
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der gleichen Temperatur schneiden, sofern der Selenpartialdruck kon- 
stant ist. Aus der Fig. 3 geht jedoch hervor, daf ftir verschiedene 
Schichten der Schnittpunkt der Asymptoten bei sehr unterschiedlichen 
Temperaturen liegt. 

Das laBt sich nur verstehen, wenn man annimmt, daB auBer den 
variablen Stérstellenkonzentrationen [Vs,] und [Vp] [s. Gln. (6a) und 
(6b)] noch eine weitere Stédrstellenkonzentration [Z,] existiert, die an 
den Reaktionen mit der Gasphase nicht beteiligt ist. 

Nun lat sich die Lage der Leitwertkurven relativ zur Temperatur- 
skala systematisch durch Veranderung des Verhaltnisses der Auftreff- 
raten von Blei und Selen beim Aufdampfen der Schichten beeinflussen: 
Mit wachsender Bleiauftreffrate verschiebt sich das Maximum der Wider- 
standsendwerte zu tieferen Temperaturen bei festgehaltener Selenrate. Das 
gleiche gilt auch fiir abnehmende Schichttemperatur beim Aufdampfen. 
Dieses Verhalten erscheint plausibel, es kommt offenbar nicht auf das 
Verhaltnis der Auftreffraten beider Komponenten an sondern auf das 
Verhaltnis der Kondensationsraten, das natiirlich auch durch die Tem- 
peratur der Schicht beim AufdampfprozeB beeinfluBt wird. Die Her- 
stellungsbedingungen behalten also einen bleibenden EinfluB auf den 
Stérstellengehalt der Schicht, auch wenn die Schichten sich mit dem 
umgebenden Selendampfdruck beim Tempern ins Gleichgewicht setzen 
kénnen. Daraus folgt, daB in dem untersuchten Temperaturbereich die 
Stérstellenreaktionen gemaB Gl. (1) bis (4) nur an den Oberflachen der 
Schichtkristallite stattfinden kénnen; wahrend das Innere der Kristallite 
unberiihrt bleibt *. 

DaB derartige Oberflachenreaktionen auf die Leitfahigkeit die gleiche 
Wirkung haben wie Reaktionen im kompakten Material, liegt an der im 
Verhaltnis zum Volumen sehr groBen Oberflaéche der polykristallinen 
Schichten. 


Wir méchten dankbar darauf hinweisen, daB diese Arbeit durch Mittel des 
ERP-Sondervermégens und der Fraunhofer-Gesellschaft fiir angewandte For- 
schung e.V. wesentlich geférdert wurde. 


* Wegen der quantitativen Diskussion dieser Zusammenhange s. F. NIEMECK, 
Diss., Technische Universitat Berlin, 1959. 
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Verhaltnis des differentiellen (e,./)- zum totalen 
(y, “)-Wirkungsquerschnitt 
Von 
RUDOLF RODENBERG 
Mit 11 Figuren im Text 


(Eingegangen am 9. Februar 1961) 


The ratio of the differential cross section for the (e, )-process to the total (y, /)- 
cross section is derived with the use of the relativistic Coulomb Eigenfunctions for 
the continuous spectrum. For electric and magnetic dipole transitions the Born 
approximation, the Coulomb correction, the effect of screening and that of finite 
nuclear size are calculated. In this angular distribution there should be no inter- 
ference of electron waves scattered by different multipoles, where the inelastically 
scattered electrons are detected. Numerical calculations have been done for nuclei 
with Z=6, 29, and 82 and scattering angles ®=1°, 132°, 160° and 180° of the 
electron. The result of this theory is compared with the experiments of W.C. Bar- 
BER et al. 


Einleitung 


In einer fritheren Arbeit! (weiterhin mit I bezeichnet) wurde das 
Verhaltnis R“:*(E,, W) des totalen (e, )- zum totalen (y,.M)-Wirkungs- 
querschnitt abgeleitet. 

In der folgenden Arbeit werden in §1 unter .den in I angegebenen 
Voraussetzungen der differentielle Wirkungsquerschnitt fiir den (e, )- 
ProzeB angegeben. Nach Division durch den totalen (y, “)-Wirkungs- 
querschnitt wird die so erhaltene Spektrumsfunktion dR™*(E,, W, 9)/dQ 
(dQ = 2xsin 9 d9, 9 = < (&, f): Streuwinkel des Elektrons) in Born- 
scher Naherung berechnet fiir E1- und M1-Uberginge. E1-M 1-Inter- 
ferenzen treten in der angegebenen Winkelverteilung nicht auf. Ebenso 
verschwinden alle Interferenzen der an verschiedenen Multipolen ge- 
streuten Elektronenwellen in der Winkelverteilung 


dR}*(E,, W, 9)/dQ. 


Unter Verwendung der von A. SOMMERFELD-A.W. MAuE? und 
H.A. BetHe-L.C. Maximon? angegebenen relativistischen Coulomb- 
Eigenfunktionen fiir das kontinuierliche Spektrum werden in §2 die 


1 RODENBERG, R.: Z. Physik 158, 44 (1960). 
2 SOMMERFELD, A., u. A.W. Mave: Ann. Phys. 22, 629 (1935). 
3 BeTHE, H.A., and L.C. Maximon: Phys. Rev. 93, 768 (1954). 
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Coulomb-Korrektur (C.K.) und der Einflu8 der Abschirmung zur Born- 
schen Naherung fiir diese E1- und M1-Ubergange angegeben. Ebenso 
wird der Einflu8 des endlichen ausgedehnten Kerns fiir kleine Impuls- 
iibertragung als Korrektur zur Bornschen Naherung berechnet. In 
§3 wird mit dem Experiment verglichen. 


§ 1. Formulierung des Problems 
E1- und M1-Ubergange in Bornscher N&aherung 


Der differentielle (e, W’)-Wirkungsquerschnitt 4207 (E,, W,0)/dE,dQ 
ergibt sich nach (1.18) unter Vernachlassigung derjenigen Glieder, 
die nur Korrekturen beim Ubergang zum endlichen ausgedehnten 
Kern ergeben zu: 


ib r 
Pa, (Ey, W, 8) 85 E, 1 oy ee 


= a 
dE, dQ Uae Qibae NES oa Bp 


rhe 


+L 
xD | Mel? |<vele, L | pk>|? og,. 


Ebenso erhalt man fiir den totalen (y, “)-Wirkungsquerschnitt 


tyr 8x8 1 Dyes = 
Ol W) =e sp ote whl L Le (2) 


wobei <yh| zt, L |wit> die ausreduzierten Kernmatrixelemente sind. 
M, sind die aus (1.13) zu entnehmenden Elektronenmatrixelemente fiir 
R=0. Die Spinsummation S, ersteckt sich nur auf diejenigen End- 
zustande mit positiver Energie. Der Faktor $ vor S, kommt von der 
Mittelung iiber die beiden Ausgangsrichtungen des unpolarisiert ein- 
fallenden Elektronenstrahls. o¢,=k,E,/(27)* ist die Dichte der Elek- 
tronenendzustande und dQ = < (f,, f£,) der Raumwinkel zwischen f, 
und f,, den Impulsen des ankommenden und wegfliegenden Elektrons. 
Das gesuchte Verhaltnis dR™*(E,, W, 0)/dQ fir den punktformigen 
Kern lautet nach (1) und (2): 


ARE UR) Wipe shat, oe id eS 
40 WeiAwinn 2 Se Do | Ml? ee,- (3) 


Beim Ubergang zum endlichen ausgedehnten Kern ist zu M, in (3) noch 
die vom Kernradius R abhangige GréBe o(L, t) zu addieren. Fiir den 
£1-Ubergang ist sie in (1.25) explizit angegeben. 
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In Bornscher Naherung erhalt man fiir den E1- und M1-Ubergang 
unter Verwendung von (1.24), (1.26), (1.27) und (3): 


eRe, W,?®) a 3 Ry d+ecos? + fcos? § 
dQ ~ W 32m k, a+ bcos? + ccos?d 


Rex (E35 W, ?) = 


M , 
mak T(E,, W,9) ee ee dy + 9 cosh + fo cos? } 
dQ W 16m k, a+bcos#+ c cos? i} 


a =(E,E,—m?)?; b=—2k,k,(E,E,—m); c=BR 
d —W?(E, E, —5 m2) + (E, E, +m?) (R? + 23) 

e =— 3k, ky W2 +h, ky (k? + B3) — 2h, hy (Ey Ey +m?) 
f=—2Rtk3; dy = RiRa + (Ri + Ae) (Ey E, — m?) 

Cy = — hha (ki + hy) — 2k, ky(E, EF, —m?); fy —keRR=c 
Eee ih? A W ski — 2, 

R| = K =|, —f,| = A +3 — 2h, h, cos. 


RMN (Ey, W, 9) 


init: 


Fig. 1—8 zeigt dREY™1/dQ fir 9 =1°, 132°, 160° und 180°*, Energie- 
verluste 11<=W<88 MeV im Energiebereich 11,5< F,<160 MeV. 

Fragt man z.B. nach einer £1-M1-Interferenz der inelastisch gestreuten Elek- 
tronenwellen, so tritt zu dem differentiellen & 1- und M1-Spektrum in (4) noch das 
Zusatzglied: 


dIyy. 3. hy EE — 
eee eee 2 12 = ai} ee * _ 4x * 
ae ini’, (Ke Wap ae BCs =" fat} 
in dRin 7/4 auf mit: (5a) 
Sack, * 1 * 
Ar Gace Cg 16) Fi (u* (£,) u (£,)) (car > &) 


C = (u* (f,) & «(RX Che) u (E,)) 


aus (1.27). Nach Ausfiihrung der Spinsummation ist: 


OS Sie Be a 

2 2 2 ag er 

2 put = : Dip, She Ne Gs b 

dQ ini Ee ay 
a9 E1—M1 

und >) Z,=0 fiir jedes i=O, 1, 2,3; also di pn © [dQ =o. 


M=-1 
Bei Verwendung der in (1.22) angegebenen Elektronenwellenfunktionen ist fiir 


die Streuung an beliebigen Multipolen EL—ML stets dI2/—M4/dQ=0 und auch 
d[EL—EL’'/dQ =0 baw. dIML—ML'/dQ = 0. Bei einer Mischung verschiedener Multi- 
pole, die einen d? Gl (E,)/aE, dQ bzw. Cpe von der gleichen GroéSenordnung 


* Der Winkel 9 = 180° wird demnachst von der Arbeitsgruppe W.C. BARBER 
et al. auch vermessen. Herrn Dr. F. BERTHOLD (Physikalische Laboratorien Wild- 
bad/Schwarzwald) danke ich herzlich fiir diese private Mitteilung. 
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Fig. 4. Spektrum Rens (E,, W, 8) in Bornscher Na- 
herung als Funktion von E, fiir die Parameterwerte 
& = 132° und 11 <= WS 58 MeV 


Fig. 3. Spektrum Ras (E,, W, 8) in Bornscher Na- 
herung als Funktion von £, fiir die Parameterwerte 
@ = 132° und 115 WS 58 MeV 
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Fig. 5. Spektrum Rew (E,, W, 4) in Bornscher Na- 
herung als Funktion von £, ftir die Parameterwerte 
@= 160° und 11 = W588 MeV 
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Fig. 7. Spektrum Rew Ea» W, ®) in Bornscher Na- 


herung als Funktion von £, fiir die Parameterwerte 
% = 180° und 11 <= W<88 MeV 
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Fig. 6. Spektrum RAE; W, ®) in Bornscher Na- 
herung als Funktion von £, fiir die Parameterwerte 
# = 160° und 11 [{W<88 MeV 
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Fig. 8. Spektrum RES (E,, W, 8) in Bornscher Na- 
herung als Funktion von £, fiir die Parameterwerte 
= 180° und 11 < W588 MeV 
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ergeben, ist das gesuchte Verhaltnis bei Beriicksichtigung des endlichen ausge- 
dehnten Kerns: 
dR? dRVL : dREE 


Sram = Omagn. ~ dQ T Cel. dQ 8 (5 ¢) 


Omagn, bzw. del. Sind die Verhaltnisse der elektrischen bzw. magnetischen Absorp- 
tionswahrscheinlichkeit der betreffenden Multipolstrahlung zur Gesamtabsorptions- 
wahrscheinlichkeit. Interferenzen der an verschiedenen Multipolen gestreuten 
Elektronenwellen treten in der Winkelverteilung der inelastisch gestreuten Elek- 
tronen demnach nicht auf. 


§ 2. Coulomb-Korrektur, Abschirmung und Einflu8 
des endlichen ausgedehnten Kerns fiir den H1- und M1-Ubergang 


Die Coulomb-Korrektur Rea * zur Bornschen Naherung fiir den 
E41- und M1-Ubergang erhalt man aus (1.38) zu: 
Rex? (Z, 0) = 5(Z) [a (1 + am, img; 15 2))? 


mit k,k,(1 — cos@) 


ies Se 
E, E, — hy ky cos — m?’ oe 
(6) 

(2). = (emma | pen, a eee 

e 1— 4 ermns 4 

Zo k 1 E 
pee : ge ye Ds te 

oe p E : ee’ ¥ m 


In Fig. 9 ist 6(Z) als Funktion von Z fir »,=7,, §, =$,-~1, £,, Ee= 
40 MeV in Kurve (4) angegebéen und fir 2,2: ”,, 128.25-Mev, 
25 F,524 MeV, und 1=2W519 MeV in Kurven 2—6. Fiir festes 
E3=E,<5 MeV wird 6(Z) mit wachsendem W gréBer als dasjenige in 
Kurve (1), jedoch fiir ein festes E} > E} kleiner als 6(Z) in Kurven 2—6 
mit demselben Verhalten beziiglich wachsendem W wie bei festem E9. 
Fir E,25 MeV, E,210 MeV gehen Kurven 2—6 in Kurve (1) iiber. 

Fir die meisten Kerne in der Umgebung der Riesenresonanz geniigt 
es, die erste Korrektur zur Bornschen Naherung 6(Z), dargestellt in 
Kurve (1) zu beriicksichtigen. 

Fir z=1 wird die ,#-Funktion in (6) logarithmisch divergent. In- 
folge der Abschirmung durch die Hiillenelektronen wirkt auf das Elek- 
tron nur noch ein effektives Z’(#) mit: 


Z' (9) =Z(1—F(E 
(7) 


)) 
_ sind/2 74 _ sinB/2 74 : 
é 5 Ze ie Lk ek, F (6) 1) 
wobei.F¥ (€) der Formfaktor fiir ein einzelnes Elektron ist“ >. 


4 BeTHE, H.A.: Ann. Phys. 5, 385 (1930). 
5 BETHE, H.A., and W. HEITLER: Proc. Roy. Soc. Lond., Ser. A 146, 83 (1934). 
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Fiihrt man in der ,#-Funktion in m9 das effektive Z’ ein durch: 


ee eee (1—F (E[E,, W,9))), (8) 


so bleibt auch mit wach-  4/z)4 
senden Energien E,, FE, 10 
und fiir groBe Streu- 

winkel?die,#j-Funktion a9 
konvergent. Aus Tabel- 

le 1 entnimmt man fiir G6 
e=4- und 460° und 
= (6, Oey, “ual 8 Gis i 


(4,5) 524 


y und berechnet € nach 
(7). Tabelle 2*® liefert 46 
den Zusammenhang zwi- 1 
schen € und ¥ (é) und GS 
damit Z’ und 06(Z’). 

Ree ™* (2,8) =8(Z) RP 
nach (6) ike nahe- 
rungsweise numerisch ye 


berechnet fiir Z und 
G2 a —_—— ! == 
Z’. Im Falle der Ab- (a a ns nO COMO 
schirmung fiir Streu- Fig. 9. 6(Z) als Funktion von Z:in Kurve (7) fiirn,=n,=n,B~1 
. * 4 und £,, E,210 MeV; in Kurven (2) bis (6) flir n,=+ n,,8,=+ B, und 
winkel #=1° und 160 folgende E,-, E,- und W-Werte: Kurve (2): E,=2,W=1, E,=1 
os eis : in MeV; Kurve (3): E,=6,W=5, &,=1 in MeV; Kurve (4): 
fiir ky 40 MeV. Fig. Ey=10, VW=9, 2, =1 in MeV; Kurve (5): 2, =12, W=11, Bo =1 


10 zeigt das Verhalten in MeV; Kurve (6): E,=16, W=13, E,=3 in MeV 
Tabelle 1 
Element | Cz | 22 12) 3: 
| 
Z7138 | 0,553 0,326 | O78 
H(A | EO © NO 452-410°4 | 3,19:10-4 
y (8 = 160°) enero; yma Ome Bil SSM ND aed 


yon REE™t (Z, 0) und RED M*(Z') fir ®=1° und 160° und k,=40 
MeV. 

Beim Ubergang zum endlichen ausgedehnten Kern ergibt sich nach 
(1.25) und (1.52) fiir den Grenzfall WR<1 eine Korrekturformel zur 
Bornschen Naherung fiir kleine Energie- bzw. Impulsiibertragungen zu: 

REL) (EZ, 0, W, K) =z_ [K*cos*K R + W*sin® KR] a 
ay R=R,AS; K?=H+B—2h hy cosd. 

*x Tabelle 2 wurde berechnet aus °. 

6 Tuomas, L.H., and K. Umepa: J. Chem. Phys. 26, 2, 293 (1957). 
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In Fig. 11 ist das Verhalten von RE! (“0 (E,, Z, 0, W, K) fiir die Para- 
meterwerted? = 1°, 160° und 180°, Z =6, 29 und 82 und die der Bedingung 


Tabelle 2 


0,3428 0,2527 
0,3421 0,2504 
0,3552 0,2411 
0,3591 0,2414 
0,3684 0,2323 
0,3754 0,2307 
0,3816 0,2242 
0,3918 | 0,2207 
0,3947 0,2164 
0,4081 0,2114 
0,4244 0,2027 
0,4407 0,1948 
0,4571 0,1872 
0,4734 0,1800 
0,4897 0,1731 
0,6051 0,1653 
0,6600 0,1493 
0,7151 0,1336 


0,2236 0,3692 
'0,2285 | 0,3675 
0,2298 | 0,3512 
0,2368 | 0,3525 
0,2448 | 0,3465 
0,2500 | 0,3360 
0,2529 0,3219 
0,2631 0,3209 
O2775 0,3096 
0,2894 | 0,2941 
0,2938 0,2937 
0,3026 | 0,2821 
0,3102, | 0.2789 
0,3158 | 0,2710 
0,3265 0,2655 
0,3300 0,2580 


6) 
0,0163 0,9762 
0,0229 0,9329 
0,0263 0,9321 
0,0326 0,9151 
0,0344 0,8780 
0,0394 0,8705 
0,0459 0,8389 
0,0489 0,8232 
0,0526 0,8098 
0,0574 0,7744 
0,0653 0,7658 
0,0658 0,7545 
0,0689 0,7256 
0,0789 0,7040 
0,0816 0,7027 


0,0921 
0,0979 0,6469 
0,1052 0,6145 
0,1100 0,6020 
0,1143 0,5965 
0,414 | .0,5573 
0,1306 0,5510 
0,1316 0,5418 
0,1379 0,5073 
0,1579 | 0,4812 
0,1632 0,4765 
0,1609 0,4622 
OA AA 0,4544 
0,1796 0,4448 
0,1842 0,4307 
0,1925 0,3686 
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Fig. 10. Coulomb-Korrektur Ree a? (9)) und erste Korrektur zur Bornschen Naherung 6(Z’(#)) 
mit und Reet Zz, 8) und 6(Z) ohne Abschirmung als Funktion von Z im Bereich A: ky =40 MeV 
8= 160° und B: k, =40 MeV, ®=1° 


, 


WR<1 geniigenden Energieverluste W wiedergegeben. In Vorwarts- 
richtung # =1° macht sich fiir 6<Z< 82,1 W<148 MeV und SY Ips. 
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150 MeV der Einflu8 des endlichen ausgedehnten Kernes nach (9) nicht 
bemerkbar. (Maximale Kernkorrektur 0,2%.) Der EinfluB des endlichen 
ausgedehnten Kerns wachst mit steigendem Streuwinkel # fiir festes 
Z, E, und W, ebenso bei festem #, E, und W mit wachsendem Z, dagegen 
sinkt der Einflu8 bei festem Z, FE, und # mit wachsendem W. 


Fiir den M 1-Ubergang mu8 man wegen der unbekannten Natur der 
mesonischen Beitraége zu den magnetischen Momenten in der in (9) 


6s2562,7<Ws 748 MeV, 3=7° 


Z>82, We T48MeV, A= 7° 


= 
~ 
ad 2Z=6,0= 160) W=75 
NS 2=6,0= 1000W=75 
AY 2=6, = 160, W=73 
SS 
wy x< 
Se 7H) 2=6,07= 160, W=9 
2=6,09= 160) W=5 
2=29,0= 780, W=715 
Q7 276, 0= 160, W=7 
2=62,0= 160, W=7 2=29,0=780,°W=7 L=6,0 = 160,W=7 


eee Me ‘2 =62,05 780° W= 15 
NR Ne SSO ee a ee ey 


Fig. 11. EinfluB des endlichen ausgedehnten Kerns Ree Diz, Z, 3, W, K) als Funktion von £, fiir die 
Kerne mit Z=6, 29 und 82 und die Parameterwerte = 1°, 160° und 180° und 1S WS148 MeV 


angegebenen Korrektur Ri?" eine groBe Unsicherheit.in Kauf nehmen. 


Fiir den M1-Ubergang ist R¥!! deshalb zweifelhaft. 
Bei Beriicksichtigung aller angegebenen Korrekturen hat man fiir 
das korrigierte Spektrum: 


GRO Ee W582) ari M1 
> VU, = , E,.W.? 
dQ Ran ( 1> ? oD) x (10) 


Ne REL eZ) REN (M1) hae ’, W) 


CK 


und fiir das iiber dQ integrierte Spektrum: 


REMI (E,W, Z) =f AO [REEM REE REM], (44 


Setzt man die erhaltenen Korrekturen als Funktion von #%, Z ein, so 


liefert RE! “1(E,, W, Z) die in I angegebenen Korrekturen, z. B. fiir Cugs. 
PS 
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§ 3. Vergleich mit dem Experiment 
In den Arbeiten von W.C. BARBER et al.” 8 wird an Li®, Be®, C??, Si?8 
und Pb28 die Anzahl der inelastisch gestreuten Elektronen zu denen der 
elastisch gestreuten gemessen und das Flachenverhaltnis A jnctast./Aetast. 
daraus berechnet. Nach? und 8 ist: 
E,-—m 


dR” (E,, W, 8) ole 
[- a ob. (W) dW 
Ainelast. = Ay ee D — = (12) 
Aelast. A, d Ae Z) 
F?2(k) 


dQ 
F (k) sind die elastischen Formfaktoren® mit k =2Wsin #/2 als Impuls- 
ubertragung und 


2 
point ee 29 ej 1 
donot [dQ a (e a= 4)2 sin 3/2 


ohio oar gq) sin? 8/2 + +-aZo|/1— 4 sin d/2 (4 —sin#/2) 


K 


mit a =Ze?/2m,yc?, e=E/m der Mottsche Streuquerschnitt. 


Mit: point 
, - Ai. LOmott (Ey, Z) 2 
OLE PO RZ, k) ale AG F? (k) (13) 
und vermége der Beziehung (E;: Schwellenergie) : 
bi sat eS L, # (E Ww 0) E,—m L 
) a Reha W,o é 
i 1 aw = Se or i(W)dW (14) 
Eg i Es 
ergibt sich aus (12) bis (14): 
E,—-m 5. L 
> (Pon 7 (Ey W, 8) Gee ae) 
OUR Zan) / aE. a0 dw dE, dQ (15) 
und: a 
E,—m 
(ON ayy 
b(E,, 9,Z,k) = [ eh oe W,9) oh (WwW) dW (16) 
Es 


mit dR™*(E,, W,9)/dQ nach (10). 


Wenn die genaue Energieabhangigkeit von 4,/A, bekannt ware, kénnte man 
aus (13) und (15) den differentiellen (e, )-Wirkungsquerschnitt berechnen. Da 
aber nach den Messungen von W.C. BARBER et al.’.8 fiir bestimmte Kerniibergange 
und im Gebiet der Riesenresonanz das Flachenverhaltnis nur iiber einen gréBeren 
Energiebereich E, hin angebbar ist, kann man den differentiellen (e, )-Wirkungs- 
querschnitt nur fiir den gesamten in Betracht gezogenen Flachenbereich berechnen, 


* BARBER, W.C., and F.E. GuppDEN: Phys. Rev. Lett. 3, 5, 219 (1959). 

8 BARBER, W.C., F. BERTHOLD, G. FRICKE and F.E. GuDDEN: Phys. Rev. 120, 
2081 (1961). 

9 HorstaDTER, R.: Annual Rev. Nucl. Sci. 7, 231 (1957). 


Differentieller (e, #)- und totaler (y, A”)-Wirkungsquerschnitt 357 


wobei sein Gang mit der Energie E, durch Loar | E,, Z)/€@Q und F?(k), nicht aber 


durch 4 ;/4,(E£,) bestimmt wird. Daher laBt sich auch das a u y (W) aus (16) nicht 
punktweise eae Man kann nur den integrierten (y, Y)- wW irkungsquerschnitt 
en) ‘/(W) dW naherungsweise angeben, wenn man das differentielle virtuelle 
Beans in der Umgebung eines Anregungsniveaus bzw. der Riesenresonanz als 
angendhert konstant ansieht und fiir den betreffenden vermessenen Ubergang an 
der Stelle des Maximum des inelastischen Peaks vor das Integral zieht. Das Ver- 
fahren ist nur dann angenahert giiltig, wenn oy, vy (W) eine schmale Resonanz zeigt. 

Die Theorie wird verglichen mit der inelastischen Elektronen- 
streuung an C¥ bei # =160° fiir E, =42 MeV von W.C. BARBER et a”8, 
Fiir den M1-Ubergang 0*->1* mit 15,11* MeV Anregungsenergie und 


Ag =1 12> 100" ir ae und den elastischen Formfaktoren berechnet 
nach® ergibt sich ein 

f of. (W) dW =1,5 [MeV-mb] 
und eine Strahlungsbreite fiir den Grundzustand J}”1~ 35,4 [eV] be- 
rechnet nach BREIT-WIGNER: 


x aah se fz 
[ o,7 (W) aW = (24) 8. (17) 


Im Gebiet der Riesenresonanz bei C1? und } = 160°, LE, = 42 MeV existiert 
ein kleiner Peak bei einer Anregungsenergie W =22 MeV (Bereich 7), 
wogegen das Maximum der Riesenresonanz bei W = 23 MeV (Be- 
reich y.) liegt. Man findet im Bereich der Riesenresonanz mit (16) und 


eas sepa 100" 


— 30% O/ 
ve of 1, (W) dW ~ 60 [MeV-mb]; J, oy, vy (W) dW » 58 [MeV-mb] 
J oy (W) dW ~ 8,5 [MeV-mb]; i GA ie ) dW~ 8,3 [MeV-mb]. 


w. C. BARBER et al. haben mit dem von Datitz und YENNIE? angegebe- 
nem Spektrum verglichen und erhalten die in Tabelle 1 in § angegebenen 
Werte fiir fay ¥-(W) dW ~ 1,88 [MeV-mb] etc. Furter und Haywarp™ 
fanden (1,9+0,27) [MeV-mb], und Garwin® fand (2,3 +0,19) 
[MeV-mb] fiir den integrierten Wirkungsquerschnitt bei der Unter- 
suchung der elastischen y-Streuung an diesem M1-Niveau. Der hier zu 
klein erhaltene [ o}/¥(W) dW ist eine Folge der groBen Ungenauigkeit 
von Rae nach (9). 

Herrn Dipl.-Phys. H. ScHNErpER danke ich herzlich fiir seine Hilfe bei der 
Durchfiithrung der numerischen Rechnungen mit dem hiesigen Digitalrechner 
Siemens 2002. 

10 Daritz, R.H., and D.R. YENNIE: Phys. Rev. 105, 1598 (1957). 


11 FULLER, E.G., and E. Haywarp: Phys. Rev. 106, 991 (1957). 
12 Garwin, E.L.: Phys. Rev. 114, 143 (1959). 
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Spezifische Wairme von GdCl, - 6 H,O 
im Temperaturbereich zwischen 1,1 °K und 260 °K 


Von 


K. H. HELLWEGE, F. Kttcu, K. NIEMANN und W. PFEFFER 


Mit 5 Figuren im Text 


(Eingegangen am 11. Januar 1961) 


Die spezifische Warme von GdCl,-6H,O wird im Temperaturbereich zwischen 
1,1 und 260 °K kalorimetrisch bestimmt. Sie ist fir T>8°K im Rahmen der 
MeBgenauigkeit gleich der spezifischen Gitterwarme. Fiir T< 8 °K wird die spezifi- 
sche elektronische Warme angegeben. Die spezifische innere Energie und die 
spezifische Entropie des Gitters werden fiir T7<260 °K bestimmt. 


§ 1. Einleitung 


Die spezifische Warme von GdCl, -6H,O setzt sich aus der spezi- 
fischen Gitterwarme c, und aus der spezifischen elektronischen Warme 
Ce der 4f-Elektronen zusammen. Die Bedeutung von cg und cy wurde 
in einer fritheren Arbeit! erlautert. Die spezifische elektronische Warme 
paramagnetischer Salze wird zuriickgefiihrt auf Ubergange im Elektronen- 
termschema der paramagnetischen Ionen bei Veranderung der Tempera- 
tur des Salzes. Im allgemeinsten Fall kommen dabei drei Arten von 
Ubergangen in Frage: 1. Ubergange zwischen den Kristallfeldkompo- 
nenten des Grundterms; 2. Ubergange zwischen dem Grundterm und 
héheren Termen und 3. bei sehr tiefen Temperaturen: Ubergange inner- 
halb der durch Hyperfeinstruktur und durch die gegenseitige Wechsel- 
wirkung der paramagnetischen Ionen aufgespaltenen Kristallfeldkompo- 
nenten des Grundterms. 


Da das freie Ion Gd*** im Grundzustand 8S; eine in 1. Naherung 
kugelsymmetrische Ladungsverteilung besitzt, spaltet der Grundterm 
von Gd*** im Kristallfeld erst in 2. Naherung auf. Die Kristallfeld- 
aufspaltung des Grundterms ist daher bei allen Gd-Salzen sehr klein und 
liefert deshalb nur bei sehr tiefen Temperaturen einen Beitrag zur spezi- 
fischen Warme. Bei Gd,(SO,)3-8H,O z.B. ist die spezifische elektro- 
nische Warme nach Ktrri? fiir T > 7 °K bereits unmerklich klein. 


1 HELLWEGE, K.H., U. JOHNSEN u. W. PFEFFER: Z. Physik 154, 301 (1959). 
Die spezifische elektronische Warme cg wird dort spezifische magnetische Warme 
Cmagn genannt. 

2 Kurt, N.: Z. physik. Chem., Abt. B 20, 305 (1933). 
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Der nachst héhere Term liegt bei Gd**+ um kT =k - 46000 °K iiber 
dem Grundterm*. Daher entsteht fiir T<300 °K kein merklicher Bei- 
trag zur spezifischen elektronischen Warme durch Uberginge zwischen 
dem Grundterm und héheren Termen. Gd-Salze haben deshalb nur bei 
tiefen Temperaturen (Gd,(SO,)3-8H,O bei T<7 °K) eine spezifische 
elektronische Warme. Bei héheren Temperaturen ist die gesamte spezi- 
fische Warme gleich der spezifischen Gitterwairme. Die GréBe dieser 
spezifischen Gitterwarme interessiert beispielsweise, wenn man die spezi- 
fische elektronische Warme des zu dem Gd-Salz isomorphen Salzes einer 
anderen seltenen Erde bestimmen will}. 


Im folgenden wird iiber eine Messung der spezifischen Warme von 
GdCl; -6H,O im Temperaturbereich zwischen 1,1 °K und 260 °K be- 
richtet. Aus dem MeBergebnis werden die spezifische elektronische 
Warme, die spezifische Gitterwarme, die spezifische innere Gitterenergie 
und die spezifische Gitterentropie als Funktion der Temperatur be- 
rechnet. 


§ 2. Herstellung der Probe 

Aus Gd,O, (Lieferfirma Auer-Remy, angegebene Reinheit 99,9%) 
wurde durch Zugabe einer aquivalenten Menge HCl eine leicht saure 
Lésung von GdCl, hergestellt, aus der durch Verdunsten unter CaCl, 
etwa 2—4 mm groBe GdCl, - 6H,O-Einkristalle gewonnen wurden. Etwa 
35 g dieser Einkristalle wurden in ein Kalorimetergefa8 aus diinnem 
Kupferblech eingelétet. Das Kalorimetergefa8 wurde darauf evakuiert 
und bei Zimmertemperatur mit 3 Torr Helium als Warmeaustauschgas 
gefiillt. Zur Feststellung von Lésungseinschliissen in den Kristallen 
wurde die Substanz nach der Messung zu einem feinen Pulver zermahlen, 
gewogen und in einem mit CaCl, gefiillten Exsikkator nachgetrocknet. 
Danach wurde ein Gewichtsverlust von 75 mg festgestellt. Die Substanz 
enthielt also wahrend der Messung 75 mg Wasser, das sind 2°/ 9 der 
Masse des Salzes. Der dadurch bedingte Fehler in der Messung der spezi- 
fischen Warme wurde nicht korrigiert *. 


§ 3. MeBverfahren und MeBergebnisse 


Die spezifische Warme wurde mit einem adiabaten Kalorimeter ge- 
messen, dessen wesentliche Merkmale bereits frither beschrieben wurdent?. 


Die Warmekapazitat C des gefiillten und die Warmekapazitat Cy des 
leeren KalorimetergefaBes wurden mehrmals in Abhangigkeit von der 


* Eine Korrektur mit Hilfe der spezifischen Warme von Eis ist nicht méglich, 
da nach Parallelversuchen die gesdttigte GdCl,-Lésung als glasartiger Korper 
einfriert. 

3 DieKEe, G.H., and L. Leopotp: J. Opt. Soc. Amer. 47, 944 (1957) und 
Exxiot, R. J., B.R. Jupp and W.A. Runciman: Proc. Roy. Soc. A 240, 509 (1957). 
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Temperatur gemessen. C und Cy wurden graphisch iiber der Temperatur 
aufgetragen, und durch die MeBpunkte wurde je eine glatte Kurve ge- 
legt. Die maximale Abweichung der 
MeBpunkte von der Kurve betrug 
dabei etwa 1,5% bei T< 20 °K, etwa 


S 
Ss 


750 


spezitisthe Warme C 


700 


50 


7] 700 200 
if 
Fig. 1 Fig. 2 
Fig. 1. —— Spezifische Warme von GdCl,- 6H,O; — — — — spezifische Gitterwarme ~ T*; — - —-+ — 


spezifische elektronische Warme 


Fig. 2. Spezifische Warme von GdCl,; + 6H,O 


Tabelle 1. Spezifische Warme von GdCl;- 6H,O 


a Wsec oe Wsec s | Wsec ped, Wsec 
TeK] ‘\c a Bet Sa orcas | T(°K] |e wx | TACK Ne aie | 
i} 
| 
‘sl 1,615 3355) 0,261 | 12,0 3,80 7250 = need 
2 1,394 4,0 0,262 14,0 5,74 825 Nile 1B0702 
ee 1,241 4,5 0,288 16,0 8,12 97,5 154,26 
1,4 1,099 5,0 0,332 13,07 14503 110,5 17.3525 
1,5 0,973 555 0,403 20,0 14,09 A285 188,88 
1,6 0,873 6,0 0,507 22,0 17,39 137,0 206,73 
1,8 0,705 6,5 0,633 24,5 21,49 152,08 225209 
2,0 6,574 7,0 0,790 es 27ND 170,0 246,40 
2,2 | 0,475 125) 0,961 BAO 33,72 187,0 265,39 
2,4 0,405 8,0 1,176 35,0 41,40 205,0 283,02 
2,6 0,356 8,5 1,430 43,0 58,03 224,0 299,29 
2,8 0,317 9,0 1,706 51,0 73,98 242,0 312,77 
3,0 0,292 10,0 PBS) 61,0 92,45 259,0 324,63 


0,5.% -bei 20:°K.<.7<50 °K cund, etwa..0,15% bei ff =50 2K. seDie 
Differenz C—C, der Ordinaten der beiden glatten Kurven wurdé durch 
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die Masse des Salzes dividiert. Die so erhaltene spezifische Warme c* 
von GdCl; - 6H,0 ist zahlenmaBig in Tabelle 1, graphisch in den Fig. 1 
und 2 (ausgezogene Kurven) dargestellt, wobei die Zeichengenauigkeit 
kleiner ist als die MeBgenauigkeit. Der systematische Fehler in der 
Messung von c ist im gesamten Temperaturbereich <1% **, der syste- 
matische Fehler in der Temperaturmessung ist <1% bei T<25 °K 
und “=< O01 bel fs 25 °K. 


§ 4. Diskussion und Auswertung der Mefergebnisse 


Zur Zerlegung der gemessenen spezifischen Warme c in die spezifische 
elektronische Warme c,, und die spezifische Gitterwarme cg nehmen wir 


2 
Gree 70" Wsec 
F E /To/ 
c 
a s 4 
x 
S 
8 
= 2 
7 x 
S 
& 
8, 
& 
N 
% 
& 
oO} +1} 0 
0 7 2 ei - ¥ 5) 6 °K 0 I0 700 7 750 200 °K 
Fig. 3. Temperaturabhangigkeit von cel: T? Fig. 4. Spezifische innere Gitterenergie von 
von GdCl, -6H,O GdCl, - 6 H,O 


in erster Naherung an, daB bei 1,1 °K sicher cc< cy ist, und daB cy 


: : 14 ees : 
mindestens wie ¢y~-—,- bei wachsender Temperatur abnimmt. Dann 


T2 
ist CA 0,02 -c bei T=8 °K, d.h. bei T> 8 °K ist im Rahmen der MeB- 
genauigkeit bereits c;=c. Nehmen wir weiter an, daf fiir 7< 8 °K das 
Debye-Gesetz cg~T® gilt (gestrichelte Kurve in Fig. 1) ***, dann zeigt 
sich, daB die Annahme cc¢< ¢, fiir T=1,1 °K richtig war. Die spezifische 
elektronische Warme ist dann gleich der Differenz (strichpunktierte 


* Der Unterschied zwischen der spezifischen Warme bei konstantem Volum c, 
und der spezifischen Warme bei konstantem Druck cy, liegt bei GdCl, - 6H,O fiir 
T <260 °K weit innerhaib der MeBgenauigkeit. Deshalb wird hier c, = Cy = gesetzt. 

*xk Dabei sind jedoch Fehler durch Desorption des im KalorimetergefaB ent- 
haltenen Heliums nicht beriicksichtigt. Diese Fehler sollten aber nach Messungen 
von J.W. Stour und W. F. GiauguEe [J. Amer. Chem. Soc. 60, 393 (1938)] an 
einem Ahnlichen wasserhaltigen Salz geringfiigig im Vergleich zur gemessenen 
spezifischen Warme sein. 

xxx Wie Fig. 1 zeigt, weicht die gemessene Kurve schon oberhalb von T= 8 °K 
vom T*-Gesetz ab. 

4 Casrmir, H. B. G.: Magnetism and very low Temperatures, S. 61. Cambridge 


1940. 
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Kurve in Fig. 1) der Ordinaten von ausgezogener und gestrichelter 
Kurve in Fig. 1. Wie Fig. 3 zeigt, ist fiir die so bestimmte spezifische 
elektronische Warme das fiir 7 >> maximale Aufspaltung zu erwartende 
Grenzgesetz c.,- T?=const nicht erfillt. Der Grund hierfiir liegt in der 
Unsicherheit der Extrapolation von cg, die gerade bei dem Auslaufen der 


Tabelle 2. Spezifische innere Gitter- 
energie und spezifische Gitterentropie 
von GdCl, - 6H,O 


nee Wsec Wsec 
ree | saya] | *[ aera 
0 O O 
1 0,000 55 | 0,000 76 
5 0,345 0,095 
8 2,202 0,392 
110) | 53707 0,771 
20 78,49 5,363 
40 72050 26,44 
60 2158 54,72 
80 4340 85,85 
100 7188 Mos) 
120 |10644 148,9 
140 |14609 179,4 
160 |19064 209,1 
180 |23990 238,1 
0 200 |29359 266,4 
) 700 200 300 °K 220 |35107 | 293,8 
ie 240 |41178 | 320,2 
Fig. 5. Spezifische Gitterentropie von GdCl,-6H,O 260 |47538 34556 


cy-Kurve nach héheren Temperaturen wegen cy< cg einen groBen re- 
lativen Fehler von c, bedingt *. 


Aus c¢(7) wurden die spezifische innere Energie des Gitters 


T 
ug(T) = f cg(T) dT 
0 
und die spezifische Gitterentropie 
T 
ye niee [ “far 


0 
berechnet. Fiir T<8°K wurde dabei c;,~T® extrapoliert. Das Er- 
gebnis ist zahlenmaBig in Tabelle 2 und graphisch in den Fig. 4, 5 dar- 
gestellt. 


Wir danken Herrn G.WEBER fiir die Uberlassung des von ihm entwickelten 
Platinthermometers. Die Arbeit wurde von der Deutschen Forschungsgemein- 
schaft unterstiitzt. 


* Aus den Messungen von KUrtiergibt sich ein ahnlicher Temperaturverlauf 
von Ce : T? wie in Fig. 3. 
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Uber die Entstehung von Plasmawellen 
in stark ionisierten Gasen 


Von 


Horst GERSTENKORN 


Mit 4 Figuren im Text 


(Eingegangen am 21. January 1961) 


This paper concernes the problem of development of plaine waves in a gas plasma 
without external fields. The question has been recently treated by LANpDau, 
v. KaMPEN, BEerz and o. m. The equation of BOLTZMANN is discussed and solved 
for the case with initial conditions (Anfangswertproblem) explicitly. With the usual 
expression for the collision term exist no ,,Eigenlésungen‘‘. Nevertheless in a short 
time long waves develop with A>30/p (DEByeE-Length) from the initial distri- 
bution; the statistical damping cancels down the development of shorter waves. 
Changing the collision term, one finds true Eigenlésungen too. This different 
behaviour of the solutions seems to be less a physical problem than a question of 
the used mathematical formalism. 


Einleitung 


Die vorliegende Arbeit untersucht das Zustandekommen longitudi- 
naler Plasmawellen vom Standpunkt der Statistik. Sie beschrankt sich 
auf den einfachen Fall eines Gasplasmas ohne auBeres Feld; ein elek- 
trisches Feld tritt lediglich als Folge der mit der Plasmawelle verbundenen 
Dichteschwankung der Elektronen auf gema8 der Feldgleichung 
div © =4z0 (€ elektrisches Feld, 9 Ladungsdichte). Dieses Feld ent- 
spricht dem Fernanteil der langreichweitigen Coulomb-Wechselwirkung 
der Elektronen untereinander; der Nahanteil dieser Wechselwirkung 
wird durch die StéBe erfaBt. Die Plasmawelle wird erhalten als Lésung 
der Boltzmannschen Transportgleichung fiir die Verteilungsfunktion / 
der Elektronen im Phasenraum des Ortes t und der Geschwindigkeit ». 
Wir beschranken uns auf raumlich eindimensionale Vorgange, d.h. auf 
ebene Wellen. Das Plasma stellt dann ein schwingungsfahiges Gebilde 
dar, in dem das elektrische Feld der Welle die Rolle der riicktreibenden 
Kraft iibernimmt; das StoBglied entspricht etwa dem Reibungsglied. 
Ein wesentlicher Unterschied zu den schwingungsfahigen Gebilden der 
Mechanik besteht jedoch darin, da sich das Plasma aus einer groBen 
Zahl unabhangiger Partikel mit nur statistisch erfaBbaren Geschwindig- 
keiten zusammensetzt. Diese Tatsache ist entscheidend wichtig fiir die 
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Beantwortung der Frage, ob Wellen der Form e'**~® iiberhaupt még- 
lich sind, und ob zwischen der Wellenzahl & und der Frequenz @ ein 
Dispersionszusammenhang existiert. Auch das Auftreten einer nicht 
durch die StéBe hervorgerufenen Dampfung findet seine Begriindung 
in den statistischen Eigenschaften des Elektronenkollektivs, da das 
individuelle Verhalten des Einzelelektrons der Ausbildung einer ge- 
ordneten Bewegung entgegenwirkt. 

In den letzten Jahren hat sich eine Anzahl Autoren mit diesem 
Problemkreis befaBt!~*. Dabei wurde allerdings das StoBglied meistens 
weggelassen und somit nicht nur die St6Be zwischen Elektronen und 
Ionen, sondern auch die der Elektronen untereinander vernachlassigt. 
Begriindet wurde dies mit der in Gasplasmen meist gut erfiillten Be- 
dingung w,t>1 (t StoBzeit, w, Plasmafrequenz). Dann ergab sich, dab 
die linearisierte Boltzmann-Gleichung ohne StofBglied fiir Maxwellsche 
Geschwindigkeitsverteilung keine Eigenlosungen in Form stationarer 
ebener Wellen e’**—® besitzt, auch dann nicht, wenn w oder k komplex 
zugelassen werden (v. KAMPEN’). Der zeitliche Verlauf einer fiir ¢=0 
gegebenen Anfangsstérung lieB sich im Prinzip berechnen; dabei zeigte 
sich, daB sich aus der Anfangsstérung Wellen e'**—®” herausbilden k6én- 
nen, wobei ein Dispersionszusammenhang besteht. Lange Wellen, deren 
Wellenlange groB gegenitiber der Debye-Distanz ist, sind praktisch un- 
gedampft; dort gilt w? =O, +k?v2, d.h. man erhielt das Ergebnis des 
vereinfachten Verfahrens von ToNKS und LANGMUIR® und somit eine 
Begriindung fiir dasselbe. k?v? ist ein kleiner Zusatzterm, v2 das qua- 
dratische Mittel der Elektronengeschwindigkeiten. Plasmafrequenz w, 
und Debye-Lange /p sind gegeben durch 


2 
Ame" Ny 


kT. \t 


9 
47 e? Ny 


(e Elektronenladung, m Elektronenmasse, 1) Zahl der Elektronen pro cm3, 
T Elektronentemperatur.) 


Das Ziel dieser Untersuchung ist es nun, das skizzierte Problem unter 
Beriicksichtigung der St6Be von einem einheitlichen Gesichtspunkt zu 
behandeln, wobei die physikalische Fragestellung nach Méglichkeit nicht 
durch itbermaBiges Heranziehen mathematischer Hilfsmittel kompliziert 
werden soll. Die Mathematik beschrankt sich im wesentlichen auf Inte- 
grationen in der komplexen Zahlenebene. Es werden mehrere StoB- 
ansdtze diskutiert. Fiir das Anfangswertproblem wird eine Lésung der 


1 Lanpau, L.: J. Phys. USSR. 10, 25 (1946). 

» Boum, D., and E.P. Gross: Phys. Rev. 75, 18514 (1949). 

° KampEN, N.G. v.: Physica, Haag 21, 949 (1955); 23, 641 (1957). 
4 Berz, F.: Proc. Phys. Soc. Lond. B 69, 939 (1956). 

® Lancmuir, I., and L. Tonxs: Phys. Rev. 33, 195 (1929). 
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Boltzmann-Gleichung in einer Form, die eine leichte Interpretation 
gestattet, explizit angegeben. 

Relativitaétseffekte wurden nicht beriicksichtigt, auch wurde mit 
einer kontinuierlichen Geschwindigkeitsverteilung gerechnet. 


I. Grundlagen 

Der Behandlung des Problems legen wir folgende Voraussetzungen 
zugrunde: 

a) Das Gas sei so stark ionisiert, daB der Einflu8 neutraler Atome 
vernachlassigt werden kann. 

b) Die Mitbewegung der positiven Ionen des Plasmas wird wegen 
der groBen Ionenmasse vernachlissigt. Das Plasma als Ganzes ist elek- 
trisch neutral. 

c) Von auBen angelegte elektrische oder magnetische Felder seien 
nicht vorhanden. 

d) Im Gasplasma ist bei Abwesenheit von Plasmaschwingungen die 
Geschwindigkeitsverteilung fy der Elektronen nach MAXWELL gegeben 
durch 

fo Nght Up er “Ming VOR Lm: 


x, y, 2 sind kartesische Koordinaten, m und vp sind ortsunabhiangig. 
Vp ist ein MaB fiir die thermische Geschwindigkeit der Elektronen. Ferner 
ele, 2)" =p v; ee 

e) Die Wechselwirkung der Elektronen untereinander wird ahnlich 
PINES und Boum * in einen Fernanteil, das elektrische Feld & der Plasma- 
welle, und einen Nahanteil, das StoBglied zerlegt. Fiir das StoBglied 
wird in den Kap. II—IV zuniachst der gelaufige Ansatz — (f — f))/t ver- 
wendet. 7 ist eine mittlere StoBzeit fiir die St6Be Elektron-Elektron. 
Sie wird als geschwindigkeitsunabhangige Konstante betrachtet. Unter 
StoBzeit ist dabei etwa die ,,Energieaustauschzeit“ ¢, bel SPITZER’ zu 
verstehen. Obwohl sich gegen den Ansatz — (f — fy)/t verschiedenes ein- 
wenden laBt, wird er wegen seiner Einfachheit hier benutzt, zumal sich 
die abweichenden Ansiatze des Kap. V leicht an ihn anschlieBen lassen. 

In den meisten Gasplasmen ist ferner die Bedingung m,7>1 erfillt. 
Nach Spirzer gilt z.B. w,tg~1,3 - 104 T?/n* nA mit Ind ~10, wenn 
fiir t, der Wert an der Stelle v = |/v2 genommen wird. (A = (k? T3/an,)? - 
3/2.) Der Zahlenwert ist groB gegen eins sowohl fiir Glimm- und Bogen- 
entladungen als auch fiir astrophysikalische Verhaltnisse (H-Regionen, 
Sonne von der Atmosphare bis zum Mittelpunkt). 

Die St6Be zwischen den Elektronen und den Ionen werden vernach- 
lassigt, da die Energieiibertragung beim einzelnen elastischen StoB etwa 


6 PINES, De and D. Boum: Phys. Rev. 85, 338 (1952). 
? Spitzer, D.: Physics of Fully Ionised Gases, p. 77%f. New York 1956. 
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10%mal kleiner und die Energieaustauschzeiten entsprechend gréBer sind. 
Fiir die Impulsiibertragung gilt Entsprechendes nicht. 


Die Boltzmannsche StoBgleichung lautet dann 


f+ WV) f+ (o%)f=-=*, (1) 


T 
wobei » = = © und div 6 =4ze (n—n)) gilt. 
my 


f) Wir beschranken uns auf Stérungen ausreichend kleiner Amplitude 
und linearisieren : 


1. [=i i. 2: n= he Phy 


Zwischen m und f besteht dabei der Zusammenhang f fdt)=”. dt = 
dv, dv, dv, ist das Element des »-Raumes. 

Wir setzen also voraus };<fy, m<m und Of,/du,<0f,/dv,. Ferner 
spezialisieren wir auf Ortsabhangigkeit nur in z-Richtung; in diese weist 
der Ausbreitungsvektor f. Bei Beschrankung auf longitudinale Wellen 
besitzt das Feld © nur eine z-Komponente E. 

Vernachlassigt man nun im 3. Term von (1) 07,/0v, gegen Of,/0v,, So 
erhalt man 


Sin Se en 


igiUe apse pla ee B : 
Oz m Ov, B 


(1a) 
Die erhaltene Lésung /, mu daraufhin iiberpriift werden, ob sie mit 
diesen Annahmen konsistent ist. Es zeigt sich, daB dies darauf hinaus- 
lauft, daB n,;<wm, zu fordern ist. Die anderen Bedingungen sind dann im 
allgemeinen auch erfiillt, und zwar sogar im Intervall um v,=,/k, wo 
man am ehesten Abweichungen erwarten wiirde. 


II. Eigenlosungen 
Es wird zunachst gezeigt, daB (1a) keine Lésungen der Form 


if _ ie et (k2z—ot) (2) 
mit reellem k und komplexem @ besitzt (,,Eigenlésungen“). Da Gf 
ist, wird div € =i(€€) =4z7e f f, dt, und damit E =(4ze/ik) f f, dtp. 
Setzt man dies zusammen mit (2) in (1a) ein, so erhalt man mit der Ab- 
kiirzung «} fiir die gesuchte Amplitude f, 

ae Lea dt ty, 1g S| ae Be 
fr to + = +4 ho,} + ees eal fyd% = 0: 
Fir die Maxwell-Verteilung f, gilt 0/,/0v, = — 2v, f,/vg. Division durch 
die Klammer, die als von Null verschieden vorausgesetzt wird, und Inte- 
gration tiber dt, liefern als Lésbarkeitsbedingung 


aa 203 fo Vz 
Fong ‘| ; ee 2: (3) 
@ -+- oe ko, 
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Der Integralausdruck ist zur Abkiirzung mit B bezeichnet worden. Die 
Integrationen iiber v, und v, lassen sich abspalten und gesondert aus- 
fiihren. AnschlieBend werden die im weiteren Verlauf standig gebrauchten 
dimensionslosen GréBen eingefiihrt : 


D 
OF pas 
z 


ae Sd) 
kvg 5 kv 


Op 


— Xp (3a) 


Der Realteil x von « ist das Verhaltnis der Phasengeschwindigkeit 
Re w/k zur thermischen Geschwindigkeit vy. Die reelle GréBe x, =A (lp 

2a |/2) stellt bis auf den Zahlenfaktor ~ 1/9 das Verhaltnis der Wellen- 
eis zur Debye-Lange dar, die GréBe € bis auf 
den gleichen Faktor das Verhaltnis der Wellen- 
lange zur mittleren, wahrend der statistischen 
Dampfungszeit vom Elektron zuriickgelegten 
Strecke. 

Mit der reellen Integrationsvariablen u =v,/v9 

schreibt sich 6B dann 


sles) 
‘ c=. a du 
a) on ; (4) Fig. 1. Der Integrationsweg in 
0 a—uU 7% der Ebene z=u—a. Die Wege 
aac’. ©, lassen sich in den Weg € ent- 
a . oe - lang der reellen Achse tiberfiih- 
Hatter tb ==0 ceme> Lésung) so! ware yon also” a fol po tet abel 
Funktion von x, bestimmt, d.h. der Dispersions- entsprechend zu umfahren 


zusammenhang zwischen w und k ware damit 

bekannt. Man erkennt an der Form (4) unmittelbar, daB die Wurzel « 
komplex vorausgesetzt wurde, da das Integral fiir reelles « nicht defi- 
niert ist. 

Um nachzuweisen, daB (3) keine Losung besitzt, wird (4) umgeformt 
B=2x%3(—1+ fe“ du/(—u) a) und dann mit z=u—a in 
Bi! k, ine sa ei le Puna al Der Weg G, lauft dabei in der oberen 

Cy 
z-Halbebene, fails Im «<0, in der unteren, falls Ima>0 (Fig. 1). Er 
1a4Bt sich in die reelle z-Achse deformieren, wobei der Pol bei z =O ent- 
sprechend negativ bzw. positiv zu umfahren ist. Das Integral setzt sich 
dann aus den Beitrégen 1 und 3, d.h. dem Hauptwert nach CAucuy, 
und dem Beitrag 2 des Pols zusammen. Der Hauptwert 1aBt sich ele- 
mentar berechnen: 


a 
Hauptwert sso RE = -— 26" [ ap. 


Addiert man den Beitrag des Pols, so erhalt man endgiiltig 


peer B(—1 +200 fe dp tiymae). (5) 
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Fiir Im «<0 ist das positive Vorzeichen, fiir Im «> 0 das negative Zei- 
chen zu nehmen. Im ersten Fall bezeichnen wir die Funktion mit B, (a), 
im zweiten Fall mit B_(«). Das Integral (4) stellt also zwei wegen der 
Doppeldeutigkeit des Vorzeichens analytisch verschiedene Funktionen 
dar, von denen B, zunachst nur in der unteren «-Halbebene, B_dagegen 
nur in der oberen Halbebene definiert ist. Gl. (5) stellt die analytische 
Fortsetzung von (4) in die jeweils andere Halbebene dar, davon wird im 
folgenden Kapitel II Gebrauch gemacht. 

Zunichst wird nun gezeigt, daB Lésungen mit schwacher Dampfung 
nicht existieren. Schwache Dampfung bedeutet nach (2) ein w mit 
kleinem negativem Imaginarteil. Wir suchen zuerst nach Lésungen mit 
Im «<0 fiir den Grenzfall langer Wellen |«|>>1. Fiir solche Wurzeln 
lautet die Bedingung 1—B,=0. B, wird an der Stelle «=~ fir 
0o<é&<1 entwickelt B, (x) =B, (x) —7& - (dB,/da),, wobei die fiir |«|>>1 


(4 

1 3 b : 
ee bDenurzeawvands 
2 0? * 4 a4 


giiltige Entwicklung — 1 + 2% e~* [°* dB x 


0 
Man erhalt die beiden Bedingungen 


vides lest. ees 


(a) besagt xx x,, d.h.wxq@y,. Sie ist erfiillbar und ist gleichbedeutend 
damit, daB man in (4) fiir reelles x den Hauptwert des Integrals nehmen 
soll. (b) dagegen liefert den Widerspruch <0 zur Voraussetzung €> 0. 
Die entsprechende Nullstelle von 1— B, liegt offensichtlich nicht in der 
unteren, sondern in der oberen Halbebene. Es gibt keine Wurzeln von 
1—B,=0 mit kleinem Ima<0. 

Auf denselben Widerspruch st68t man, wenn man Lésungen mit 
kleinem Im «> 0 sucht. Die zugehérige Gleichung 1 — B_=0 hat keine 
Wurzeln in der oberen Halbebene. Man erhalt wieder (a) und an Stelle (b) 


E=yaxte™, (6) 


Dariiber hinaus 1aBt sich ganz allgemein zeigen, daB (3) fiir beliebiges 
komplexes « keine Lésungen besitzt. Dazu ist eine Bestimmung der Null- 
stellen der Funktionen 1— B, und 1— B_ notwendig. Dabei ergibt sich 
nun, daB beide Funktionen abzahlbar unendlich viele Nullstellen be- 
sitzen, jedoch liegen die von 1 — B,, simtlich in der oberen, die von 1— B_ 
in der unteren Halbebene. Da durch das Integral in (3) B, nur inder 
unteren, B_ in der oberen Halbebene definiert ist, ist damit gezeigt, daB 
keine Lésung von (3) existiert: (1a) besitzt keine Eigenlésungen (2) 
weder mit noch ohne StoBglied — (f—f,)/t. Daher laBt sich auch die 
allgemeine Lésung von (1a) nicht aus solchen Eigenlésungen aufbauen. 
Dieses letzte Resultat bleibt auch fiir die abgednderten StoBansitze des 
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Kap. V giiltig, obwohl dort einzelne Eigenlésungen vorhanden sind. Aus 
diesen allein laBt sich die Lésung des Anfangswertproblems niemals 
gewinnen. 

Die etwas langwierige Bestimmung der Nullstellen erfolgt fiir den Fall 
1—B_=0 im Anhang A. Hier sollen nur die Ergebnisse zusammen- 
gestellt werden, da sie des weiteren benétigt werden. Die Nullstellen liegen 
im 3. und 4. Quadranten der «-Ebene symmetrisch zur imaginaren Achse. 
Wir beschranken uns daher auf den 4. Quadranten. Die Lage der Null- 
stellen hangt ab vom reel- 
len Parameter Best daly, 
von der Wellenlange A; 
sie ist unabhangig vom 
StoBparameter +t. Die 
Nullstellenlassen sich bei 
festem x, klassifizieren 
durch die ganzen Zahlen 
He -1 82 3, os. CO, CAIN 
erster Naherung fiir die 
Nullstellen «, = x,,—7&,, 
gilt: x,é,-~na2. Ferner 
gilt fiir die hdheren Ord- 
nungen 1 x*wéw nN, 


. Fig. 2. Nullstellen von 1— B_ im 4. Quadranten. Fiir die Ord- 
d. h. die Nullstellen nungen m=O, 1, 2, 3 ist die Lage der Nullstellen in Abhangigkeit 


schmiegen sich mit wach- yom Parameter Xp = Wp|R Vo angegeben. Die Zahlen an den Kurven 
sind die *»,-Werte. Nullstellen mit €<1 kommen nur im Zweig 
sendem m->oco eng an n=0 ab x23 vor 
die Gerade x=€ an. 
Die oben berechnete Nullstelle (6) entspricht »=0 mit x€ x0, dh. 
xE<1. Fig. 2 stellt die Verhaltnisse in den niedrigen Ordnungen dar; 
jeder Ordnung entspricht ein Kurvenzweig, auf dem die Gesamtheit der 
Nullstellen der Ordnung liegt. Zu jedem x, gehdrt genau ein «,. Die 
Zahlen an den Kurven sind die x,-Werte. Von besonderer Wichtigkeit 
fiir das Folgende ist der Zweig m =O, denn nur auf diesem Zweig gibt 
es Wurzeln mit <1 (fiir x>3). Er entspricht Vorgangen mit schwacher 
statistischer Dampfung (Landau-Dampfung). 


Starke Domptung —-+|-— Jchwache Damptung 
7 2 3 4 oy x 
ea 


III. Anfangswertproblem 
Zur Zeit t=O sei die Stérung f, der Verteilungsfunktion gegeben: 
f,(0, 2, ). jf, 1aBt sich als Fourier-Integral iiber die Wellenzahl k auf- 
bauen; wir beschranken uns hier auf eine k-Komponente, da die Kompo- 
nenten infolge der Linearisierung (Voraussetzung /) voneinander unab- 
hangig sind und setzen an: 


fe! Blv,) (0,40) =e F(0). (7) 
Z. Physik. Bd. 162 26 
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Um (1a) zu lésen, transformieren wir 4 zunachst nach LAPLACE 


c+ico co 
Rast; [ cap, ga f Rett. (8) 
2704 : 
€—t0O 0 


Damit beschranken wir uns auf Zeiten ¢>0. Der Integrationsweg in der 
p-Ebene verlauft in der rechten Halbebene parallel zur imaginaren Achse ; 

alle Pole von g sollen links des Weges liegen. 
Wir setzen (7) in (1a) ein, multiplizieren mit e~?’, integrieren tiber ¢ 
von 0 bis co unter Benutzung von (8) und erhalten mit der Abktirzung 
PO re (9) 


2y3 
k7 05 


fiir die Laplace-Transformierte g 


g() =—_1__{F 4% f gaz, 4ih}. (10) 
ip + — — ho, Wa 


Integration iiber dt, gestattet, [gdt,) zu bestimmen: 


{pes ee ees [edo = Geers Gi) 
J | HS 


2 
Ye ey Hees ess 
wp + = v,) my rs Uz 


(11) entspricht (3), denn das Integral in der Klammer ist mit der Funk- 
tion B identisch, wie man sich leicht iiberzeugt. Wegen des Zusammen- 
hanges 


on Ee ee ¥ 
serge: tRVy& (12) 


zwischen p= —zi@ und « gemaB (3a) gehért zu dem durch (8) vor- 
geschriebenen Integrationsweg in der #-Ebene der in Fig. 3 gezeichnete 
Weg in der «-Ebene. Aufihm gilt Im «>0, so da das genannte Integral 
in (41) durch die Funktion B_ aus (5) dargestellt wird: 


a Fdty 
B.={ (a — U) ny ~ (13a) 


Diese Funktion ist durch (5) in der gesamten «-Ebene definiert. Analog 
dazu fithren wir fiir das Integral auf der rechten Seite von (11), das von 
der Anfangsstérung F, herrtihrt, die dimensionslose GréBe 


— [oat 
Cardi esata se 
ein. Der Index _ soll andeuten, daB bei der Auswertung Im «> 0 be- 
achtet werden muB. Auch die so erhaltene Funktion, die wir als analy- 
tisch voraussetzen wollen, kann man sich in die Halbebene Im a<O 
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analytisch fortgesetzt denken. Setzt man (11) in (10) ein und benutzt 
(12) und (13), so hat man damit die Laplace-Transformierte g als Funk- 
tion von p bzw. « gefunden. Einsetzen in (8) liefert dann das gesuchte 
zunachst in Integraldarstellung: 


Pie 1 [ F(v) C_— Fy(v) BL + A)(v) ept 4P 


27 é (TPG, — a) Ruy’ 
(14) 
7 - 5 t 
Ny = [ Fdr, — Ley | oe ap z 
: 270) el aie 
€ 


Dabei verlauft der Weg € in der in Fig. 4 nochmals gezeichneten Weise 
von 4 nach B. A und B liegen im Unendlichen. Der Weg darf fiir 


a-Fbene 


Imaginare Achse 


Weg in der p- Ebene 


Fig. 3 


Fig. 3. Der Integrationsweg in der p-Ebene fiir c = 0. Der zugehérige Weg in der «-Ebene gemaB p = —(1/t) — 
tkv, a ist ebenfalls mit eingezeichnet. Wie man sieht, gilt auf diesem Ima =1/1tkv,>0 


Fig. 4. Der Integrationsweg € in der «-Ebene. A, B und D liegen im Unendlichen. Eingezeichnet sind ferner 
die Wurzeln von 1— B_=0. In der Figur wurde x» =8 gewahlt 


t>0O durch den Halbkreis BDA geschlossen werden. Dieser Weg gibt 
dann keinen Beitrag zum Integral, wenn die Funktionenschar fj (v) 
gewissen Bedingungen unterworfen wird: Wir setzen Jj (wv) als analytische 
Funktion voraus; dasselbe gilt dann auch von C_(«). Ferner soll 
C_/(14 — B_) in der gesamten unteren Halbebene mit Einschlu8 des Un- 
endlichen beschrankt sein, ausgenommen die abzahlbar unendlich vielen 
Pole von 1/({ — B_) und eventuelle Pole von C_. All dies bedeutet keine 
physikalisch wesentliche Einengung der Funktionengesamtheit Jo, 
F, soll sich im Unendlichen wie u~("*1) oder wie e~” - u~” mit m20 
verhalten. In den folgenden Formeln ist dariiber hinaus C_ und damit J) 
als frei von Singularitaten angenommen, um die dann auftretenden Zu- 
satzglieder zu vermeiden. Das Integral darf dann fiir > 0 auf die Pole 
% —u =O und 1— B_ =O zusammengezogen werden; andere Pole sind 
nicht vorhanden. Sadmtliche Pole des Integranden liegen im Innern des 
Weges © +. 


Pgh 
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Zur Auswertung von (14) nach dem Residuensatz wird der Nenner 
1 — B_ in der Umgebung der Nullstellen «, durch — (dB_/da),, (%—%,) 
ersetzt. Eine kurze Rechnung liefert: 


(2B_/d) ay oa (1 igs i 2007) |%y : (14a) 
Mit dp =—ikv, da wird dann 
1 dp — 2000p a 
rn 4 207 = 2 a : (14a) 


Nun kann man iiber alle Pole summieren; der Pol « = liefert den ersten 
Term von Ff, die Pole 1— B_ =O die restlichen Terme von / und alle 
Terme von n,. Damit ist das Integral (14) in die Summe einer unend- 
lichen Reihe iibergefiihrt: 


Uv 
1 G1 2& 
— —+ike,)t (2 } 
re G 4 fy ig 7. 
mols 
Vo 
foe) il ss \ 7 
be F 2% Pale thal Uo )t—4 tab Vet ay (CAl(ee) (4 5) 
= 2a2 —2x? —1 Da? 
n=0 n pb el “SAg 
n 
% 
fo) 1 | 
m=nN Dé (= tink oy) t tank vot OX C_(%p) t>0 
see a Dice Hake } 


Zu summieren ist dabei tiber die Ordnung der Nullstellen von 1 — B_. 
Zu jedem » gehdren zwei Summenglieder entsprechend der Symmetrie 
der Nullstellen «, =-+-| ,,|—7&, zur imaginadren Achse. Unter den an- 
gegebenen Voraussetzungen sind die Reihen fiir #>0 konvergent; dies 
gilt sogar fiir ¢=0. 

Falls fj und C_ Pole besitzen, gibt jeder vom Integrationsweg um- 
schlossene Pol ein zusatzliches Summenglied ahnlicher Bauart zu (15). 

Es 1aBt sich zeigen, daB das Integral fF, dt, mit dem Ausdruck fiir 
aus (15) richtig in die dort fiir m, angegebene Summe iibergeht (AnhangC). 


IV. Diskussion der Lésung 


Die erhaltene Lésung fiir , besteht aus einer Summe von Termen, 
von denen jeder einzelne formal wie eine gedampfte Schwingung der 
Frequenz *v yx, aussieht. AuBer der StoBdampfung 1/z tritt noch eine 
weitere, durch die statistischen Eigenschaften des Elektronenkollektivs 
bedingte Dampfung auf. Diese Dampfung ist nun in allen Fallen n =1 
auBerordentlich stark. Wie Fig. 2 lehrt, gilt bereits ab n =3 fiir praktisch 
alle Wellenlangen, d.h. fiir beliebiges ~,, genaihert &, a x,, selbst fiir 
m=1 ist 51,2, xS2,5. Das bedeutet, daB der betreffende Term wah- 
rend einer Schwingungsperiode ¢ =2z/kvyx,, statistisch auf den Bruch- 
teil e~?*Snl% ~~? ~~ 2-108 gedampft wird. Die Terme n=1 stellen 
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also keine eigentlichen Schwingungen, sondern zeitlich rasch abklingende 
Vorgange dar. Eine Ausnahmestellung nimmt der Term  =0 im Falle 
langer Wellen ein. Wie man aus Fig. 2 abliest, sinken fiir Bp 5 dis 
A>6 x\/2lp 3301p, die zugehdrigen €-Werte auf sehr geringe Betrage 
&<1 ab. Fiir gilt die Formel (6). Die Terme m =0 entsprechen damit 
einem wirklichen Schwingungsvorgang mit schwacher Dampfung, bzw. 
unter Berticksichtigung der Ortsabhangigkeit schwach gedampften 
Wellen, wie sie von LANDAU! 1946 erstmals angegeben worden sind. 
Diese Terme haben offensichtlich eine enorm gréBere Lebensdauer als 
die Terme mit 2>0. 

F, ist ahnlich wie 1, aufgebaut, enthalt jedoch noch einen nur der 
StoBdiampfung unterliegenden, statistisch dampfungsfreien Zusatzterm 


e | . ae der Frequenz kv,, in dem sich das individuelle Verhalten der 
Elektronen der Anfangsverteilung Fy, auBert, der insgesamt jedoch auch 
statistisch bedingt ist. Wir diskutieren im folgenden die beiden Falle 
langer und kurzer Wellen gesondert. 


a) x,>3: Lange Wellen A>30l/p. Hier tritt die oben erwahnte 
selektive Wirkung der statistischen Dampfung auf. Nach einer Zeit 
T, V2a/vgké,, wobei €,>1,2 gilt (s. oben Fig. 2), heben sich in der 
Dichteverteilung m, die beiden zu =O gehérigen Landau-Wellen deut- 
lich heraus. Sie unterliegen allerdings ebenfalls der StoBdampfung, 
welche in allen Plasmen die Landausche Dampfung nach (6) weit iiber- 
wiegt. Als Zahlenbeispiel werde ein Plasma mit 7 = 10" Elektronen/cm®, 
#10" “KK betrachtet: w,~ 6:10" sec 4,7 ~ 3°10 sec, WyT 2 - 107. 
Tt, wachst mit der Wellenlange: w,%,~5%,. Fiir x,=3 ist daher 
Wp% Y1S<KMpt, dh. 0,17. Hier ist die StoBdampfung nach der 
Zeit t, noch praktisch gar nicht wirksam geworden (e! gegen e~?”). 
Bei langeren Wellen kann 1,>7 gelten, da das Herausheben der Terme 
n =O langere Zeit beansprucht. Da die StoBdampfung aber alle Terme 
in gleicher Weise erfaBt, findet auch dann ein Herausheben der Landau- 
Terme relativ zu den iibrigen statt. 

Auch in der Verteilungsfunktion heben sich die Terme n=O fiir 
t>t, heraus. Jedoch tritt hier auch noch der Zusatzterm ohne statisti- 


Tater 
— +ikvz 


sche Dampfung pie } (fF +FC_/(1—B_)) in Erscheinung. C_ ist 
gemaB (13b) durch A bestimmt. Wie eine Abschatzung zeigt, tritt im 
allgemeinen das zweite Glied der Klammer besonders fiir groBe Werte 
von v,/V)>1 relativ zu Fy hervor; dies gilt besonders fiir lange Wellen. 
Im einzelnen ist das Verhaltnis aber vom Verlauf /j(v,) abhangig. Das 
erste Glied der Klammer beschreibt das ZerflieBen der Anfangsverteilung 
auf Grund der verschiedenen Elektronengeschwindigkeiten (Phasen- 
geschwindigkeiten kv,), das zweite Glied hangt dagegen eng mit den 
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statistisch gedampften Termen zusammen. Man erkennt dies unmittel- 
bar an der folgenden Schreibweise von (45) * 


-(= near Kye -= aX C_(an) 
F=e Es (v) LE Fiv z x 
1 mde (202 24% 1) (an *:) (15a) 


n 
\ Uv 0 


x (etn tot—t an dokt 1% gta) : 


b) x,»<1: Kurze Wellen 4<10/p. In der Verteilungsfunktion ist 
keine Selektion mehr wirksam: Wie Fig. 2 zeigt, gibt es nunmehr auch 
im Zweig n =O keine Lésung von 1— B_ =O mit <1; die Werte dieses 
Dampfungsparameters liegen vielmehr zwischen 0,4 und 1 und erreichen 
damit fast die Werte der nachsthéheren Ordnung. Die Sonderstellung 
des Terms =O geht damit verloren. Zum Beispiel ist fiir x,=1 
x=1,7 und €=0,4. Da w,t> xp/E ist, ist die statistische Dampfung 
hier bereits wirksamer als die StoBdampfung. Nach der Zeit 1, =22/ 
kuyé<t ist der gesamte Vorgang abgeklungen mit Ausnahme des 
Termes ohne statistische Dampfung in &. 

In Ubereinstimmung mit den Ergebnissen von PINES und Boum ® hat 
sich damit ergeben, da die Wechselwirkung der Elektronen unterein- 
ander unabhangig von der Anfangsverteilung kollektive Bewegungen 
in Form von Dichtewellen nur fiir groBe Wellenlangen hervorzubringen 
vermag. 

V. Abanderung des StoBansatzes 

In diesem Kapitel soll der konventionelle StoBansatz — (f—f,)/t 
abgeandert werden. Dies erscheint schon deshalb notwendig, weil die 
Boltzmann-Gleichung (1) mit diesem Ansatz eine fehlerhafte Konti- 
nuitatsgleichung liefert. Integration von (1) tiber dt, ergibt On/dt + 
div (mb) =m,/t an Stelle On/ét+div(mb)=0. Ahnliche Unstimmig- 
keiten zeigen sich bei den anderen, aus (1) gewonnenen Erhaltungs- 
satzen. Auch anschaulich ist klar, wieso der Widerspruch zur Konti- 
nuitatsgleichung zustande kommt: Die StéBe bewirken sicherlich nicht 
den Ausgleich lokaler Dichteschwankungen n, im Plasma, eher schon 
werden sie versuchen, die zu der momentanen lokalen Dichte n, +n, 
gehorige Maxwell-Verteilung einzustellen. Damit erhalten wir an Stelle e) 
den Ansatz 

i— fe (1 + “1 
(g) on 
Strenggenommen ist mit der Dichteschwankung m, in dem betrachteten 
Volumelement auch eine Anderung des Energieinhaltes (der Elektronen- 


Tt 


* Dabei wurde fiir die meromorphe Funktion C_/(1— B_) die Partialbruch- 
zerlegung von MittaG-LEFFLER benutzt und die Anfangsbedingung Teh es Ji NUE 
t=O herangezogen. 
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temperatur) und des Impulsinhaltes verbunden. Die StéBe zielen offen- 
sichtlich auf diejenige Maxwell-Verteilung f,, die zu der momentan 
lokal vorhandenen Dichte, Energie und Impuls gehort. Aber abgesehen 
davon, da& wegen der langen StoBzeiten r und der Schnelligkeit der 
Schwankungen das lokale Gleichgewicht f, nie auch nur annahernd er- 
reicht wird, bereitet der Ansatz — (f —f,)/t der Lésung von (1) uniiber- 
windliche Schwierigkeiten: /, ist ein unhandlicher Ausdruck, auch miiBte 
in einer solchen Naherung die v-Abhangigkeit von t berticksichtigt 
werden. 


(g) tragt in der Hauptsache dem Energieaustausch zwischen den 
Elektronen Rechnung. St68e Elektron-Ion werden wegen der um einen 
Faktor ~10* langeren Energieaustauschzeiten nicht beriicksichtigt. 


Bevor (1) mit (g) gelést wird, soll noch ein anderer Ansatz diskutiert 
werden, der auf einem anderen physikalischen Modell beruht 


(h) — ad Raumwinkelelement im p-Raum. 


Die St6Be sollen also nur die Richtung, nicht jedoch den Betrag der 
Elektronengeschwindigkeiten andern. Dieser Ansatz tragt daher dem 
Impulsaustausch Rechnung, t’ entspricht etwa der ,, Deflection-Time“ ¢, 
bei SPITZER’, p. 76. Er erfaBt in erster Linie die St6Be der Elektronen 
mit den Ionen, bezieht aber auch die St6Be der Elektronen unterein- 
ander mit ein, da die StoBzeiten fiir diese beiden Arten von StdB8en 
erOBenordnungsmaBig gleich sind. Da jedoch dieser Impulsaustausch 
etwa gleiche Zeit benotigt wie der Energieaustausch der reinen Elek- 
tronenst6Be (tp ~t,g), haftet auch dem Ansatz (h) ein Mangel grundsatz- 
licher Art an: (h) vernachlassigt den Energieaustausch, (g) den Impuls- 
austausch. 


Nun ist zu erwarten, daB eine Abanderung des StoBansatzes nur von 
geringem Einflu8 auf die Lésung von (1) sein wird. Denn dem StoBansatz 
entspricht in der Mechanik das Reibungsglied, bei schwacher Reibung 
(w,t->1) wird ein veradnderter Reibungsansatz sich nicht wesentlich 
auswirken. Es wird sich zeigen, daB dies auch in der Tat der Fall ist, 
soweit es die Lésung des Anfangswertproblems betrifft. Lediglich hin- 
sichtlich der Existenz von Eigenlésungen ergibt sich ein neuer Gesichts- 
punkt. 


Mit dem Ansatz (g) bleibt nun an Stelle (1a) die Gleichung zu lésen 


oh fe of ! aay lf eee oa fo (16) 
. 


ot Ce, m GU; iy TE 
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Das Zusatzglied bewirkt, daB die Bedingungsgleichung (3) des Kap. II 
fiir die Existenz von Eigenlésungen iibergeht in 


f bi tk vo 

2 0 (%+ Deke 

{= oe | —+_4 “dt, (17) 
RVG N% ii teed 


Dies fiihrt an Stelle 1 — B_ =O auf die Gleichung 
t c tlie i: ae ee =o? f o B ag ne 
ai 2x} =(a+ ooh i2Je ap iz), (18) 


in der der Faktor « von (5) bzw. (21), Anhang A, ersetzt ist durch 


; “_. Da der Zusatzterm 1/2%,0,7<|«,| ist, ist zu vermuten, 
Wy T X. 


daB die Wurzeln von (18) sich in allen Ordnungen nur unwesentlich von 
den Wurzeln von (3) bzw. (21) unterscheiden. Die Auflésung des Glei- 
chungssystems (18) im Anhang A bestatigt dies voll und ganz, obwohl 
die Wurzeln jetzt prinzipiell auch von der StoBzeit t abhangen. 

Auch fiir die Ordnung 7 =0 ist die Verschiebung der Lage der Wurzel 
im allgemeinen von geringem absolutem Betrage; da jedoch diese Wurzel 
gemaB (6) einen kleinen Imaginarteil <1 besitzt, kann diese geringe 
Veranderung eine Verschiebung der Wurzel in die obere Halbebene be- 
wirken. Die Auswertung von (18) fiir 7 =O ergibt fiir x,>1: 


f&=—~% eae — xx eae KY Kp. (19) 
Nun ist zwar w,t im allgemeinen eine groBe Zahl, aber e* wachst mit 
zanehmender Wellenlange sehr rasch an. Ab Kym, 2501p, wird die 
Wurzel im allgemeinen in der oberen Halbebene liegen. Fiir noch langere 
Wellen spielt das e~ **-Glied gegeniiber dem anderen praktisch keine Rolle. 
Damit tritt aber etwas grundsatzlich Neues ein: Wahrend (3) keine 
Lésungen besitzt, ist (18) losbar. Der Ansatz (2) fiihrt also diesmal nicht 
auf einen Widerspruch, es gibt echte Eigenlésungen, die Zeitabhangigkeit 
wird durch (Ekvy > — (p22) 


t = 5 
> a wte-@*kuyt—ixkuot 


e 2 (20) 
wiedergegeben. Eine Trennung in eine StoBdampfung und eine statisti- 
sche Dampfung ist nicht mehr klar durchfiihrbar, da auch die statistische 
Dampfung von t abhangt. Insgesamt bewirken die statistischen Eigen- 
schaften des Elektronenkollektivs das zeitliche Abklingen in (20); dabei 


sind lange Wellen durch eine besonders geringe Gesamtdampfung e~‘/?* 
ausgezeichnet. 
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Die Lésung des Anfangswertproblems ist wieder durch (15) gegeben; 
nur sind fiir die Wurzeln «, =x, —7E, jetzt die Lésungen von (18) und 
an Stelle B_ der Ausdruck (17) zu benutzen. Fiir %»->1 sind die Ab- 
weichungen vernachlassigbar auBer in der Ordnung 2 =0: Im Ausdruck 
fiir die Verteilungsfunktion F, sind jetzt die Terme n =0 die langlebig- 
sten; sie sind nur halb so stark gedampft wie der &-Term. Nach einer 
Zeit von einigen t heben sie sich auch in der Verteilungsfunktion deutlich 
heraus, unabhangig von der Anfangsverteilung J. 

Fiihrt man dieselbe Rechnung zum Vergleich mit dem Ansatz (h) 
durch, so ergibt sich eine (18) entsprechende Bedingungsgleichung, die 
allerdings komplizierter aufgebaut ist. Lost man diese fiir «,>1 auf, 
so erhalt man fiir die Ordnung m =0 genau die Wurzel (19), wenn man 
dort t durch t’ ersetzt (Anhang B). Hinsichtlich =o fiihren beide 
Verfahren zu denselben Aussagen. 

DaB beide physikalisch sehr unterschiedlichen StoBansatze dasselbe 
Resultat liefern, bestatigt die Richtigkeit der Annahme von dem ge- 
ringen Einflu8 dieser Ansatze auf die Lésung. Der einfache Ansatz 
—(f—f))/t wird in gewissem Umfange gerechtfertigt, nur hinsichtlich 
der Frage nach Eigenlésungen fiihrt er zu einer unnétig komplizierten 
Aussage. Die Unterschiede der Lésungen (15) fiir die verschiedenen An- 
satze sind in der Tat minimal. Der in den drei Fallen analoge Verlauf der 
Rechnungen und das abweichende Ergebnis hinsichtlich der Existenz 
der Eigenlosungen bestatigt deutlich die Meinung v. KAMPENs, daB es 
sich dabei weniger um ein physikalisches Problem als vielmehr eine Frage 
des verwendeten mathematischen Formalismus handelt. Das Zustande- 
kommen der Dichtewellen auf Grund (1) ist jedenfalls unabhangig vom 
StoBansatz verstandlich. 


Der Verfasser méchte an dieser Stelle Herrn Professor Dr. SAUTER herzlich 
danken, der diese Arbeit anregte und ihre Durchfithrung erméglichte. 


Anhang A. Bestimmung der Wurzeln von 1— B_L=0 
Explizit lautet die Gleichung 1— B_=0 mit der Funktion B aus Gl. (5): 


a 


2 2 } x 1 i 
2ae * [? dp 2 1") =1+ 208 F (21) 


0 


#, ist dabei ein reeller Parameter [vgl. (3a)]. Das Integral hangt eng mit der kon- 
fluenten hypergeometrischen Reihe ,#, (Kummersche Funktion) zusammen: 


Aus der fiir | «| >> 1 giiltigen asymptotischen Entwicklung von ,/, laBt sich erkennen, 
daB in der oberen Halbebene keine Nullstellen vorhanden sind. Da Xp reell sein soll, 
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liegen etwaige Nullstellen auBerdem symmetrisch zur imagindren Achse. Die 
Beweise dafiir iibergehen wir und beschranken uns gleich auf den 4. Quadranten: 
“x=x—ié mit ¥>0, €>0. In der unteren Halbebene gilt 


04 
[ Pap =e"—" {(Roos2vé+ Rsin2xé) —i(Rsin 27 & — Ecos 2% €)} — 
0 . (22) 


(apes 
== ai ] Thy 
mit den Abkiirzungen 


oo) es) 2 
F,= fe *"-" cos2axn dn, R= (ot sin 247 dy. (23) 
6 0 


Setzt man (22) in (21) ein, so erhalt man fiir die Nullstellen der unteren Halbebene 
das Gleichungssystem 


/z e  *“sinaxé = Z (1 eae EF. 
i 2 (#2 + &2) | 245 Ee | 4) 
; xv 
eis é ; ibe) 
It e° cos2x€& —- (1 : : L F., 
* =" Se) ax) + 


(24) enthalt die Gesamtheit aller Losungen. 


Um die Nullstellen der Ordnung »=0, d.h. x€ <1 zu finden, verwendet man 
eine Reihenentwicklung fiir F, und F, nach Potenzen von &, die fiir /v<1 rasch 
konvergiert: 

x 
E=4t)me* —&(1—2xe™ feh dt) +--., 
: a (25) 
Vi e= eee if ef dt— iS “\ne™ ape ve 
0 


Entwicklung fiir 7>>1 liefert dann die Nullstelle n=0: 


‘ ree: 3 1 1 1 
&= re * willis 3 apes eile er f = aS oes (26) 


Die durch ein direktes Verfahren gewonnene Gl. (6) ist als Naherung in (26) ent- 
halten. 


Fir die Nullstellen hoherer Ordnungen werden fiir ¥>>1 und €>>1 brauchbare 
asym ptotische Entwicklungen fiir F, und F, verwendet. (24) geht dann iiber in 


j= p€8 2? ¢ ta 4 3&2 — 72 \ 

Vee 780 288 ma eer tae aceena ca a 

|x &—* cos 2x = é es sind Fe atta iad 
"4? +B) \ 9 (+ BP 


Es gibt abzahlbar unendlich viele Lésungen; diese werden numeriert gemas 
2*E=2nn+x% mit 0<x%< 22 und n=O, 1, 2,...co. Die Wurzeln lassen sich, aller- 
dings zum Teil nur mit sehr begrenzter Genauigkeit angeben. In zwei Grenzfillen 
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werden die Verhdltnisse besonders einfach: 
a) Nur 1. Term von (27) beriicksichtigt: 
4 E> x8, wet ES 1. 
Hoéhere Ordnungen 


2%E>2n(n-+ $), 
a : ds del : 
oma Peat mea SS yl Reiiel, aee, 
ya 445 (4? + 6?) ORY | (28) 


b) Nur 2. Term beriicksichtigt: x > x7 + E24 
Mittlere Ordnungen 


2xE>2n(n+ 4), 


mae 1 
ee a > 


é 
|x 4(v2+ &)2 ° 


Man erkennt deutlich die mit wachsender Ordnung  erfolgende Annaherung an 
die Gerade 4% = €. 
Der abgeanderte StoBansatz (g) fiihrt an Stelle 1 — B_=0 auf die Lésbarkeits- 


bedingung (18). Diese liefert an Stelle (24) mit der Abkiirzung €* =&— — Ba 
das abgeanderte System 2WpT Xp 

aie LG to 

ime —*'s FA ee dees A see et a) hd 

|e sin 2a & D(x? + E*2) 4 243 EF, 

ix 1 ; (29) 

In €? — x 26 

TEC Oe —— tie é 

| e cos2xé 2 (x2 + EX) (1 aap) +B | 


Die einzige Anderung gegeniiber (24) besteht darin, da®B im ersten Term jeweils & 


durch &* ersetzt ist. 

Fir die Ordnungen 7 21 mit &>1 ist &* x € infolge Wpt>1. DaB die Ande- 
rungen hier wirklich véllig geringfiigig sind, zeigt instruktiv der Fall 4? 4+ &> 43. 
Auf der rechten Seite von (27), von der nur der 1. Term beriicksichtigt wird, tritt 
jeweils ein Faktor der Art 1—*,/x@,t auf. Da a[xp> 1 und 1/w,7<1 gilt, hat 
diese Korrektur praktisch keinen EinfluB auf e*’—** und damit auf die Lage der 
Nullstelle. Entsprechendes gilt auch fiir den Fall x 2 > a E24, 

Nur fiir die Ordnung = 0 andert sich die Lage ides Nullstelle etwas. Zwar ist 
die Verschiebung auch dort nicht gro, aber wegen <1 erfolgt unter Umstanden 
eine Verschiebung iiber die reelle Achse hinweg in die obere Halbebene. Die Wurzel 
(19) kann man am einfachsten direkt aus (18) durch das Naherungsverfahren des 
Kap. II erhalten oder auch aus dem fiir die obere Halbebene giiltigen, (29) ent- 
sprechenden Gleichungssystem. 


Anhang B. Der StoBansatz — (f — Jf A2/4x)/r' 


i(kz—ot) 


Mit diesem Ansatz h) fiir das StoBglied und /, =f, e geht die lineari- 


sierte Boltzmann-Gleichung tiber in 


1 wo, Of il if 
(—io + + + ihv,) + 22 <0 -7 | dQ/4z. 
te ( im + e f 2 v,] a WS oe a, f tears a, fr @2/ 
Mit der fiir Maxwell-Verteilung giiltigen sone Of ev— — 20, f,/v¢ und den 
Abkiirzungen « und #» geht dies tiber in 
1 Dey a ee 22 a dQ \ 
Fe eee ea ay ee -f ay 30 
he af { ae ar e fn Cini, cen th rex (30) 
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Wir integrieren iiber die Oberflache dQ: 


; ) 2) 2 Lie 
(1- +; [te OS tes SEE (—4-ale [ fears. (31) 
ENO os 470 v3 ae ; 
abei haben wir die GréBe 
Pag: 
; + |e Yo | Uo (32) 
Vz 2v v 
e— — a“ — — 
Uo Up 


eingefiihrt. I lat sich durch einen Verzweigungsschnitt in der «-Ebene von — v/v9 
nach + v/v, eindeutig machen. 

Um die (3) entsprechende Lésbarkeitsbedingung zu erhalten, wiirde es eigentlich 
geniigen, (31) nach Division durch die linke Klammer iiber 47v? dv zu integrieren. 
Damit wir jedoch Anschlu8 an die friiheren Ergebnisse von Kap. II erhalten, gehen 
wir einen scheinbar umstandlicheren Weg und integrieren (30) auch noch uber dTty. 

Dabei tritt wieder die Funktion B aus (3) auf*: 


0B) [haro= 9 a = (33) 


Setzt man nun fiir f f, dQ/4a aus (31) ein und fiihrt die Integration tiber dty in 
der Weise aus, daB man zunachst tiber die Oberflache dQ und dann iiber dv integriert 
gemaB dty = dQ v? dv, so geht (33) tiber in 


oo 


2xpt T(—1+4+al)e—?!8 4nv%dv 
Pee pe aes 


eS ei; vom 
0 TRV, 
Dies ist die Lésbarkeitsbedingung. Wir suchen wieder nach Lésungen fiir lange 
Wellen %,>1 mit klemem Ima>0: Fir B ist wieder B_ zu nehmen. Auf der 
rechten Seite tragt in erster Linie das v-Intervall v/uy<|a«| zum Integral bei. Es 
1aBt sich zeigen, daB der Beitrag der Pole v/vy)=-La« mit e—*p klein wird. Unter 
diesen Umstanden darf man J nach Potenzen von vu/v,% entwickeln; die rechte Seite 
von (34) stellt dann wegen w,t’>1 nur ein Korrekturglied dar: 


(PAS fenek s bee). (35) 


\ 3 


Im Nenner vernachlassigen wir i1/thvy ~i%p/amp,t’ <1. (34) geht dann iiber in 


1-B.= > h,. (36) 


Wie man sieht, wird fiir die gesuchten Wurzeln « = ¥ + iy mit y <1 das Korrektur- 
glied nahezu rein imaginar. Daher liefert die Entwicklung von B_ an der Stelle x 
nach dem Verfahren des Kap. II fiir %p» => 1 wieder die aus dem Vergleich der Real- 
teile folgende Beziehung 

iS 4 | 3 te fel vaya 
ea ee 


Vp x2 
* Zwischen 6 und I besteht die Beziehung 


lee) 
xg Dy 
15} Z fi 14 alle? 4qy2dv. 
0 
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Aus der Gleichheit der Imaginarteile ergibt sich nun dagegen 


y=x (so-7 — x x8 ae (37) 


2p U 


Das ist aber genau das Resultat, das auch mit dem anderen StoBansatz (g) erhalten 


wurde. Die Boltzmann-Gleichung besitzt in diesem Fall ebenfalls Eigenlésungen. 


Anhang C. Umformung der Lésung (15) 
4 Es wird gezeigt, daB zwischen den Ausdriicken F, und , von (15) die Beziehung 
JPEG Ty — 1, pertullitarsts 
Bildet man f F, dty mittels (15), so liefert die n-Summe dabei Glieder 


SS Ch = 1B 2s (Ce) (38) 


[vgl. (13a)]. Auf der rechten Seite tritt dabei wegen Im «<0 das positive Zeichen 
und damit die Funktion B, = B_+ 4ixg az ae—* (5) auf. Im verbleibenden ersten 
Term von (15) fithrt man zuerst die Integrationen tiber v, und Vy durch und wertet 
das restliche Integral tiber v, bzw. u=v,/v) auf komplexem Wege aus. Unter den 
angegebenen Voraussetzungen tber Fo ist es erlaubt, den auf der reellen Achse der 
u-Ebene verlaufenden Integrationsweg fiir #> 0 durch einen Halbkreis in der unteren 
Halbebene zu schleBen: Falls & sich dort wie u—™ mit m> 1 verhAlt, ist dies evident, 
da F/1 — B_ dort beschrankt bleibt. Falls F, dagegen einen Faktor e—™ besitzt, gilt 
dies nicht fiir die beiden Bestandteile Fy + C_F/(1 — B_) einzeln, wohl aber fiir ihre 
Summe, wie sich zeigen ]aBt. Das Integral wird auf die Pole, d.h. die Wurzeln von 
1— B_=0O, zusammengezogen und F dv,= 2m) xpU e—“ du/\/m und (14a) benutzt. 
Insgesamt erhalt man dann 


foe) iter 
: = 25 a C_(a,) oe, a 

J Hare =m D (Balen) 44 sp 0m acme, ie il ( . 39) 

n=0 


Die Klammer ist aber mit b_(«,) = 1 identisch. Es ergibt sich daher [ Ridig=ny. 

Der Zeitpunkt ¢= 0 erfordert noch eine kurze Betrachtung. Das SchlieBen des 
Integrationsweges von (14) im Unendlichen ist zulassig, falls R,~w~™ mit m>1, 
dagegen nicht, falls F, den Faktor e~“ enthalt. Die Summen in (15) konvergieren 
jedoch auch dann unter den weiter oben angegebenen Voraussetzungen fir fo, 
wenn auch sehr langsam. Versteht man daher unter ¢= 0 den rechtsseitigen Grenz- 
wert ¢->0, so erhalt man aus (15): 


Oy 
eae 
Uo On C_(&) 1 
R()=H+F a0: (s) LZ Galmoye Tlie (40) 
Te ‘i U9 


Da laut Voraussetzung (7) F, fiir +0 gegen Fy gehen soll, muf der zweite Term 
identisch verschwinden. Dies ist in der Tat der Fall, wenn man beriicksichtigt, 
da C_/1 — B_ eine meromorphe Funktion ist, die Pole nur an den Stellen 1 — B_=0 
besitzt — von Polen von C_ sehen wir hier wieder ab — und auf die man die Par- 
tialbruchzerlegung von Mitrac-LerFLeR anwenden kann. Dabei zeigt sich, daBb 
die ganze Funktion, die im Mittag-Lefflerschen Satz gewéhnlich noch als Zusatz- 
glied auftritt, hier den Wert Null besitzen muB. Setzt man diese Partialbruch- 
zerlegung in (15) ein, so erhalt man (15a). 
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Zur Theorie der Sekundirelektronen-Emission 
bei Metallen II 
Von 
G. BimscHas* und G.U. SCHUBERT 


Mit 3 Figuren im Text 
(Eingegangen am 3. February 1961) 


Fiir die elastisch gestreuten Sekundarelektronen wird mit einem einfachen Ansatz 
fiir elastische Streuung im Metall eine Transportgleichung aufgestellt. Unelastische 
Streuung wirkt wie Absorption und wird beriicksichtigt. Man wird auf eine in- 
homogene Milne-Integralgleichung gefiihrt, die unter Beriicksichtigung verschiede- 
ner Randbedingungen nach der Wiener-Hopf-Methode gelést wird. Das Verhaltnis 
der freien Weglangen fiir elastische und unelastische Streuung geht als Parameter 
ein und sollte durch entsprechende Experimente bestimmt werden. 


Im 1. Teil dieser Arbeit! wurde eine Deutung der Sekundarelek- 
tronen-Emission auf der Grundlage des Sommerfeldschen Metallmodells 
versucht. Es wurden lediglich Elektron-Elektron-StéBe beriicksichtigt. 
Die Durchrechnung der auftretenden Elektronen-Kaskade nach der 
Monte-Carlo-Methode fiihrte zu der Aussage, daB man mit diesem Modell 
Ausbeuten in der richtigen Gro8enordnung erwarten kann, daB sie aber 
im allgemeinen kleiner als die gemessenen sind. Das ist natiirlich nicht 
iiberraschend, da nur eine Wechselwirkungsart zugelassen wurde. Als 
zweiter wichtiger Streuakt mu8 die elastische Streuung angesehen wer- 
den, die sich unter Umstanden stark auf die Ausbeute (und andere MeB- 
gréBen) auswirken kann. Thr Einflu8 la8t sich unter anderem durch das 
Verhaltnis der mittleren freien Weglangen fiir elastische und unelastische 
St6Be charakterisieren. Im folgenden wird fiir die elastisch gestreuten 
Elektronen — d.h. fiir Elektronen, die die Primarenergie haben — eine 
Transportgleichung aufgestellt, deren Lésung es gestattet, aus geeignet 
vorzuschlagenden Experimenten Aufschlu8 iiber dieses Verhaltnis zu 
gewinnen. 


1. Transportgleichung und Randbedingungen 


Um eine einfache Geometrie zu erhalten, mége das Metall einen Halb- 
raum (z>0) mit der Oberflache bei z=0 ausfiillen. Die Primarelek- 
tronen treffen senkrecht auf die Oberflache auf und unterliegen im 


* Teil 2 von D 77 (gekiirzt). 
1 Bruscuas, G.: Z. Physik 161, 190 (1961) 
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Metall elastischer Streuung, die lediglich zu einer Anderung ihrer Ge- 
schwindigkeitsrichtung fiihrt. Jede andere Wechselwirkung mit dem 
Metall, die einen Energieverlust zur Folge hat, mdge im folgenden als 
» Absorption bezeichnet werden, da sie das betreffende Elektron aus 
dem betrachteten Energiebereich entfernt. Bei dieser Geometrie hangt 
im stationaren Zustand die Verteilungsfunktion der Elektronen im Metall 
nur von der Ortskoordinate z (normal zur Oberflaéche) und dem Winkel #, 
dem Winkel der Geschwindigkeitsrichtung mit einer Parallelen zur 
z-Achse, ab. f(z, #) dQ dz gibt also die wahrscheinliche Zahl der Elek- 
tronen mit Primarenergie in der Schicht dz bei z und Geschwindigkeits- 
richtungen im Raumwinkel dQ um #, y an und geniigt der Transport- 
gleichung (vgl. z.B. ? oder °)*: 


p, 4) _ _ PH (z, 9) — P’ F(z, 8) + P f F(cos@) f(z, #)dQ’. (A) 


Dabei bedeuten: v, die z-Komponente der Geschwindigkeit, P die 
Wahrscheinlichkeit der Ablenkung pro Zeiteinheit fiir elastische Streu- 
ung, P’ die fiir ,,Absorption‘‘ im oben definierten Sinne und F(cos 9) 
den auf 1 normierten differentiellen Streuquerschnitt fiir elastische 
Streuung (im Laborsystem) 

F(cos @) = 


Faite (COS QO) 2) 


tot 
mit 
cos 9 =cos#cos # -+ sin? sin J cos oy’. (3) 
Die physikalische Bedeutung der einzelnen Terme in (1) geht aus der 


Ableitung dieser Gleichung hervor und braucht hier nicht wiederholt zu 
werden. Mit den neuen Variablen 


i = Cos? 
0, = Vcos? =v UL 


z(P+ P’ 
Uv 


ease 
geht (1) iiber in 


u OHH) _ _ Fe, 4) + Af F(cos@) f(C, w’) dQ". (4) 


* Wie in! werden auch hier Sté8e von Elektronen (der betrachteten Energie) 
untereinander vernachlassigt. Das gehért zu den Voraussetzungen, die Transport- 
gleichung in der linearisierten Form (1) anzuschreiben. 

2 Morse, Pu. M., and H. FesHpacu: Methods of Theoretical Physics. New 


York 1953. 
3 Amatpr, E.: In Handbuch der Physik, Bd. 38/2. Berlin 1959. 
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Diese Gleichung entspricht Elektronen der Geschwindigkeit 1, die mit 
der Wahrscheinlichkeit 1 pro Zeiteinheit aus der Richtung* wz abgelenkt 
werden und mit der Wahrscheinlichkeit 


LES SE) (5) 
4+ — 


WIP 


aus den Richtungen y’ durch StoB in die Richtung w gelangen. A<1 
bringt die ,,Absorption“ zum Ausdruck. Es seien J, /’ die mittleren 
freien Weglangen fiir elastische bzw. unelastische Streuung. Dann wird 
wegen 


(a 7 : (6) 
1 
~ 4a’ (7) 
und 
angi, 8) 


Die Ortsvariable wird hier also auf eine effektive mittlere freie Weg- 
lange bezogen. 


Es wird die Lésung von (4) gesucht**, die folgenden Randbedin- 
gungen genugt: 

4. Die Verteilungsfunktion soll an der Oberflache fiir ~>0 (Rich- 
tung ins Innere des Metalls) den einfallenden Strahl der Primarelek- 
tronen wiedergeben. Deshalb werde an dieser Stelle eine 6-Funktion 
eingefiihrt : 


1A (OMY Teer) (Tee Ye (9) *** 


Damit ist gleichzeitig / auf einen einfallenden Strom 1 normiert; denn 


es ist 
ib 


j+ (0) at “iO, udu =1, (10) 


wenn f g(w) d(u—1)dyu definiert wird als 
0 


1 
lim f g(u) d(u—e) du. 
0 


e—>1- 


2. Es soll kein Strom aus dem Unendlichen kommen, d.h. 


j-(co) = lim Sut uw) du =0. (11) 


* Es wird hier der Kiirze wegen auch 4=cos# als Richtung bezeichnet. 


** Genauer: f (0, ) fiir 4<0; das sind die das Metall verlassenden Elektronen. 
**x* Zur Definition der Indizes + und — vgl. Gl. (15). 
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Man wird vom physikalischen Standpunkt erwarten, daB bei ,Absorp- 
tion” (A<1) diese Bedingung mit den folgenden beiden gleichwertig ist: 


f(z, 4) —> 0 


1 12 
0 (2) Sie 2) du —> 0. (12) 


3. Bei Beriicksichtigung des Potentialsprunges an der Oberflache 
unter Annahme der vereinfachten Reflexionsbedingung (nur Total- 
reflexion) soll f(z, ) die Totalreflexion wiedergeben fiir Elektronen, 
deren Normalkomponente der Geschwindigkeit nicht ausreicht, um den 
Potentialsprung zu iiberwinden: 


(0, «) =f. (0, — #) (13) 
fiir 0<u<e mit 
2s 
ee ae (14) 


wo @®, die Potentialtopftiefe und E die Energie der Elektronen bedeuten, 


wenn 
Coe oe A 


O <a) 
0) =o 
Me Ct O 


pion lt 

| (15) 
fea 
gesetzt wird. 


Die Integro-Differentialgleichung (4) laBt sich durch formale Inte- 
gration in eine reine Integralgleichung iiberfiihren: 


| Be kgoe 
eGo) =F.(0, e+ % fle #” f F(eos6) fC, ') a@'| at’ 
: (16) 


oO tt 
iG») = = le ri) | F(cos®) f(C’, uw’) dQ‘ |de’. 


Hier ist fiir >0 (an der Oberflache) allgemein /, (0, w) gesetzt worden. 
Im allgemeinen kann man den Streuquerschnitt und damit F(cos 0) 
nach Kugelfunktionen entwickeln: 


F (cos 0) = ‘ a,b, (cos 0), (17) 


und da f F(cos @) dQ =1, wird a) = = Es werden hier wie in? nur 


Elektronen kleiner Energie betrachtet, so daB man die hdheren Ent- 
wicklungsglieder zunachst vernachlassigen kann und nur a, beibehalt*. 


* Es ist aber prinzipiell méglich, (16) fiir Streuquerschnitte zu behandeln, die 
endlich viele Kugelfunktionen enthalten. Es miiSten dann allerdings die Entwick- 
lungskoeffizienten bekannt sein. 

Z. Physik. Bd. 162 PH] 
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Mit F(cos 9) = =5 wird aus (16) 


bar et 
—C/u A v eo i , / ! 
fr (Cs) =f (O,mpe + ( fen aut a (18a) 


0 
ee ese 
Oa mr |. Ti OP eae ay" dt’. (48b) 
7 ; 
é Si 
Definiert man noch 
=e" a u>o 
ll , (0) 
; O a0) 
fo(% #) = (19) 
0) u>o 
i eee og <0): 
te “ <a O 


1 


was sich tibrigens als Fourier-Integral sehr einfach darstellen laBt: 


oe —ikx 
pg é 
fol% n= | aye a (20) 


—oco 


so kann (18) auch folgendermaBen zusammengefaBt werden: 


Cm =H4. 0." fom +> f foC—S.m) oC)ac’, — (21) 


wenn die Dichte durch 
af 


0 (C) =JS1C. 4) du (22) 
gegeben ist. 
2. Die allgemeine Lésung 


Die Lésung von (18) ist nur in der Form erforderlich, da8 die experi- 
mentell zuganglichen GréBen berechnet werden kénnen, namlich die 
Winkelverteilung der austretenden Elektronen 


7- (0, u) =u f-(0, v) (23) 
und die Ausbeute [bei Beachtung von (10)] 


) 0 
8 = Sy =m fet Om) de. (24) 
=y 
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Nach (18b) wird 


A r Elu , , 
f(0,u)=—s- [ eh o(¢) dt (25) 
0 
und 1aBt sich durch die Fourier-Transformierte* von 9 (¢) ausdriicken: 
_ AV2x A 
AO =e (26) 


die also nur berechnet zu werden braucht. Integriert man (18) bzw. (21) 
ber 7, so erhalt man eine Integralgleichung fiir die Dichte 


oC) =f uh. Om flu) du +2 i vC—C) oat’ — (a7) 


mit dem Kern 


v(x)= fe # (28) 


2 


Die homogene Gleichung ist die sog. Milne-Gleichung. Sie wurde nach 
der Methode von WIENER und HopF? gelést. Eine Erweiterung des Ver- 
fahrens auf die inhomogene Gleichung findet sich allgemein bei MorsE 
und FESHBACH®?. Fiir die Formulierung einer Gleichung, die die Re- 
flexionsbedingung an der Oberflache beriicksichtigt, ist es vorteilhaft, 
die allgemeine Randbedingung fiir ~>0 beizubehalten und 9 als Inte- 
gral iiber eine Greensche Funktion anzusetzen: 


1 
oC) = i (One) olG uw) dpe. (29) 
Fir o(¢, w’) gilt dann: 
0.1) =u form’) +A foe 2) ou!) ae’. (30) 


Zur Lésung dieser Integralgleichung nach dem Vorgehen von WIENER 
und Horr nimmt man an, daB durch (27) bzw. (30) auch eine Funktion 
o(¢) fiir €¢<0 definiert wird und setzt 


Gis C0 
@={* . 
6) Ga) 

1 

o=| Di On tie 
ig Malai bose) were 20 


* Zur Definition von R, s. Gl. (32a). 
4 WIENER, N., u. E. Horr: Berl. Ber. S. 696 (1931). 
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Die Fourier-Transformierten sind dann 


R, (®) = f 0. CoP ab, (32a) 
}22 . 
: 
Rf) e—= [ 0 (C) ei at. (32b) 
/2z 2 
Mit (31) wird (30) 
06m’) =H fom) + Aso —f)o. Cm) ae’. (33) 


wobei die Integration nach — oo ausgedehnt wurde, so dab der Faltungs- 
satz der Fourier-Transformation Anwendung finden kann. Die all- 
gemeine Lésung der Fourier-Transformierten Gl. (33) wird im Anhang 
durchgefiihrt. Nach den dortigen Gln. (A 12) und (A 13) wird ent- 
sprechend (26) 


1 
i. (1+) (=o) 9 (4 
Rik) = “ ene aa — ea | a «| 
- IF leant dit 
Mu ll 
C ist die Integrationskonstante. Zusammen mit dem Vorfaktor ist sie 


die Lésung der Fourier-transformierten homogenen Gl. (30), der Rest 
eine Lésung der inhomogenen Gleichung. 


3. Asymptotisches Verhalten der Dichte 
Von den Randbedingungen ist bis jetzt nur die Oberflachenbedingung 
in Form von (29) erfiillt worden*. Die 2. Randbedingung verlangt fiir 
A<1 nach (12) 
e(C) —2 0. (35) 


Hierdurch kann die Integrationskonstante bestimmt werden. Das 
asymptotische Verhalten von o(¢) wird gegeben durch die Singularitat 
von R, (k), die am dichtesten am Integrationsweg von 


eO= Tr J Reds, (¥<y<t) (36) 
V2 io 5 
liegt®. Das ist der Pol k =7y von (34), der aber wegen 
o | k—iy | bake 2x ee 


* Bildet man nach (18) mit @(¢, w’) die Verteilungsfunktion, so bedeutet der 
Ansatz nichts anderes, als daf diese Verteilungsfunktion der Randbedingung 
O(u—p’) statt d(u—1) geniigt. 

° DoEtscu, G.: Handbuch der Laplace-Transformation, Bd. 2. Basel u. Stutt- 
gart 1955. 
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ein exponentielles Ansteigen fiir €-> oo liefert. Bei der Laurent-Ent- 


wicklung um diesen Pol muB deshalb der Koeffizient von —'— ver- 
schwinden, was zu my, 


(37) 


a ta(- =) 


» (38) 


und R, (zk, u) ist analytisch in Imk>— y. Das asymptotische Verhalten 
wird jetzt durch den Pol in k = —7y gegeben, und @ (¢) wird asymptotisch 
proportional zu e~%. 


A=1 ist nur zur Kontrolle und der Vollstandigkeit halber von Interesse. Dort 
versagt (35), und man mu8 auf die Bedingung (11) zurtickgreifen, daB namlich aus 
dem Unendlichen kein Strom kommen soll. Wegen 4 = 1 wird y = 0 (Doppelwurzel, 
s. Anhang), und (34) hat einen Pol 2. Ordnung in k=O. Entwickelt man (34) um 
diesen Punkt in eine Laurent-Reihe, so liefert die Riicktransformation fiir 
€-— oe ein konstantes und ein zu € proportionales Glied. Man wird vermuten, dai 
das zu € proportionale Glied verschwinden mu8. Um die Bedingung zu erkennen, 
unter der dies stattfindet, kann man unter der Annahme, da die Verteilungsfunktion 


#(0, w) an der Oberflache fiir alle ~ bekannt ist, (4) mit F(cos@) = a 
I 
of (C, ie P 
lu “ee + #24) = — (6) (39) 


der Laplace-Transformation unterwerfen. Nach einer Umformung erhalt man 


| els) , wEO,m) 
Saye” Aes * 


f(s, 4) = 


und bei Integration tiber w und Aufldésung nach Q(s): 


Die Laurent-Entwicklung um s = 0 liefert, wenn nur die ersten beiden Glieder bei- 
behalten werden: 


o() — — 470) +2 KO) 


s—0 $2 


bzw. 
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1 
wo 7(0)= fw f(0, u) du den Strom durch die Oberflache und K(0) das 2. Moment 
1 


bedeuten. Andererseits folgt aus (39) durch Integration tber wu: 
LAC UE 
de 
also 7 =const =7(0) fiir alle €. Ware 7>0, wiirde die Dichte fiir €— oo negativ 
werden. Sie ware dort positiv, wenn 7<0, das entsprache aber einem Strom aus 
dem Unendlichen. Es muB also, um 9g 20 im Unendlichen zu sichern, 7 = 0 gewahlt, 
der Faktor von 1/k? der Laurent-Reihe von (34) (y=0!) Null gesetzt werden. Aus 
7 =0 folgt auch sofort, daB ohne ,,Absorption‘‘ die Ausbeute 1 wird. Fiir A= 1 
ergibt sich dann asymptotisch eine konstante Dichte, was formal auch aus (38) 
mit vy = 0 folgt. 


4. Ausbeute und Winkelverteilung ohne Totalreflexion 
Der Verteilungsfunktion an der Oberflache (26) laBt sich noch eine 


andere Form geben. Durch Fourier-Transformation entsteht aus (29) 


1 
Ry (B) = Jf. (0,1) Ra (Bw) de. 


Definiert man noch entsprechend (26) 


neti ae Von ay, 
F210, 061) ae RK) Ie ay } ; (42) 
so wird (26) 
1 
(NOs) i L(Ouw)LOwew) du’. (43) 


Diese Gleichung wird sich im Abschnitt 5 bei der Formulierung einer 
Integralgleichung als niitzlich erweisen, die die Totalreflexion beriick- 
sichtigt. Bei Vernachlassigung der Totalreflexion wird f_(0, uw) = 
f-(0, w, 1), da dann nach (9) f, (0, u’) =6(u’ —1). Dieser Fall soll zu- 
nachst weiter behandelt werden. Mit (42) und (38) erhalt man 


1 4 
yA wO-wate) el) +e(-7) 
[Oye ) 2) (14 — yu) (1 + vu’) (u’ — p) é b L i (44) 


Fir die numerische Behandlung ist die Kenntnis der durch Integrale 
dargestellten Funktionen g, und q_ erforderlich: 


re Beige Oy \] dn 
Ge) — = i log| I6i f oe ten) Teme C2 B= 1 (45) 
—co— if 


In q_(k) ist nur 8 durch —f zu ersetzen. Da aber beide Funktionen nur 
fiir Argumente benétigt werden, die auBerhalb des Streifens | 1mk|<B 


* Vel. FuBnote * auf S. 388. 
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legen, kénnen die Integrationswege auf die reelle Achse gezogen werden, 
da der Integrand in diesem Streifen analytisch ist. Dann sind aber beide 
Funktionen identisch, sie seien y(k) genannt. Wie man leicht zeigt, ist 
p(k) eine ungerade Funktion und (44) wird 


; nh wW(4A—w(1+y’) 
= O, , Se tes if & 
i ( fe te’) 2B SVL = Se) Ee == 10) 


(46) 


Tabelle. Verteilungsfunktion f_(0, w) an der Oberfldche bei verschiedenen A-Werten 


mit zugehorigey Ausbeute 6 


A 


0,96 

0,1 1,6487 1,3630 1,2589 1,1838 1,1233 41,0721 0,887 15 
0,2 LTS 2) 1,4278 1,3094 1,2246 1,1567 1,0996 0,89598 
0,3 1,8370 1,4676 1,3369 1,2440 1,1703 1,1084 | 0,89105 
0,4 1,8997 1,4929 1,3513 1,2515 1,1728 1,1071 0,879 22 
0,5 41,9509 AS55085, iets 5y72 AES 14 684: 1,0996 0,863 05 
0,6 1,9938 Lore ll SLBA 1,2461 | 41,1600 1,0882 | 0,84601 
O),7/ 2,0303 Mooi 1,3530 W237 30 Aare, 1,0742 0,827 33 
0,8 2,0619 5212 1,3458 1,2260 1,1339 1,0586 | 0,80822 
0,9 2,0895 1,5184 1,3363 41,2130 Aa lisyy 1,0419 0,78907 
UO) || Bees 1,5134 158253 1,1988 1,1026 1,0247 0,77015 
6 | 1,00 0,753 0,671 0,615 | 0,574 0,536 | 0,415 


0,85 0,80 0,75 0,70 0,65 0,60 
0,1 0,76027 0,66184 | 0,58080 0,51165 0,451 22 0,397 47 
0,2 0,75905 0,65455 0,569 73 0,498 29 0,43659 0,382 32 
0,3 0,747 53 0,63958 0,553.04 0,48093 0,419 24 0,36545 
0,4 0.75132) 0,621 52 0,53444 0,462 54 0,401 53 0,348 71 
0,5 0,71291 0,602 32 0,51545 0,444 29 0,384 33 0,33273 
0,6 0,693 59 0,58295 0,49677 0,42668 0,367 97 Osda72 
0,7 0,67407 | 0,56390 0,478 75 0,409 92 0,352 58 0,303 74 
0,8 0,65478 0,545 46 0,461 55 0,39411 0,33819 0,290 74 
0,9 0,63595 | 0,52776 0,445 23 0,37923 0,32475 0,278 69 
A(0, 0,617 74 0,51086 0,429 80 0,365 28 0,31221 0,267 50 
re) 0,340 0,285 0,243 0,209 0,180 0,155 
Es bleibt 
r d 
: +e Ae : 2 
YP (= =- i | log fl eae (1 — — arc ten)| eee UE (47) 
a DIEU away 1 AU ee net 
a 0 


zu berechnen. Die fiir die numerische Integration vorgenommene Um- 
formung verlauft analog der in ®. Es ergibt sich 


oie) = slater] 9 
7) 


6 PraczEk, G.: Phys. Rev. 72, 556 (194 


(48) 
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mit 
7/2 
aad (1—A)cosa+Axsinx __ Ave 4 
y(t") n f sin# — Ax cosx arc tg (| tg *) . (49) 


Dann wird (46) 


, A “ p(w) + pv’) 50) 
_(0, —|u|,u') =- = ———— 
I Male 2 (ul te) Vat lalate) 


und der hier interessierende Fall (u’—1) 


me = A ev(u) + (1). 51) 

Ls encehia (2(1 + |ul)1? as 

(49) wurde numerisch integriert *. Das Ergebnis ist fiir verschiedene A 

in der Tabelle angegeben. Eine weitere numerische Integration ergab 

die Ausbeute nach (24). Fiir 2 =1 ist das 

Integral in einer Tabelle von PLAczEK® 

enthalten und wurde dort entnommen. Der 

Fehler der 6-Werte diirfte kleiner als 1% 
sein, 

Die Winkelverteilung zeigt Fig. 1. Sie 
ist fiir A =1 etwas schmaler als die cos-Ver- 
teilung, in die sie aber fiir A=0,98 im 
Rahmen der Zeichengenauigkeit tibergeht. 
Hott are a Bei weiter abnehmendem 4 tritt eine seit- 
verschiedene Werte von / liche Ausbuchtung auf wie bei der Vertei- 

lung fiir A<1, die praktisch bereits fiir 
4 =0,6 erreicht ist (s. Fig. 3). Diese Kurven gelten bei Vernachlassigung 
der Randbedingung 3, deren Einflu8 kleiner wird, je gréBer Primar- 
energie und ,,Absorption“ sind, da dann sowohl weniger Elektronen 
an der Oberflache reflektiert werden als auch von dem reflektierten 
Anteil immer weniger noch einmal die Oberflache erreicht. 


5. Integralgleichungen zur Beriicksichtigung der Totalreflexion 


Bei strenger Beriicksichtigung der Totalreflexion** k6nnen nur 
Integralgleichungen angegben werden. Die Randbedingung 3 Gl. (13) 
verlangte 


{? (0,4) =f. (0, —p) (13) 


in e>">0. Die Randbedingungen 1 und 3 kénnen zusammenfassend 
geschrieben werden 


I. (0,4) =6(u—1)+S(e—p)L(0,—y), p>O0, (52) 


* Herrn Professor BAvER danken wir fiir die freundliche Erlaubnis zur Be- 
nutzung der elektronischen Rechenmaschine. 
**x Eine Naherung fiir A<1 wird im nachsten Abschnitt besprochen. 
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wo S(x) die Heavisidesche Sprungfunktion bedeutet*. f-(0, — p») 
kann aus Gl. (18b) durch die Dichte ausgedriickt werden wie in (25). 
Unter Beriicksichtigung von (52) und (25) wird dann (18a): 


; Patt 
fo (G1) =0(e— Aye 4 A Slop) fen oC) at’ + 
P ¢ - . (53) 
+ | ee at yaty, 
wahrend (18b) ungeandert bleibt. Bildet man jetzt analog (27) durch 


Integration von (53) und (18b) iiber die Dichte, so erhalt man fiir sie 
die Integralgleichung 


ot) =e + Ase +2) oat’ +2 iE ve—L)eC)at? (54) 


mit den Kernen 
ie d 
(= fe « Se (55) 


und v(x) nach (28). Vergleich mit (27) zeigt, daB jetzt das Integral mit 
dem Kern v, hinzugekommen ist. Da dieser Kern aber in der Form 
v,(€ +2’) auftritt, ist die Lésungsmethode von WIENER und HoprF hier 
nicht anwendbar **, 

Eine andere Integralgleichung laBt sich direkt fiir die Verteilungs- 
funktion an der Oberflache gewinnen, wenn man die schon gefundene 
Losung bei Vernachlassigung der Reflexionsbedingung benutzt. Sie 
ergibt sich am einfachsten aus Gl. (43) 


_ (0, 4) 2ish One) [2 (Ont fe.) bites (43) 


durch die die Verteilung fiir ~<0 an der Oberflache durch ein Integral 
iiber die Verteilung an der Oberflache fiir ~>0 und einer weiteren 
Funktion ausgedriickt wird, die als eine Greensche Funktion betrachtet 
werden kann und nach (50) bekannt ist. Setzt man nun (52) in (43) ein, 
so folgt 


_ (0, #4) ie 0,— wu) 7 (0, 4, mu’) dp’ +f (0,4, 1). (56) 


“ 3 (x =O) ie AO), SGA) = it uke easy 

**x Man kann zwar genau so vorgehen, jedoch gelingt dann nicht die Faktori- 
sierung der (A1) entsprechenden Gleichung. Es bleibt eine Fredholmsche Integral- 
gleichung stehen, die bei geeigneter Wegdeformation genau in die hier anders ab- 
geleitete (56) bzw. (58) itbergeht. Siehe Nore, B.: The Wiener-Hopi-Technique. 
London u. New York 1958. 
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Die Inhomogenitat dieser Integralgleichung gibt den direkt austretenden 
Anteil der Elektronen an, der oben schon behandelt wurde [s. (51)], 
wihrend das Integral die nach beliebig vielen Reflexionen austretenden 
Elektronen beriicksichtigt. Iteration dieser Gleichung und zusatzliche 
Potenzreihenentwicklung nach 4 entspricht dem im nachsten Abschnitt 
besprochenen Verfahren der sukzessiven Beriicksichtigung der Re- 
flexion. Definiert man noch 


Dy (u) =f (0, — ws, 1) (57) 
(heey ao, ale a 
so wird aus (56): 
Bly) Pyly) +I Kugel) Bw) ay (58) 


Es ist also, um die Totalreflexion zu beriicksichtigen, eine inhomogene 
Fredholmsche Integralgleichung 2. Art zu lésen. Wie man leicht er- 
kennt, ist der Kern symmetrisierbar, aber er ist nicht entartet, was eine 
einfache Auflésung der Integralgleichung nicht gestattet. 


6. Lésung durch Iteration fiir starke unelastische Streuung 


Fiir A<1 kann man die Neumannsche Reihe der Integralgleichung 
(18) bzw. (21) verwenden, die durch Iteration entsteht und eine Po- 
tenzreihenentwicklung nach 4 bedeutet. Die einzelnen Terme kénnen 
als Beitrage von Elektronen gedeutet werden, die eine der Potenz von A 
entsprechende Anzahl von ‘St6Ben erlitten haben; denn jeder StoB be- 
deutet Multiplikation mit 4. Da 4 durch die ,,Absorption“ gegeben ist, 
wird man fiir A<1 Konvergenz erwarten*. Da alle Glieder positiv sind, 
wird das Ergebnis bei Abbrechen der Reihe zu klein ausfallen. Die 
Durchfiihrung der Iteration liefert ohne Beriicksichtigung der Total- 
reflexion 

2 _ = 
#-(0m) => 5 + (2) aE log ($4) Pe ae 


+0(4) (w<0). 


(59) 


Hieraus ergibt sich die Winkelverteilung nach (23), und die Ausbeute 
nach (24) wird unter Benutzung von 


ee nes 
we 12 
é jane (60) 
ie A Nou a Ge 1 
0 age a log, 2) | (3) ($4 = log 2 — = log?2) + 0 (4%). 


* Potenzreihenentwicklung der exakten Lésung (51) liefert in der Tat (59). 
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Sie ist in Fig. 2 dargestellt. Fiir 2 =0,6 ist sie etwa 18% zu klein. Die 
Beriicksichtigung der Totalreflexion ist jetzt einfach. Sie verlangte ja 


[s. (13)] | 
£0, #) = (0,—#) in OSpwSe. oy) 


Bei jedem Term, der nach einem Iterationsschritt neu hinzutritt (das 
ist gerade die nachst héhere A-Potenz), wird in dem angegebenen Winkel- 
bereich der Ausdruck (61) zu 
7,(0, uw) hinzu addiert. Die Be- 
stimmung der Koeffizienten von 
4" ist endgiiltig. Zum Beispiel 


A«7 


~~ cos -Verfelung 
(e—7) 


GI U2 OF) OF OF G6 O7 Ob 09 FORK 


Fig.2. Ausbeute 6 in Abhangigkeit vom Parameter A Pig. 36 Ae aitie ae fiir kleine 2 und 
verschiedene ¢€ 


ist nach dem ersten Iterationsschritt fiir /, (0, “) statt der 6-Funktion 
allein gemaB (59) und (61) zu setzen: 
a sty aes ee le D 
NOD) cesta) og il chee Ae sere (62) 
S (x) ist wieder die Heavisidesche Sprungfunktion. Mit (62) lefert dann 
(18) bis zu Gliedern in /?: 


Hoda bt + (8) fatal Sh) + ele 


4 ay log (1 + «) 4 Bene =| + 0(a%). | 


Daraus wird dann wieder /, (0, 4) bis zu Ghedern in A? bestimmt usw. 
Das Brechungsgesetz wiirde hier lauten 


sind 


Sin == Tyee 


bzw. 


= V2 a(S e2)iu7, (64) 
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wo sich der Index a auf den AuBenraum bezieht. Die Winkelverteilung 
des Sekundirelektronenstromes wird dann folgendermaBen berechnet: 


1_-(u) du =F (0, wy dy =—e£262—1 
=(1:— 23) 710,.— (We +(1— €2) U2) [hg dus 


also 


j- (Wa) = (1 — €%) #. (0, — e® + (4 — €?) 2) Ma (65) 


Die Winkelverteilung fiir kleine 4 ist in Fig. 3 zusammen mit der cos- 
Verteilung dargestellt, die immer erhalten wird, wenn die Verteilungs- 
funktion direkt unter der Oberflache kugelsymmetrisch, d.h. unab- 
hangig von yu ist, wie (65) erkennen laBt. AuBerdem geht die Winkel- 
verteilung fiir «1, d.h. bei verschwindender Prim4renergie in die cos- 
Verteilung iiber. Die auBere Kurve gilt fiir «0, d.h. ohne Reflexion, 
und die mittlere fiir ¢=0,5 (d.h. Primarenergie E, gleich der drei- 
fachen Potentialtopftiefe). 


Die Ausbeute ergibt sich jetzt zu 


ie = hi padas (66) 


Tragt man hierin (63) ein, so folgt nach einiger Zwischenrechnung: 


b6=4(1 — 2 —log )+(4) 5 = (1 + 3e)log 2 — 
— s-log?2— = + log (1 + ¢) (2 + log 2432 —e%) — 


~ 3 log?(1 + e) + (e2 — 2) log e + log e log (4 — «2) + 


+ bts) +24(42)] +000, 


Dabei ist L,(z) der sog. Eulersche Dilogarithmus 


Fiir ¢—>0 verschwinden im Koeffizienten von 4? alle Glieder, die ¢ ent- 


halten, bis auf L, ae : “| das = wird. Damit wird man auf (60) zuriick- 
gefiihrt. . 


\ 
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SchluBbemerkung 


Im Vorhergehenden wurde gezeigt, daB sich eine Transportgleichung lésen laBt, 
die die im Metall elastisch gestreuten Elektronen beschreibt. Aus der Lésung k6énnen 
Winkelverteilung und Ausbeute der Elektronen berechnet werden, die ohne Ener- 
gieverlust das Metall verlassen. Sie hangen von zwei Parametern ab, der Potential- 
topftiefe und dem Verhaltnis der freien Weglangen fiir unelastische StéBe (mit 
Elektronen) und elastische StéBe (mit Gitterbausteinen). Da die Austrittsarbeit 
einerseits und die Winkelverteilung und Ausbeute andererseits unabhangig vonein- 
ander gemessen werden kénnen, kann man auf das Verhiltnis der freien Weglangen 
einschlieBlich seiner Energieabhangigkeit schlieBen, das fiir weitergehende Rech- 
nungen — etwa nach der Monte-Carlo-Methode — benétigt wird. Die Annahmen 
und Naherungen verlangen allerdings, daB bei der Messung dieser GréSen verschie- 
dene Punkte sorgfaltig beachtet werden: 1. Austrittsarbeit und Ausbeute miissen 
unter denselben Bedingungen fiir das Metall (Vorbehandlung!) gemessen werden. 
2. Das untersuchte Metall sollte méglichst mikrokristallin, wenn nicht sogar amorph 
sein, da statistische Verteilung der Gitterbausteine bei der Rechnung angenommen 
wurde. 3. Es kommen vorwiegend nur solche Metalle in Betracht, fiir die die 
Fermienergie abgeschatzt werden kann und eine relativ zuverlassige GréBe dar- 
stellt, also neben den Alkalien und Erdalkalien: Cu, Ag, Au. 4. Wegen der im Modell 
enthaltenen Annahmen sind nur kleine Primarenergien sinnvoll (bis maximal etwa 
100 eV). Entsprechende Experimente sind vorgesehen. 


Gedankt sei dem Bundesministerium fiir Atomkernenergie und Wasserwirt- 
schaft fiir die finanzielle Unterstiitzung, die uns die Durchfiihrung dieser Arbeit 
erst ermdglichte. 


Anhang 


Fiir das Folgende sei die Kenntnis der Wiener-Hopf-Methode, wie sie in ® dar- 
gestellt ist, vorausgesetzt, so daB auf die Darstellung der etwas umstandlichen 
Uberlegungen verzichtet werden kann*. Die Fourier-Transformation von (33) 
liefert im Sinne von (32) 


R,(k, Ww) (1 — A 27 V(a)] + R(R, Ww!) = Gah, Ww), (A 1) 


wo V(k) den transformierten Kern (28) 


1 arc tgk 
_ 22 k 


V(R) |Imk|<1 (A 2) 


und 


} 1 
Gi(k,w) = F+W’ fo (Sv) = = (A 3) 


Jax Brau 


1 ; . - 
bedeuten. G,(k, uw’) konvergiert fiir Im k>— —, und ist dort analytisch. Dabei 
' lu 
ist angenommen, da® die Inhomogenitat fiir ¢< 0 verschwindet. Diese Annahme 
bedeutet keine Einschrankung; man kénnte die Inhomogenitat auch anders 
* Es ist zu beachten, daB die erste der Gln. (8.5.68) in? auf der rechten Seite 
mit —1 multipliziert werden muB. Der Fehler setzt sich dort fort, es wird aber trotz- 

dem auf die entsprechenden Gleichungen Bezug genommen. 
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definieren. Die physikalisch interessierenden Ergebnisse werden davon nicht 
beeinfluBt *. 
Zur Faktorisierung von (A 1) wird wie in? verfahren, indem 
1—AV2n V(k) = Y(k) = 2) (A 4) 
gesetzt wird, und es ergibt sich 


~ kta” (A 5) 


mit 


g(t) = tog [Fe ty YH), (A 6) 


woraus q, (k) wie in (8.5.68) in ? erhalten werden. Dabei bedeuten +7y die Wurzeln 
von 


Y(k) =0 (A 7) 


in |Imk|<1, die rein imaginar sind, symmetrisch zum Nullpunkt liegen, fiir A—1 
in eine doppelte Wurzel im Nullpunkt iibergehen und fiir 0<A<1 in demselben 
Bereich der imaginaren Achse liegen®>*. 


Mit (A 4) wird (A 1) 
R,(R, pw’) V(k) = = R.(R, p’) V_(R) + G2 (k, pw’) V_(R)5 (A 8) 


was von der Form (8.5.78) in 2 ist. Der letzte Term ist in dem Streifen 


Sime 
lu 


analytisch und wird weiter zerlegt. Da aber 


Gs(k, w’) ¥_(k), —> const, (A 9) 


|k| —> 00 


wirden die entsprechenden Integrale nicht konvergieren. Man kann aber ansetzen: 


p(k) = — Gu(hs pw’) VAR); 
0 


wenn man fy auBerhalb des angegebenen Streifens 1a4Bt. Das liefert 


p(k) = p+(k) — p_(h) 


co—ip’ 


mit 
1 1 
p.(k) = ra - e-(" dy (A 10) 
2a)" J (n+) a —*) 


—co—ip’ Ww 


* Denn eine von Null verschiedene Inhomogenitat fiir ¢<0 wiirde nur in 
R_(k) eingehen! 

* Case, K.M., F. DE HorrMann and G. Praczex: Introduction to the Theory 
of Neutron Diffusion, Vol. 1. Los Alomos Scientific Laboratory. 1953. 
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und entsprechend p_(k) mit den Grenzen —co+if’, co +if”’, wo P’<1/w’, 
B’<B. p(k) ist dann analytisch in Imk> —’, p_(A) in Imk< fh”. SchlieBlich 
hat man 


G(R, w’) Y_(h) = (hk — ho) p(B) = (# — Bp) Polk) — ( — ho) P_(h). (A 14) 
Analog (8.5.80) in 2 wird dann 


C (k — ko) P+(*) 


R(R, LW’) Y,(R) a Y,(R) 


(A 12) 


(A 10) kann ausintegriert werden durch SchlieBen des Integrationsweges in der 
unteren Halbebene. Dabei sei Im ky>f und k in der oberen Halbebene, wie es 
bendtigt wird [s. (26)]. Das liefert: 


ila), (A 13) 


(e+) 
yu 


P+(k) 


1S 
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Die Quadrupolmomente der Kupferisotope 
und die Hyperfeinstruktur 
der Uberginge 3d? 4s? m?D — 3d" 4p ?P 
im Kupfer I-Spektrum 
Nachtrag zu der gleichnamigen Arbeit: Z. Physik 161, 89, (1961) 
Von 
WOLFGANG FISCHER 


(Eingegangen am 20. Januar 1961) 


Nach Beendigung unserer Arbeit und Fertigstellung des Manuskrip- 
tes wurden wir auf zwei Arbeiten!»2 aufmerksam, in denen ebenfalls 
die Quadrupolmomente der beiden stabilen Kupferisotope spektrosko- 
pisch bestimmt worden sind. In der ersten Arbeit wird unter Verwen- 
dung von getrennten Kupferisotopen die Hyperfeinstruktur des Uber- 
ganges 34°4s?m?D3.—3d4p 2P,.4=5782 A untersucht. KALIvE- 
JEWSKIJ und TscHajKA leiten aus ihren experimentellen Ergebnissen 
zwar die gleichen A-Faktoren ab, finden aber andere B-Faktoren und 
damit andere (hdhere) Werte fiir die Quadrupolmomente. In der 
zweiten Arbeit werten die gleichen Autoren ihre Ergebnisse noch einmal 
aus und verwenden dabei zur Berechnung der Hyperfeinstrukturkon- 
stanten ein Verfahren, das von SCHWARTZ zur Bestimmung des Oktupol- 
moments angegeben wurde’. Jetzt erhalten sie neue B-Faktoren, die 
mit unseren iibereinstimmen, miissen aber dafiir C-Faktoren und damit 
Oktupolmomente in Kauf nehmen, die einerseits gr6Ber als die von ihnen 
angegebenen MeBfehler sind, andererseits aber viel zu groB ausfallen, 
um als reell gelten zu kénnen. Auch Effekte zweiter Ordnung, die sich 
nach SCHWARTZ berechnen lassen, fallen viel zu klein aus, um die Dis- 
krepanz erklaren zu kénnen. Die Autoren sehen darin einen Hinweis auf 
einen systematischen Fehler in ihren Messungen. Das Schwartzsche 
Verfahren auf unsere Resultate angewandt liefert nahezu die gleichen 
Werte fiir die A- und B-Faktoren, wie die urspriingliche Methode. Fiir 
die nach ScHwartz berechneten Oktupolmomente erhalten wir Werte, 
die nicht nur wesentlich kleiner sind als die Werte von KALITEJEWSKIJ 


1 KALITEJEWSKIJ, N.I., i M.P. TscuHajKa: Optika i Spektrosk. 1, 606 (1956). 

2 KALITEJEWSKIJ, N.I. i M.P. Tscuajxa: Izw. Akad. Nauk Soles, Stee lative, 
22, 692 (1958). 

3 Schwartz, Cu.: Phys. Rev. 97, 380 (1955). 
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und TscHajKA, sondern auch nur ein Drittel des MeBfehlers betragen 
(vgl. Tabelle). 

AbschlieBend sei noch darauf hingewiesen, daB von FIponz fiir das 
3d-Elektron des Kupfers der Wert <1/r?> neu berechnet worden ist?, 


Tabelle. A-, B- und C-Faktoven berechnet aus 1 5782 A nach Casimir * (urspriing- 
liches Verfahren) bzw. nach SCHWARTZ (**) 


| 634 63B 63C 654 65B 85C 
aa 107§ cm7} 10-§ cm7! On? emer! ACS crap! 107-3 cm7} 10>" cmt 
KALITEJEWSKY* | 61,4 0,30 0,23 | 0,23 
1 [SGHAjJKA ** 61,4 0,20 0,18 65,8 0,18 0,09, 
t10}5 50705 ==10,05 a= 'Oy5 + 0,05 = 0,05 
FISCHER * 61,3 0,20, 65,6 0,20, 
sim \O)5) +0,03 | S205) == 0503 
xx 61,3 0,215 0,045 65,7 0,205 0,02. 
= 0,6 + 0,03 + 0,04 + 0,6 =110,.03) + 0,05 


was wir noch nicht beriicksichtigt hatten. Der neue Wert betragt 7,40 
und weicht von dem Wert 7,52, den STERNHEIMER angibt, nur gering- 
fiigig ab, so daB im Rahmen der hier erreichten Genauigkeit die Quadru- 
polmomente nur unwesentlich verandert werden. 


4 Fipong, I.: Nuovo Cim. 11, 736 (1959). 
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Temperature Coefficient of Resistance 
of Thin Metal Films on Ceramic Surfaces 


By 
HELMUT SCHWARZ* 


With 5 Figures in the Text 
(Received November 15, 1960) 


The temperature coefficients (TCR) of vacuum-deposited thin-metal-film resistors 
were measured in vacuum, air, argon, and silicone oil, and different characteristics 
were obtained. The resistors were made by evaporating a nickel-chrome alloy 
(Nichrome 80 to 20) in vacuum onto ceramic substrates to produce a 500-ohms-per- 
square film. Measurements were made of films which were uncoated and of films 
which were coated with a protection layer of silicone monoxide in thicknesses from 
5000 to 10000 A. 

When measured under vacuum, the resistors displayed a TCR which was lower 
than that obtained in air, argon, or silicone oil. In an argon environment, the 
resistors had lower TCR characteristics than they had in air or silicone oil. Even 
when the resistor films were protected by a 10000-A-thick layer of silicone mono- 
xide, their TCR behavior differed in different gas environments. 

Most of the TCR’s measured in the temperature range from —55° to +150°C 
were between 5 and 50 parts per million per degree centigrade. 


1. Description of Resistors 


Thin-film resistors were produced by evaporation of a_nickel- 
chromium alloy (Nichrome 80 to 20) in vacuum on ceramic substrates 
maintained at approximately + 250° C during the process. The vacuum 
during evaporation was kept at about 1-0x10° mmHg; the rate of 
evaporation was in the order of one Angstrom per second. In most 
cases, the metal films were covered with a protective coating of silicone 
monoxide, which was also deposited by evaporation immediately after 
the metal film was evaporated and before the vacuum was broken. 

A survey of resistor films deposited to different ohms-per-square 
values showed that a minimum value of temperature coefficient TCR 
of 5 to 50 parts per million per degree centigrade was to be found in 
films having 300 to 500 ohms per square. 

The substrates were alumina and steatite ‘“Micromodule Wafers” 1 
measuring approximately 0-3 inch square and 0-010 inch thick. Electron 

* Now with — Hamilton Standard Division, United Aircraft Corporation, 
Windsor Locks, Connecticut, U.S.A. 


* Mackey, D.: Proceedings of 1960 Electronic Components Conference, Wash- 
ington, D. C., pp. 51—58. 
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micrographs of these substrate surfaces were taken with an electron 
microscope (RCA Mod. EMU 3/E) and are shown in Fig. 1 and 2. These 
photographs were obtained by employing the positive methyl cellulose 
carbon replica technique; the surfaces were shadowed with 25 A of 


20° angle. Magnification 5400 x, reduced to 3/, 


chromium at a 20° angle. The steatite surface (see Fig. 1) is much 
smoother than the alumina surface (see Fig. 2), which explains why 
predetermined resistance values per square were more easily reproduced 
on steatite than on alumina. On steatite, the resistance per square 
did not deviate more than + 2-5% around an average value (300 to 
500 ohms per square) whereas on alumina the deviation was as high 
aS) a= 40%. 

Resistance-film terminations were two stripes approximately 0-04 inch 
wide deposited along the full length of two opposite sides. The termina- 
tions were either vacuum-deposited pure gold laid down upon the 
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resistor film or gold-platinum (Dupont Ink No. 7553) which was fired 
on before deposition of the resistor film. No essential difference in 
electrical behavior was found between the two kinds of terminations. 
In cases where a protective coating of silicone monoxide had been 


SE 


Fig. 2. Electron micrograph of alumina substrate surface replicated and shadowed with 25 A chromium at 
20° angle. Magnification 5400 x, reduced to 3/, 


applied, fired-on-gold platinum was used so that SiO evaporation could 
take place immediately after deposition of the resistor film without 
exposing the metal film to air. The resistors were then aged by storing 
them for several days in air at a temperature of approximately 150° C. 


2. Measurement Instruments 


Resistance values were measured with a precision Wheatstone bridge 
(Leeds and Northrup Company, Philadelphia, Pennsylvania, Catalogue 
No. 4735); the temperature was determined by use of a very thin 
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alumel-chromel thermocouple (Leeds and Northrup Company, Phila- 
delphia, Pennsylvania, Catalogue No. 8667) which was placed in direct 
contact with the center of the resistor film. In some cases where enough 
time was allowed for the measurements and for sufficient air circulation, 
the thermocouple was not placed in direct contact with the wafer. 


3. Experiments and Measurements 


All measurements were made both by increasing the temperature 
and by decreasing it. This practice made it possible to show that the 
temperature-resistance curves were reversible within the limits of pre- 
cision of the measurements. 


a) Difference of TCR between protected and unprotected films 


It was found that, in general, the TCR versus metal-film thickness 
(expressed in ohms per square) measured in the same environment were 
slightly dislocated in the negative direction of the TCR when films had 
the SiO protective coating. This dislocation is probably due to the 
difference in thermal expansion of the three materials, alumina or 
steatite, Nichrome, and SiO, in any particular resistor. This will be 
explained in more detail in the second half of section 3.b. 


b) Influence of 10n bombardment of substrate 


Before deposition of the metal film, the substrates are bombarded 
for approximately 15 minutes with nitrogen ions from a glow discharge 
of 2000 volts d.c. and 0-2 mA/cm? current density. In cases where 
bombardment was omitted, a much higher TCR was observed. Fig. 3 
shows the relative change of resistance between — 55° C and +105° C 
for two typical resistors (Ry=300 ohms per square) covered with a 
9000-Angstrom-thick film of silicone monoxide produced by evaporation 
in vacuum. R, is the resistance value at room temperature, + 25° C; 
R is the resistance value at the temperature T of the corresponding 
abscissa. The TCR of the resistor which did not have a prior ion bom- 
bardment of the substrate is positive over the total temperature range, 
whereas the TCR of the resistor, which was subjected to ion bombard- 
ment is negative. The absolute TCR value of the latter resistor, which 
had a TCR of approximately 25 parts per million per degree centigrade, 
is one twelfth of the former. 

A possible explanation of this large difference is that the elec- 
trical resistance of a metal is due to scattering of electron waves 
at irregularities of the lattice. The resistance can be increased by the 
thermal motion of the ions (positive TC) and by embedding strange 
particles, such as other metals (alloys) or absorbed (dissolved) gas 
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molecules, in the lattice. This is expressed by MATTHIESSEN’S rule: 

Rtotal = Real + nies (1) 
Riaea Strongly depends upon the amplitude of the thermal motion of 
the ions; Rattice depends upon lattice defects. At any surface there 1s 
a sudden discontinuity in the crystal structure, which is equivalent to 
irregularities in the lattice. Normally, this surface effect is negligible, 
since, in bulk resistors, the number , of surface lattice atoms is so 
small when compared with the total number 7 of atoms that they do 
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Fig. 3. Resistance variation of SiO-protected Nichrome-resistor films with temperature in units of room- 
temperature value. ©---© a resistor film laid down on ion-bombarded substrate; * — x non-ion bombarded 

substrate 


not contribute in a measurable way to the resistance. With thin films, 
however, where ,/m is not small, the influence of the surface on the 
resistance value is no longer negligible. H. KoLLER? and H. BRAUNBEK? 
found that the electrical resistance of a gold foil (approximately 3 mm 
thick) decreases when gas molecules are adsorbed on the metal surface. 
This decrease can be explained by the fact that gas molecules adsorbed 
on imperfect surface crystals tend. to cover the irregularities of these 
surface crystals by “‘binding”’ open surface valences; the basic resistance 
is therefore decreased. When there is a change in temperature, most 
changes of resistance are reversible, except in cases where changes of 
lattice defects cause changes in crystal structure. But, changes caused 
by dissolved and adsorbed gases should be reversible, especially when 
the gases are chemically inactive. The total temperature coefficient 
applied to MATTHIESSEN’s rule might be expressed by: 


WED a se (A Videal “0 A Nattice SIP A subst ae A T prot) , (2) 


2 KoLrer, H.: Verh. dtsch. phys: Ges: 21, 11 (1940). 
3 BRAUNBEK, H.: Z. Naturforsch. 3a, 216 (1948). 
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where 47 means the relative change of resistance per unit value of the 
resistor. AMattice Can be analyzed by: 


A Nattice — A Vetr =F A Veabs a A Veads + (3) 


Ar, 1s the change caused by structure changes which are normally 
irreversible, but which can be made very small by aging. AT eps 1S due 
to gas molecules entering the film by solution; especially with inert 
gases Ar,.,, is reversible and positive. A Verds 1S caused by gases that 
are adsorbed at the film surface; this is for chemically inactive gases 
reversible, but negative. 

Areupse ANA AY pro Express the influence of the different coefficients 
of thermal expansion between the ceramic substrate and the metal 
film (A7.ps¢) and between the SiO protective coating and the metal 
film (A 7p,ot). The resistance film consists of a substantially loose structure 
showing “‘holes”’ and other irregularities. The resultant forces of adhesion 
and stresses in the film plane cause these irregularities to close up or, 
at least, to decrease size during an increase of temperature. A decrease 
in temperature has a reverse effect, thus giving cause for negative 
values of A7zupse and A7>p,o¢. During evaporation of the metal, the rough 
surface structure of the substrate (see Fig. 1 and 2) produces “‘shadows”’ 
which have the same undesired effect as the holes. Even though the 
holes may be decreased in size, then “electrical break-down” or a kind 
of tunnel effect between these microscopic discontinuities may occur 
more easily. 

In the two cases of Fig. 3 relatively many gas molecules were left 
on the substrate which was not subjected to ion bombardment. An 
increase in the temperature of the completed resistor would cause these 
gas molecules to penetrate the metal film between the substrate and 
the “‘thick’”’ SiO protective film and dissolve in the crystal structure 
of the metal film. Penetration is facilitated by the built-up pressure 
and results in an increase of Riattice (A 7gaps 18 positive). But, the resistor 
film laid down after ion bombardment has much fewer gas molecules; 
these can be made to pass through the metal film by increasing the 
resistor temperature. The molecules reach the film surface where they 
are adsorbed and blocked by the much heavier SiO film. The values 
Af gaasy A%suvst, ANd A7pro¢ are all negative and their total absolute value 
is obviously larger than all other A7’s. 


c) TCR variation in different environments 
Fig. 4 shows five curves of temperature-dependence measurements of 
resistance in different environments. Curves (I), (II), and (III) represent 
measurements of thin-film resistors on steatite without protection coating. 
Curves (IV) and (V) indicate characteristics of similar resistors which 
were protected by a 5000-Angstrom-thick layer of SiO in the first case, 
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and a 10000-Angstrom-thick layer in the second case. Curve (I) was 
measured in a silicone-oil bath (Dow Corning No. 710), curve (II) in 
a vacuum of approximately 2 x10 mm Hg after the resistor was main- 
tained at the highest temperature (+ 150° C) for about six hours. The 
three curves (III), (IV), and (V) were taken in a pure argon atmosphere. 


10060 | a en al 
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Fig. 4. Resistance variation of Nichrome-resistor films with temperature in different environments. 
-]}—() Unprotected film in silicone oil (Down Corning No. 710). +—-+ Unprotected film in vacuum of 
2x10-°mm Hg. y—y Unprotected film in argon. ©—© Film with 5000A SiO-protective coating in 
argon. x — x Film with 10000 A protective coating in argon 


Fig. 5. Variation of ratio of resistance values measured in air to those of the same resistor measured in 
argon. Y—VY Unprotected film. ©—© Film with 5000A SiO-protective coating. x—x Film with 
10000 A SiO-protective coating 


Curve (II), which shows characteristics in vacuum, is a straight line 
with a negative slope. The slope is probably due to A7g4q,, which pre- 
dominated over all other possible changes. At a vacuum of 2 x 10-®mm Hg, 
the number of gas molecules that hit the surface facing the vacuum is 
still so large that, under normal conditions, only about half a second 
is necessary to form a monolayer of gas molecules on a metal surface. 
By heating the resistor, gas molecules within the film can be driven 
to the surface, so that A7,,5,, which is positive, will decrease and the 
absolute value of Ar,,a;, which is negative, will increase slightly. This 
process should be reversible. 

Curve (I), which represents an unprotected resistor film in silicone 
oil, is also a straight line, but with a positive slope. In this case, there 


will be little change in the resistor surface covered by oil, so that A Veode 
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will approach zero. Holes in the metal film will be filled by oil instead 
of gas molecules. If the temperature is increased, these open spaces 
will become smaller and “electrical break-through’’ will occur. This 
‘“break-down”’ occurs more easily in the case of a gas-filled opening than 
in the case of a silicone-oil-filled-opening. This hypothesis might also 
explain the slight difference between curve (I), which represents an 
uncoated unit in oil, and curve (III), which represents an uncoated unit 
in argon. At temperatures up to about +100°C, the SiO-protected 
films yield a negative slope. This slope is probably due to Arg and 
A7prot, Which are both negative. The thinner protective film [curve (IV) 
of Fig. 4] contains a number of pin holes which let the argon pass 
through to the metal film. At higher temperatures such impurities as 
gas molecules change the slope of the two curves to positive. The dif- 
ferences between TCR measurements taken in air and argon atmospheres 
can be seen in the three curves of Fig. 5. Curve (I) represents measure- 
ments of an unprotected film which was in direct contact with the gas. 
The curve shows that the resistance value at a given temperature is 
greater in air than in argon. For protected films, the condition appears 
to be opposite [Curves (II) and (III)]. The thicker SiO protection 
[10000 A; curve (III)] seems to result in even larger measurement 
differences between argon and air than those indicated by measurements 
of units protected by a thinner SiO coating [5000 A; curve (II)]. It 
is rather difficult to explain these differences, since one would expect 
the opposite conditions to be true; that is, that a thicker protective 
coating would render the resistor film much less sensitive to outside 
factors. Perhaps holes in the substrate, in the metal film, and in the 
protective coating might bear on the explanation. It is most probable 
that metal-film holes caused by irregularities in the substrate surface 
(holes or unusual elevations) will coincide geometrically with holes in 
the SiO coating. Consequently, A 7,,,, will be much smaller, because there 
are such few passages by which the gases can enter the whole metal 
film starting from these holes. This condition is more true when thicker 
protective films are provided, but the absolute value of A7gaa,, which 
is negative and most likely larger for air than for argon, will predominate 
more and more, especially at the holes. Also, the “break-down” effect 
in holes is greater for air than for argon. With thicker SiO films, this 
latter effect might be the only one which originates from the gas atmo- 
sphere and influences the resistance values. 

The author would like to express his appreciation to the Scientific Instruments 
Department of RCA, Camden, New Jersey, and especially to Mr. J. J. Byrp for 
taking the electron micrographs (Fig. 1 and 2) and Messrs. E.T. CASTERLINE, 
R.M. Minton, and A. Dammic, of the author’s Vacuum Deposition Laboratory of 
the RCA Micromodule Department, Somerville, New Jersey, for their active assis- 
tance throughout the course of these developments and research activities, part 
of which is reported in this paper. 
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Ableitung der Quantenregeln 
auf nicht-quantenmafiger Grundlage * 


Von 


ALFRED LANDE 


(Eingegangen am 6. Februar 1961) 


The general law of probability interference is only the first step to quantum me- 
chanics; it does not yet contain wave-like periodic traits. The latter enter the 
theory only through additional dynamical rules for the connection between co- 
ordinates and momenta, typified by the wave function ¥Y(p, q) = exp(2imqp/h). 
This quantum-dynamical rule is shown to be derivable from a non-quantal, non- 
periodic requirement of invariance of certain quantities with respect to displacement 
of the zero point in q- and p-space. 


Bei einem systematischen Aufbau der Quantenmechanik kann man 
zwei Stufen unterscheiden. Zunachst hat man das allgemeine Verkniip- 
fungsgesetz zwischen den Wahrscheinlichkeiten mit Interferenz der 
Amplituden ¥Y, mathematisch bekannt als das Schema der unitaren 
Transformation. Observable spielen dabei die Rolle von Tensoren, und 
YW ist der Einheitstensor. Eigentlich quantenhafte Ziige, d.h. durch h 
beherrschte periodische Verkniipfungen zwischen Koordinaten und 
Impulsen findet man erst auf der zweiten Stufe, ndmlich in den Quanten- 
regeln 

p= (hii) eq, pq—gp =f, (1a, b) 


und ** 


YP » = const - exp (iqp/h) (1c) 


die auseinander folgen, wenn eine von ihnen axiomatisch angenommen 
wird. Die Quantenregeln haben aber einen Sinn nur, wenn man die 
erste Stufe (unitare Transformation) schon voraussetzt. 

Im folgenden wird versucht, die periodische Quantenregel (1c) auf 
nicht-quantenhafter (nicht-periodischer) Grundlage abzuleiten, wieder 


* Prazisierung und Vervollstandigung eines an anderer Stelle gegebenen Be- 
weises, S. ALFRED Lanpf, From Dualism to Unity in Quantum Physics, S. 59—60. 
Cambridge University Press 1960. 

** Der Einwand, daB YW(p, g) in Gegenwart eines Feldes andere Formen habe, 
beruht auf einem MiBverstandnis: W(p,q) als Losung der Operatorgleichung 
PY (p,q) =p: P(p, q) hat stets die Form exp(2imqp/h). Es gibt aber auch noch 
andere Funktionen, Y(E, g) genannt, welche Lésungen anderer Operatorgleichungen, 
(Eq) = P(g), sind: 
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unter Voraussetzung der ersten Stufe. Wir fiihren dazu folgende For- 
derungen fiir konjugierte # und q ein: 

A. Die Komponenten T,,, jeder Observablen T(q) hangen nur von 
der Differenz p— 4’ ab. 

B. Dasselbe mit Vertauschung von g und #. 


A. B. enthalten nichts periodisches, sondern verlangen nur die In- 
varianz gewisser von zwei p-Werten (oder zwei g-Werten) abhangenden 
GréBen gegen Verschiebungen des #- und g-Nullpunkts — was sehr viel 
plausibler erscheint als die Quantenregeln (1) selbst. Aus A. und B. 
wollen wir jetzt ableiten, da8 die Komponenten ay des Einheitstensors, 
gewohnlich als Funktion Y(q, #) geschrieben, die Form (1c) haben muB. 


Zum Beweis benutzen wir die allgemeine Transformationsformel 
Typ = J Pi T(9) Pop 4g. (2) 


Wenn nun die linke Seite fiir 7ede Funktion 7T(g) nur von #—}’ ab- 
hangen soll, muB dasselbe auch im speziellen Fall einer Deltafunktion, 
D (q) =6(¢—4) gelten, wo (2) sich auf 

Day = Fin Fa. (3) 


qo 
reduziert, und zwar fiir jeden gewahlten Wert g,, fiir den wir jetzt 
wieder g schreiben wollen. Die Frage ist nun: Welche Funktion ¥,, 
erfillt die Bedingung (3), d.h. 


Te? tgp | PP )e (3’) 
Wie gleich bewiesen wird, lautet die Antwort: nur die Funktion 
Pip = 4% (9) exp [t-a(9)- A], (4) 


wo « (q) ein reeller von g abhangiger Faktor ist. Mit (4) wird dann auch 
die linke Seite von (2) nur von p—/?’ abhangen fiir jedes 7(q). 


Zum Beweis von (4) setze man Y, als Potenzreihe an: 
Pip = [1 + Aid + Arp? +>] (5) 


mit von g abhangigen Koeffizienten, substituiere in (3’) und ordne nach 
Gliedern aufsteigenden Grades inf und #’. Damit das Resultat rechts eine 
Funktion von #—/’ wird, miissen die Koeffizienten A, in gewissen 
Verhiltnissen stehen. Zunichst stellt sich heraus, da A, rein imaginar 
sein mu, A, 7a, mit reeller Funktion «(g). Danach erhalt man fiir 
die anderen Koeffizienten solche Werte, daB (5) zu der in (4) nieder- 
geschriebenen Exponentialfunktion wird. 

Wegen der Forderung B. erhalt man das entsprechende Resultat 


Y,, = by (expt -B(P)-@] = 272 (6) 
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mit reeller Funktion f(g). Vergleich von (4) mit (6) ergibt 


4y(9) = Bo (b) = const 
a(g)=q und p(p) =— > mal reeller const, 


so daB ne schlieBlich die Form 
Wy 


q 


(7) 


» — const - exp [7qp - reelle const] (8) 


annimmt, q.e.d. Natiirlich kann man nicht aus allgemeinen Betrach- 
tungen die Gréfe der reellen Konstante im Exponenten erhalten. Die 
periodische Grundregel der Quantendynamik ist somit aus den nicht- 
periodischen Forderungen A. und B. abgeleitet, die man auch als eine 
Definition der Konjugiertheit ansehen kann. Entsprechendes gilt fiir 
E und 7. 

Die obige Betrachtung ist der SchluBstein der Bestrebungen, die 
Quantenmechanik aus einer Kombination nicht-quantenhafter Symme- 
trie- und Invarianzforderungen zu deduzieren. 
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Spezifische Warmen von HoCl, . 6 H,O 
und ErCl,.6 H,O im Temperaturbereich 
zwischen 1,2 °K und 230 °K 


Von 
W. PFEFFER 
Mit 5 Figuren im Text 


(Eingegangen am 13. Februar 1961) 


Die spezifischen Warmen cH° und cFT von HoCl, - 6 H,O und ErCl, - 6 H,O werden 
im Temperaturbereich zwischen 1,2 °K und 230 °K kalorimetrisch bestimmt. Ihre 
Hole oa 


z 


elektronischen Anteile sind jeweils in guter Naherung gleich den Differenzen c 
nnd ¢o* — en zwischen den gemessenen spezifischen Warmen und der spezifischen 
Gitterwarme des zu beiden Salzen isomorphen GdCl, - 6 H,O. Sie stimmen mit den 
aus der spektroskopisch gemessenen Kristallfeldaufspaltung des Grundterms be- 
rechneten spezifischen elektronischen Warmen ae und De bei tiefen Temperaturen 
im Rahmen der kalorimetrischen und spektroskopischen Mebgenauigkeit iiberein. 
Ho 


Aus dem Verlauf von c eat bei T>10°K ergibt sich, da mindestens drei 


weitere spektroskopisch nicht mehr erfaBbare Kristallfeldkomponenten des Hottt 
zwischen 40 cm+ und 250 cm~! liegen. Fiir T< 2 °K zeigt pa cee einen Anstieg 
mit fallender Temperatur, der vermutlich auf Wechselwirkungen zwischen den 


Er***-Ionen und auf Hyperfeinstruktur zuriickzufiihren ist. 


§1. Einleitung 


Die spezifischen Warmen der beiden untersuchten kristallinen Salze 
setzen sich jeweils aus einem Gitteranteil und einem Anteil der 4/-Elek- 
tronen zusammen. Die Ursachen des elektronischen Anteils wurden in 
friiheren Arbeiten !-? ausfithrlich erlautert. Bei den vorlegenden Salzen 
kann die spezifische elektronische Warme im wesentlichen auf Uber- 
gange zwischen den Kristallfeldkomponenten des Grundterms zuriick- 
gefiihrt werden, da bei 7<300°K der Energieunterschied zwischen 
dem Grundterm und dem niachst hoheren Term?:*-° groB gegen kT 


1 HeLLwecGE, K.H., U. JOHNSEN u. W. PFEFFER: Z. Physik 154, 301 (1959). 
Der elektronische Anteil der spezifischen Warme wird dort ,,spezifische magnetische 
Warme’ genannt. 

2 HELLWEGE, K.H., F. Ktcu, K. NIEMANN u. W. PFEFFER: Z. Physik 162, 358 
(1961). 

3 Eriiott, R.J., B.R. Jupp and W.A. Runciman: Proc. Roy. Soc. Lond. 
A 240, 509 (1957). 

4 Kane, H.G.: Z. Physik 161, 486 (1961). 

5 GoBRECHT, H.: Ann. Phys. 28, 637 (1937). 
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ist. Ubergange innerhalb der durch Wechselwirkungen zwischen den 
paramagnetischen Ionen und durch Hyperfeinstruktur aufgespaltenen 
tiefsten Kristallfeldkomponente kénnen auf Grund der beobachteten 
geringen Linienbreite*®:? bei Temperaturen tiber 1,2 °K nur noch einen 

. A ° . : 1 
sehr kleinen, bei wachsender Temperatur T schlieBlich proportional Fe 


abnehmenden Beitrag zur spezifischen elektronischen Warme liefern. 


Im folgenden wird eine Messung der spezifischen Warmen c'? und 


cE yon HoCl, -6H,O und ErCl, -6H,O im Temperaturbereich zwischen 
1,2 und 230 °K beschrieben. Von c¥® und c*" wird jeweils die spezifische 
Gitterwarme cé* von GdCl, -6H,O abgezogen, die bei T>8 °K direkt 
gemessen, fiir 7<8°K proportional 7? extrapoliert wurde?. Bei 
tiefen Temperaturen (etwa T<20°K) sollten cH°—c&* und c™—cé4 
mit guter Naherung gleich den spezifischen elektronischen Warmen ci° 
und Ge der beiden Salze sein, da die Differenzen der spezifischen Gitter- 
warmen der drei isomorphen® Salze GdCl, -6H,O, HoCl, -6H,O und 
ErCl, -6H,O bei so tiefen Temperaturen klein gegen cii° und cl" sein 
sollten. Die so gemessenen spezifischen elektronischen Warmen werden 
mit theoretischen Werten verglichen, die aus den spektroskopisch be- 
stimmten Energien der tiefsten Kristallfeldkomponenten®:!° des Grund- 


terms fiir den Bereich der tiefen Temperaturen berechnet wurden. 


§ 2. Herstellung der Proben 


Aus Ho,O,; bzw. Er,O, (Lieferfirma Auer Remy, angegebene Rein- 
heit 99,9% bzw. 99,96%) wurden in der gleichen Weise wie bei der Dar- 
stellung des GdCl,-6H,O? 2 bis 4mm groBe HoCl,-6H,O- bzw. 
ErCl, -6 H,O-Einkristalle gewonnen. Von diesen Einkristallen wurde 
jeweils die gleiche Molzahl wie unter? in das Kalorimetergefa8 einge- 
létet, das darauf evakuiert und bei Zimmertemperatur mit 3 Torr Helium 
gefiillt wurde. Nach der Messung wurde nach dem friiher beschriebenen 2 
Verfahren bei HoCl;-6H,O ein WasseriiberschuB von 1,8°/59, bei 
ErCl;-6H,O ein WasseriiberschuB8 von 1,2°%/,, der Masse des Salzes 


° HELLWEGE, K.H., S. HUFNER u. H.G. Kauie: Z. Physik 160, 162 (1960). 

? GrouMann, I., K.H. HELLwEcE u. H.G. Kautz: Z. Physik (in Vorbereitung). 

8 Nach A. Passt, Amer. J. Sci. 22 (1931) 426 sind GdCl, »6 H,O und ErCl, > 
6 H,O isomorph. Ferner wurde von H.G. Kanie die Isomorphie von HoCl, » 6 H,O 
und YCl;. 6 H,O durch Vergleich der Spektren von einem HoCl,. 6 H,O-Kristall 
und einem Mischkristall aus 10% HoCls »6H,O und 90% YCl,;. 6 H,O nachge- 
wiesen. Beide Spektren unterschieden sich nur durch winzige Verschiebungen der 
Linien infolge der etwas verschiedenen Gitterkonstanten der beiden Kristalle. 
Analog wurde von KaHLE die Isomorphie von ErCl,»6H,O und YCl, > 6 H,O 
gezeigt. 

9 KaHLE, H.G.: Z. Physik 145, 347 (1956). 

10 KaHLE, H.G.: Z. Physik 145, 361 (1956). 
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festgestellt. Die dadurch bedingten Fehler in den gemessenen spezifi- 
schen Warmen konnten aus den friiher? genannten Griinden nicht kor- 
rigiert werden. 


§ 3. MeBverfahren und Mefergebnisse 
Die spezifischen Warmen von HoCl, - 6 H,O und ErCl, - 6 H,O wurden 
mit demselben adiabaten Kalorimeter in der gleichen Weise gemessen 
wie die spezifische Warme von GdCl, -6H,O% Das MeBergebnis ist in 
den Tabellen 1, 2 und in Fig. 1 wiedergegeben. Da c#° und c® bei 


Tabelle 1 Tabelle 2 
Spezifische Wdyme von HoCl, - 6 H,O Spezifische Wdrme von ErCl, - 6 H,O 


oer Wsec Sede Wsec ae Wsec 
Be al | eS Ra i oe 7 ne asia | 

39 1Os204 28,09 31,54 NAG 0,300 Delve || Gal) Ye 
1,82 0,381 SON 2 SORSS 1,34 0,231 27,65 | 29,62 
2,01 0,577 39,01 52,80 1,63 0,167 HOw || AS.3¥5 
Ashes || Ghyalsyss 47,76 70123 2,36 0,174 35,98 | 44,70 
2,44 | 1,209 58,01 | 89,66 2,81 | 0,258 43,10 | 58,88 
2,50 1,293 70,37 lS)" S510) 0,577 Sas || eRe) 
2,64) 1,598 83,60 | 134,9 4,86 1,674 68,71 | 107,52 
2,83 1,975 94,98 152,60 See) 1,966 86,65 | 137,6 
aon 2,607 103,09 163,3 6,48 3,393 ORs | FG. 
3,63 3,46 103,83 | 165,7 7,36 4,297 408,84 | 171,4 
4,04 4,08 LOO ;S A 7355 8,30 5,347 109,49 172,8 
4,63 | 4,83 447,71 184,2 9,42 6,414 122,39 189,5 
4,97 5,18 118,17 185,4 10,98 7,89 136,29 207,14 
BAS | § Sas 129,98 200,1 13,06 9,86 151,89 224,8 
23h mori 130,27 199,9 1514) 44,79 169,34 244,14 
6,51 6,26 148,00 2213 LZAOD || ACLU 187,29 264,6 
S608 7535 4024 2228 18,86 | 16,95 205,57 281,5 
11,52 8,86 170,42 245,3 PY BY Dal aly) 2205 Ne oo4 
13,93 | 10,33 190,74 267,8 22 AA 24063 
G7 || BB 211,28 287,2 
19,80 | 17,37 230,76 303,6 
23°62) |) 23,80 


T> 30 °K kaum mehr als um Strichstarke von der frither? dargestellten 
spezifischen Warme von GdCl,;-6H,O abweichen, wird hier auf ihre 
graphische Darstellung in diesem Temperaturbereich verzichtet. Die 
Fehlergrenzen sind die gleichen wie bei der Messung der spezifischen 
Warme von GdCl, - 6 H,0. 

In den Fig. 2—5 (ausgezogene Kurven) sind die Differenzen c#° — cg* 
und c’*—c&4 in Abhangigkeit von der Temperatur dargestellt. Diese 
Differenzen sind auBer bei sehr tiefen Temperaturen klein gegen die 
spezifischen Warmen selbst, wie ein Vergleich mit den am unteren Rand 
von Fig. 3 gezeichneten Marken zeigt, die eine Linge von 0,04 - cg* 
haben. Deshalb sind die Differenzen trotz der hohen MeBgenauigkeit 
des Kalorimeters mit verhaltnismaBig groBen relativen Fehlern behaftet. 
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Die Marken am oberen Rand von Fig. 3 geben die Summe der mittleren 
statistischen Fehler von c#° und c@¢ wieder. Diese Summe sollte 1m 


Wsec 
Mol °K ) Mol°K 


o HoCl3-6H,0 
+ ErCl;6H,0 


30 


v/. 20 30 °K 
0 0 7 


Fig. 1. Spezifische Warmen von HoCl,-6H,O und ErCl,-6 H,O 


wesentlichen gleich dem mittleren Fehler von c¥° —c@¢ sein, wenn man 
von dem durch die Differenz der Wasseriiberschiisse von Substanz und 


70 r Wey 20 TK 
Fig. 2. Differenz zwischen spezifischer Warme von HoCl,: 6 H,O und spezifischer Gitterwarme von 
GdCl, 6 H,O. Die + sind MeBpunkte. ——— Aus den spektroskopisch bei 14 °K bestimmten Lagen der 


vier tiefsten Grundtermkomponenten berechnete spezifische elektronische Warme von HoCl,- 6 H,O 


Vergleichssubstanz bedingten Fehler absieht. Etwa vorhandene syste- 
matische Fehler der Apparatur sollten bei der Differenzbildung gréBten- 
teils herausfallen. Lediglich fiir T<8 °K, wo c@4 nicht gemessen, sondern 
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starstischen Fehler 
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Fig. 3. Differenz zwischen spezifischer Warme von HoCl,-6 H,O und spezifischer Gitterwirme von 
GdCl; +6 H,O. Die + sind MeBpunkte. ——— Aus den spektroskopisch bei 14 °K bestimmten Lagen der 
vier tiefsten Grundtermkomponenten berechnete spezifische elektronische Warme von HoCl,- 6 H,O 
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is 
(oS || a 
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Fig. 4. Differenz zwischen spezifischer Warme von ErCl,: 6 H,O und spezifischer Gitterwarme von 
GdCl,-6H,O. Die + sind MeSpunkte. ——— Aus den spektroskopisch bei 14 °K bestimmten Lagen der 
drei tiefsten Grundtermkomponenten berechnete spezifische elektronische Warme von ErCl,- 6 H,O 


Wsec | cal 
Mol°K | Mal°K 
aes 
Gite 2 


Differenz zwischen spezifischer Warme von ErCl, - 6 H,O und spezifischer Gitterwarme von 


Fig. 5. 
GdCl,:6 H,O. Die + sind MeSpunkte. ——— Aus den spektroskopisch bei 14 °K bestimmten Lagen der 
drei tiefsten Grundtermkomponenten berechnete spezifische elektronische Warme von ErCl,- 6 H,O 
29 
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extrapoliert wurde, gehen die systematischen Fehler der Apparatur 
(vgl. 2) und die Abweichungen von cg* vom T*-Gesetz in c¥° —cg® ein. 
DaB in Fig. 3 die mittleren Abweichungen der Punkte von der glatten 
Kurve kleiner sind, als man auf Grund der Fehlergrenzen erwarten sollte, 
liegt daran, daB beim Bilden von c¥°—c@* die cg*-Werte bereits einer 
glatten Kurve entnommen wurden. 

Die soeben fiir c#°— cé* diskutierten Fehler sind die gleichen auch 
bei cP*—cG4, Deshalb gelten die in Fig. 3 angegebenen Fehlergrenzen 
auch fiir Fig. 5. 


§ 4. Diskussion der Ergebnisse 


1. HoCl, » 6H,O 


KAHLE® hat spektroskopisch bei 14 °K die folgenden Lagen der 
tiefsten Kristallfeldkomponenten des Grundterms °/, von HoCl, - 6H,O 
bestimmt: 0 cm; 8,69 cm; 17,68 cm+ und 30,63 cm+. Nach Ver- 
gleichsmessungen bei T=58°K sollte die Temperaturabhangigkeit 
dieser Werte im Bereich 1 °K< 7 <}30 °K innerhalb der MeBgenauigkeit 
zu vernachlassigen sein. 

Der von Ubergangen zwischen diesen Komponenten herriihrende 
Teil der spezifischen elektronischen Warme von HoCl, -6H,O wurde 
in Abhangigkeit von der Temperatur berechnet (vgl.1) und in den 
Fig. 2, 3 graphisch dargestellt (gestrichelte Kurven). Die restlichen, 
hoher liegenden 13 Komponenten des Grundterms kénnen aus dem 
Absorptionsspektrum nicht bestimmt werden, weil bei den Temperaturen, 
bei denen diese Komponenten gentigend besetzt sind, die Linien schon 
zu breit sind. Diese hdheren Komponenten tragen jedoch bei T7<10 °K 
noch nicht merklich zur spezifischen elektronischen Warme bei, wie man 
aus der guten Ubereinstimmung zwischen gemessener und gerechneter 
Kurve bei T7<10°K ersehen kann. Die kleinen systematischen Ab- 
weichungen k6énnen dort zum Teil von kleinen Ungenauigkeiten in den 
spektroskopischen Daten, zum Teil von geringen Unterschieden zwischen 
den Gitterwarmen von HoCl;-6H,O und GdCl,-6H,O, von Abwei- 
chungen von cé* vom T?-Gesetz (vgl. 2) und eventuell von systematischen 
Fehlern in der Apparatur herrithren. Wie der MeBpunkt bei 1,4 °K in 
Fig. 2 andeutet, scheint die Kurve bei sehr tiefen Temperaturen wieder 
anzusteigen. Dieser Anstieg kann entweder ein durch Desorption des 
im KalorimetergefaB befindlichen Heliums bedingter Meffehler sein 
oder ein Beitrag zur spezifischen elektronischen Warme durch Uber- 
gange innerhalb der tiefsten Kristallfeldkomponente des Grundterms. 
Eine Entscheidung ist an dieser Stelle noch nicht médglich. Vermutlich 
ist jedenfalls die Bandbreite in erster Naherung nur durch Austausch- 
wechselwirkung bewirkt. Magnetische Dipol-Dipol-Wechselwirkung und 
Hyperteinstruktur sind nur in zweiter Naherung méglich, da der zu der 
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tiefsten Kristallfeldkomponente gehérende Elektronenzustand von 
Ho*** im Chlorid kein magnetisches Moment hat?. 


Bei T>10 °K bleiben die gerechneten Werte bei wachsender Tem- 
peratur immer mehr hinter den gemessenen zuriick. Dort machen sich 
offenbar héhere Grundtermkomponenten in zunehmendem MaBe be- 
merkbar. Diese héheren Grundtermkomponenten verursachen ein 
zweites Maximum von c4°—c& bei etwa 85 °K. Die hohen negativen 
Werte von cl —c@" bei T> 160 °K zeigen, daB bei héheren Temperatu- 
ren die Differenz c@°—c@" der spezifischen Gitterwarmen von HoCl, - 
6H,O und GdCl, - 6H,O negativ und keineswegs mehr vernachlassigbar 
klein gegen cf/° ist. Daher ist bei hdheren Temperaturen die gemessene 
Differenz c¥°—c&* nicht mehr gleich der spezifischen elektronischen 
Warme von HoCl,-6H,0O. Es ist deshalb auch nicht méglich, die Lage 
hoherer, spektroskopisch nicht mehr erfaBbarer Grundtermkomponenten 
aus dem Temperaturverlauf von c#° — c@* zu ermitteln. Doch laBt sich 
wegen c, >c'!° — c&" abschatzen, wieviele Grundtermkomponenten min- 
destens an der Bildung des Maximums von c!° — c@* bei 85 °K wesentlich 
beteiligt sind. Zu diesem Zweck wurden die Lagen von fiinf angenomme- 
nen Grundtermkomponenten systematisch variiert, und zu jeder der- 
artigen ,,komponenten-Konstellation’’ wurde mit einer elektronischen 
Rechenmaschine der Temperaturverlauf der spezifischen elektronischen 
Warme berechnet. Dieser stimmt mit der gemessenen Kurve in Fig. 3 
am besten iiberein, wenn man 3 bis 4 Komponenten zwischen 40 cm? 
und 250 cm? annimmt. 


2. ErCl, » 6H,O 


Fir ErCl, - 6 H,O wurde aus den bei 14 °K und 58 °K spektroskopisch 
bestimmten!® Lagen 0cm™+; 16,91 cm; 37,07 cm der drei tiefsten 
Grundtermkomponenten ebenfalls der von diesen Komponenten her- 
riithrende Teil der spezifischen elektronischen Warme in Abhangigkeit 
von der Temperatur berechnet (gestrichelte Kurven in Abb. 4, 5). Fiir 
5 °K< T<15 °K fallt die berechnete Kurve in Fig. 4 mit der gemessenen 
voéllig zusammen. Dort wirken sich also héhere Grundtermkomponenten 
noch nicht auf die spezifische elektronische Warme aus. Auch ist die 
Differenz der spezifischen Gitterwarmen von ErCl, -6H,O und GdC]; - 
6H,O dort offenbar sehr klein. Bei T> 20 °K lauft die MeBkurve ver- 
mutlich infolge einer Zunahme von cg’—c§" zunachst unterhalb der 
berechneten Kurve, bis sie schlieBlich durch den EinfluB héherer Grund- 
termkomponenten tiber die berechnete Kurve hinaus ansteigt. Bei 
T>150 °K ist die Differenz c@4—c" der Gitterwarmen gréBer als die 
spezifische elektronische Warme cli" geworden, so daB c'—cg* dort 


negative Werte annimmt. 
29* 
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Im Bereich T<5 °K liegen die gemessenen c’*—c@4 um Ac hoéher 
als die berechnete Kurve (Fig. 4), und zwar ist naherungsweise 


0,38 Wsec-°K 
Oa eC! 
T? Mol 


Dieses Ac kann wieder zwei Ursachen haben: Einmal kann es ein durch 
Desorption des im KalorimetergefaB befindlichen Heliums hervorge- 
rufener MeBfehler sein. Doch erscheint diese Deutung als sehr unwahr- 
5°K 
scheinlich, wenn man die unter dieser Annahme aus { 4c dT berechnete 
1,2 

, Desorptionswarme“ des Heliums von 1400 cal/Mol He mit dem von 
Stout und G1iAuquE" an NiSO,-7H,O gemessenen Wert von 148 cal/ 
Mol He vergleicht. Die andere Deutungsméglichkeit ist, daB8 Ac durch 
Ubergange innerhalb der tiefsten Kristallfeldkomponente des Grund- 
terms hervorgerufen wird. Diese tiefste Kristallfeldkomponente kann 
bei ErCl,-6H,O durch Austauschwechselwirkung, durch magnetische 
Dipol-Dipol-Wechselwirkung und durch Hyperfeinstruktur aufgespalten 
sein ®. 

Ich danke Herrn Professor HELLWEGE fiir die Anregung und Férderung dieser 


Arbeit, sowie der Deutschen Forschungsgemeinschaft, die einen groBen Teil der 
experimentellen Hilfsmittel zur Verfiigung stellte. 


11 Stout, J.W., and W.F. GiauguE: J. Amer. Chem. Soc. 60, 393 (1938). 
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Zur Kraft einer Lichtwelle auf eine beugende Kante * 


Von 


R. Ltst und D. Prirscu 


Mit 2 Figuren im Text 


(Eingegangen am 17. Februar 1961) 


Es wird gezeigt, daB bei der Beugung von Licht an einer unendlich diinnen Halb- 
ebene neben dem bekannten Lichtdruck auch eine Kraft auf die Kante in tangen- 
tialer Richtung zur Schirmebene ausgeiibt wird. Die GréBe dieser Kraft und ihre 
Richtung in Abhangigkeit von der Polarisation des Lichtes wird berechnet und ihr 
Zustandekommen anschaulich erklart. 


Bei der Beugung an einer Kante spricht man im allgemeinen nur von 
der Welle und deren Beugungserscheinungen, wahrend die Krafte, die 
dabei auf den Schirm bzw. auf die Kante ausgeiibt werden, nicht er- 
wahnt werden. Fallt z.B. Licht senkrecht auf einen Schirm, der sich als 
Halbebene durch den Raum erstreckt, so ist die Kraft senkrecht auf die 
Schirmebene allgemein als Lichtdruck bekannt. Wegen der Ablenkung 
des Lichtes in seitlicher Richtung mu8 man aber auch eine Kraft auf 
die Kante des Schirmes in tangentialer Richtung zur Schirmebene er- 
warten. Im folgenden soll zunachst die GroBe dieser Kraft berechnet 
werden. Im Anschlu8 daran wird kurz diskutiert, auf welche Weise 
diese Kraft zustande kommt. 

Wir gehen aus von der Sommerfeldschen strengen Lésung fir das 
ebene Beugungsproblem an einer unendlich ausgedehnten, unendlich 
leitenden Halbebene. Die Ebene liege in der. x-z-Ebene und erstrecke 
sich nach der positiven x-Richtung. Die Kante sei die z-Achse, wahrend 
das Licht von der negativen y-Richtung senkrecht auf den Schirm falle 
(s. Fig. 1). Fiir die beiden Polarisationsfalle, daB der elektrische Vektor © 
parallel (a-Fall) bzw. senkrecht (c-Fall) zur Kante polarisiert ist, hat 


man die Lésung 


. : ue S 
are aul Pi 7 2 
— pkrsing © eatV dra ewikrsing © {et ae 
EOE ya i lm. (1) 
55) —oo 
; ee eee a 
mit sr =) 2hr cos | * al &. V2krcos (4 creat 


* Unserem verehrten Lehrer, Herrn Professor Dr. E. MADELUNG zum 80. Ge- 


burtstag. 
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Hierin sind y und » Polarkoordinaten, u,= FE, sowie u,= B, (mit ¥ als 
magnetischen Vektor) und k = = mit A als Wellenlange. 


Es laBt sich zeigen, daB bei der Berechnung der Kraft nur das Feld 
auBerhalb der Nahzone in die Umgebung der Kante eingeht. Das ist 
verstandlich, da erst in der Wellenzone die endgiiltige Impulsbilanz ent- 
schieden ist. Deshalb sei noch die folgende Naherungslésung angegeben, 
die auBerhalb zweier enger parabelférmiger Gebiete mit der Kante als 


~X 


Fig. 1. Lage des Schirms und Verlauf des Integrationsweges in Gl. (3) 


Brennpunkt und einer Brennweite gréBer als 1/k um die positive bzw. 
negative y-Achse gilt: 


I. Reflexionsgebiet (ox p< . 


(2a) 
Un = cos(wt + krsin g) — cos(wt—krsing) +Z, 
II. unbeschattetes Gebiet (= =< — | 
(2b) 
Uz,5 =Cos(wi+ krsing)+Z, 
III. Gebiet des geometrischen Schattens (3 <@s 22) 
(2c) 
ep es Ds 
wobel 
Mb, iz \ cos (wt — ky — he en ees lea 
. : ‘ cos (* = ;) cos (£-) 


eine Zylinderwelle darstellt, deren Amplitude noch von dem Winkel YP 
abhangt. 


Die Kraft auf den Schirm in x-Richtung laBt sich leicht mit Hilfe des 
Maxwellschen Spannungstensors 7;, ausrechnen und ist gegeben durch 


=— f {T,,,cos(nx) + T,,cos(ny)} df. (3) 
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Hierbei ist das Oberflachenintegral iiber eine geschlossene Flache zu 
erstrecken. (ax) bzw. (ny) ist der Winkel der Flachennormalen zur 
x- bzw. y-Richtung. Als Integrationsflache wurde ein Kreis um die 
Kante und die beiden Seiten des Schirms von der Peripherie des Kreises 
bis zum Unendlichen, wo sich die Flache schlieBen soll, gewahlt (s. Fig. 1). 

Die beiden auftretenden Komponenten des Maxwellschen Spannungs- 
tensors haben die Form: 


Fall T= CS ay (4a) 
Tey =~ HH, (4b) 
o-Fall: Ty, = a (ea) (4c) 
Ly= = ED Ey. (4d) 


Einsetzen der Lésung unter Benutzung der Maxwellschen Gleichun- 
gen liefert schheBlich nach einigen Integrationen 
A 


I, SSE = a 
ine iE 162 


(5) 


Dabei gilt das obere Vorzeichen fiir den z-Fall, das untere ftir den o-Fall. 
Diese etwas iiberraschenden beiden Vorzeichen der Kraft erkennt man 


Jy 
Maid 
NY YY 
I g x 
RA sas 7, on 
mia 
| \ Ye 
a -Fall a Fall 


Fig. 2. EnergiefluB (zeitlich gemittelter Poynting-Vektor der Beugungswelle) im z- und o-Fall. Die Dichte 
der Pfeile ist ein MaB ftir die Intensitat 


natiirlich wieder im EnergiefluB der gebeugten Welle, d.h. im Zeitmittel 
des Poynting-Vektors. Er lat sich mit Hilfe der Naherungslésung leicht 
ausrechnen (auBerhalb der Nahzone liefert nur die Beugungswelle einen 
Beitrag). Der Verlauf ist in Fig. 2 angegeben, wobei die Dichte der 
Pfeile ein MaB fiir die Intensitat darstellt. Man sieht daraus, daB man 
entsprechend der beiden Vorzeichen von Gl. (5) im a-Fall einen Uber- 
schuB® des Energieflusses in der negativen x-Richtung hat, wahrend im 


30* 
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o-Fall gerade ein Uberschu8 nach der positiven x-Richtung hin existiert. 
(Der Verlauf des Energieflusses fiir den o-Fall ist schon von BRAUNBECK? 
diskutiert worden.) 


Es ist nicht schwer, diese durch Rechnung gewonnenen Ergebnisse 
auch anschaulich zu verstehen. Da iiberhaupt tangentiale Krafte auf 
den Schirm — oder normale auf die Kante — auftreten, ergibt sich in 
folgender Weise. In beiden Polarisationsfallen flieBen in dem Schirm 
Stréme parallel zum elektrischen Vektor der Welle, im Parallelfall also 
insbesondere entlang der Schirmkante. Der Strom ist dabei so gerichtet, 
daB er in einem Schirm endlicher Dicke das Magnetfeld in ihm abschirmen 
wiirde, d.h. aber, der Strom flieBt so, daB er zusammen mit dem Magnet- 
feld der Welle zu einem Druck auf den Schirm fiihrt. Da die Welle an der 
Kante gebeugt wird, hat das Magnetfeld an der Kante auch Kompo- 
nenten senkrecht zur Ebene des Schirms, so daB also ein Druck auf die 
Kante des Schirms entsteht in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis der 
Gl. (5). Das elektrische Feld iibt in diesem Fall keine Kraft aus, da der 
Strom zu keiner elektrischen Aufladung auf der Kante fiihrt und tiber- 
dies die Kraft aus dem elektrischen Feld parallel zu diesem Feld sein 
miiBte, also keinen Druck oder Zug auf die Kante bedeuten kénnte. Das 
ist anders im Senkrechtfall, bei dem aber wieder das magnetische Feld 
der Welle keine derartige Kraft ausiiben kann, da ja hier der Strom 
senkrecht zur Kante flieBt. Er erzeugt aber somit elektrische Aufla- 
dungen der Kante, die gerade das Vorzeichen haben, daB sie das elek- 
trische Feld im Schirm abschirmen und somit zu einem Zug auf die Kante 
fiihren, wiederum in Ubereinstimmung mit obiger Formel. Es ist also im 
einen Fall ein magnetischer Druck und im anderen ein elektrischer Zug 
auf die Kante wirksam. 


Diese Unterscheidung erlaubt nun auch noch die GréSenordnung 
des Druckes bzw. des Zugs zu verstehen. Allgemein vermag ein elektro- 
magnetisches Feld, das im Inneren des betrachteten Gegenstandes ab- 
geschirmt ist, einen Druck 


(set) (6) 


8a 


auf diesen Gegenstand auszuiiben. Die Kraft auf die Kante erhalt man 
durch Multiplikation dieses Druckes mit einer effektiven Dicke des 
Schirms. Zunachst kénnte man also annehmen, daB die Kraft verschwin- 
den miiBte, da ja der Schirm unendlich diinn angenommen worden war. 
Nun sind aber die Beugungserscheinungen an einem unendlich diinnen 


Schirm und an Schirmen mit Dicken bis £2 = fe in der Wellenzone 


? BRAUNBECK, W.: Ann. d. Phys. (6) 6, 53 (1949). 
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praktisch gleich. Die Wellenzone ist aber, wie bereits oben vermerkt, 
ftir die tibertragenen Krafte allein von Bedeutung, so da also unser 
unendlich diinner Schirm hinsichtlich unserer Fragestellung einem 
Schirm der Dicke A/2a aquivalent ist. Da weiter in der Wellenzone 
|E| =|B| gilt und die GréBenordnung 1 haben sollte, und im Parallelfall 
nur 6, im Senkrechtfall nur & wirksam ist, erhalten wir 


ey sf pa ee ale i 

aan ae — SNSaie (7) 

Es ergeben sich also die richtigen GréBenordnungen und die richtigen 

Vorzeichen. Die Betrachtung lehrt damit weiter, daB es ein gewisser 

, Unscharfe"-Effekt innerhalb der Nahzone ist, der die tangentiale Kraft 
auf den unendlich diinnen Schirm erméglicht. 


Die GréBe dieser Kraft wurde schon 1948 auf Anregung von Herrn Professor 


E. MADELUNG von R.L. ausgerechnet. Fiir diese Anregung sei auch hier noch 
einmal herzlich gedankt. 
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Two-Channel Reactions 
in Relativistic Dispersion Theory * 
By 
REINHARD OEHME 
With 3 Figures in the Text 


(Received January 23, 1961) 


Im Rahmen der relativistischen Dispersionstheorie werden Reaktionen mit zwei 
gekoppelten Zwei-Teilchen-Kandlen betrachtet. Es wird gezeigt, da die entspre- 
chenden Partialwellen-Amplituden durch die physikalischen Verzweigungsschnitte 
hindurch auf eine Riemannsche Flache mit vier Blattern analytisch fortgesetzt 
werden kénnen. Die dynamischen Singularitaten werden in Betracht gezogen, und 
es wird der Zusammenhang zwischen den Polen in sekundaren Blattern und még- 
lichen Resonanzen der physikalischen Amplituden diskutiert. Als Modell werden 
die Reaktionen m+ Yra+/Y, a¢- Ys>Kin und Ko Nias Kana benutzt, 
jedoch werden Komplikationen, die mit Spin und Isotopenspin zusammenhangen, 
weggelassen. 


I. Introduction 


At present there are many indications that sharp resonances are a 
dominant feature of processes involving strong interactions. We believe 
that, within the frameworkt of dispersion theory, such resonances should 
be associated with poles on the secondary Riemann sheets of the re- 
spective amplitudes!. These poles are reached by analytic continuation 
through those branch lines for which the weight functions (absorptive 
parts) exhibit a resonance maximum. In an earlier paper? we have 
discussed continuations of various amplitudes through branch lines 
associated with two-particle intermediate states. It is the purpose of 
this note to obtain similar continuations for processes with branch lines 
corresponding to coupled two-particle channels. Especially we shall 
discuss the Riemann surface of two-channel reactions, but the results can 


* ERWIN MADELUNG zum 80. Geburtstag. 

1 PEIERLS, R.E.: Proceedings of the Glasgow Conference on Nuclear and Meson 
Physics, p. 296. New York: Pergamon Press 1954. — Lévy, M.: Nuovo Cim. i\5% 
115 (1959). — Gunson, J., and J.G. Taytor: Phys. Rev. 119, 1121 (1960). — 
OEHME, R.: Phys. Rev. (in press). See also G. Brett, Hanébich der Physik, 
p. 1. Berlin: Springer 1959. This article contains further references to the older 
literature. 

2 OEHME, R.: Phys. Rev. (in press). 
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be generalized to reactions with more two-particle channels ?*. The exten- 
sion requires the introduction of a more systematic matrix notation. 

In Section II we describe our model, its dynamical singularities and 
physical branch lines. The continuation of the physical amplitudes onto 
the Riemann surface is sketched in Sec. III, together with the analytic 
properties of the dispersive and absorptive parts of these partial wave 
amplitudes. Section IV contains some remarks concerning the connec- 
tion between resonances and poles on secondary sheets of the Riemann 
surface. 


II. The Amplitudes 


In order to have a simple, definite model we consider the following 
reactions between spinless particles 


gh Je Sap Se (2.1) 
cee Ne (22) 
G+ YS K =EN. (2.3) 


Here the ‘“‘pion”’, the ‘““hyperon’’, the ‘““K-meson”’ and the “nucleon 
are assumed to have roughly the masses of the actual physical particles. 
We take into account all the selection rules implied by the conservation 
of baryon-number, strangeness, etc. Under these conditions the struc- 
ture of the particles is sufficiently compact such that there are no 
structure singularities? or anomalous thresholds in the amplitudes for the 
reactions (2.1—3). Although the hyperon has some composite structure 
because of its ability to decompose into a KN-system$, the corresponding 
anomalous thresholds do not show up in our amplitudes. 

We are interested in the partial wave projections of the amplitudes 
(2.1—3), which we denote by F(s), A(s) and G(s) respectively. We 
consider only s-waves, because the generalization to higher partial waves 
is straight forward. Actually these functions are the invariant amplitudes, 
which are related to the corresponding transition amplitudes in the 
c.m. system by 


ee a le) ee 
‘A . (2.4) 

r 2 GK \2 

Lh 1 
Ss? In 

where 
4g = 5 [8 — (my +m}*][5— (ory — m4], | 
i (2.5) 


4 dx ang [s — (my + Mx)*| [Ss — (my — Mx)? ). | 


2a Using the ND7! method, many-channel reactions have been discussed by 
J.D. ByJorKEN, Phys. Rev. Letters 4, 473 (1960); M. NAUENBERG, Cornell Thesis 
1960; J.D. ByorKEN and M. NAUENBERG, Phys. Rev. (to be published). 

3 OEHME, R.: Nuovo Cim. 13, 778 (1959). 


428 REINHARD OEHME: 


Using the invariance of our description with respect to inversion of 
motion (time reversal), we can also express the c.m. amplitude for the 
inverse production reaction K +N—+2+Y in terms of G(s). We find 


Fem. (G) = (2)'6. (2.7) 


The physical partial wave amplitudes are boundary values of analytic 
functions F(z), A(z) and G(z). In view of the absence of anomalous 
thresholds, we can assume that these functions are regular in the physi- 
cal sheet of the complex z-plane except for the branch lines and poles 
which are directly due to physical intermediate states’. Ignoring sub- 
tractions, we may then write dispersion formulae of the form 


sz(F) (ee) 
ie ee ATE Im F(s + io) 5 
Fa) =+ far sr 4 Fe 44 SEs (28) 
OO: (mp -+ Mz)? 


where the first integral is an abbreviation for contributions from the real 
axis between s = — oo and s =s, (F) and from the circle |z| =m4,—m?,.® 
The endpoint 

sy (F) = my + 2mi, (2.9) 


is due to the single particle intermediate state 5 =m, where $ is the 
square of the total energy for the reaction z + Y+z-+ Y. In our model 
the one particle term at z =m, which is due to the hyperon, is only 
present in the dispersion formula for the s-wave amplitude. We have 
relations similar to Eq. (2.8) for the functions A(z) and G(z). For K(z) 
we may write, for instance, 


S1(K) 
a ie ARE) T(K) 

) == fa 22 me, — z cs 

— Oo) 

; 3, LK(s + 10) — K(s-- 10)] — Ax(s) O (sz (K) — s) 

zt 
te ds = 

wt a Sie 

(my +m)” 
Here the first left-hand branch point is 

s,(K) =[ (my — m2)? + (mi — m?)4)2. Cua) 


4 See in this connection: R. J. EDEN as well as P.V. LANDSHOFF, J.C. PoL- 
KINGHORNE and J.C. TayLor, papers presented at the Tenth Annual Rochester 
Conference on High-Energy Physics, 1960 (to be published). 

» MacDowE Lt, S.W.: Phys. Rev. 116, 774 (1959). — OEHME, R.: Phys. Rev. 
Letters 4, 246 (1960). 
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It is due to the two-pion intermediate state of the reactionK + K->N-+N. 
Note that we have an overlap of branch lines because of (my +m,)?< 
Ss, (K)< (mx +my)?. For the function G(z) we find 


Mi 2 
; — yt | 2 ME 2 2 2 
s,(G) = my +m 4 (! ee (my — mn — mix) | 
2m%, 
! My, { 
2 
2mn, 


(mz, —4 my) [my — (my + mx)?] [m2 — (my —mx)2]}4 < (eS 


<(my +m,)?. 


This left-hand branch point comes from the one-nucleon intermediate 
state in the reaction K + Y—+7-+N. Here we have assumed that there 
is no K Kz vertex, because a one K-meson state in K+nax>N+LY 
would lead to a somewhat larger s, (G), which, however, is still below 
(my +m,)?. 

The functions F(s +70), K(s +70) and G(s +70) may be represented 
in their physical regions as Fourier transforms of retarded products. 
From these representations we can obtain the usual reality conditions 


Te Necks pee (ee ne (2) beandy wh (2* v= 1O(2)e (2245) 


As far as right-hand cuts are concerned, all three functions have the 
branch lines s=(m,-+ my)? and s=(m,x -+my)?. In addition there are 
the many particle thresholds at s =(m, +2m,)?, etc. In the following 
we are mainly interested in the continuation of the amplitudes through 
the a Y- and K N-branch lines, and in order to keep the model simple 
we shall ignore all other right-hand cuts. Then we find from the unitarity 
condition: 

Im F(s +70) =0,(s +720) F(s +120) F*(s +70) | (2.14) 
for (my + m,)?Ss <(my + mx)? ¥ 


and 


Im F(s +70) =0,(s +10) F(s +40) F*(s +720) + 
-+ 0x (s +70) G(s +720) G*(s +20) (2.15) 
for s= (my + mx). | 


Here the functions 9,(z) and o,(z) are defined by 


Qn (2) =— {Lz — (my +m,)*] [ze — (my — m,)*I}4, 


ex (2) = — {[2 — (my + mix) 9) lz — (my — mx) *)}, 
and the roots are such that 


ox (2*) =—en(2), ex(2*) = — ex), (2.17) 
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and On (Shi0 SO aie ae (2.18) 


Ox(s-+t0)=0 for s=(my + mx)?. 

The physical region of the other two amplitudes starts at s = (mx + my)?. 
Again we use the decomposition with respect to intermediate states in 

order to compute the absorptive part. We find for s2 (mx +my)*: 
Im K(s +70) =0,(s +¢0) G(s +70) G*(s +40) + (2.19) 
+ ox(s+io) K(s +40) K*(st+io) J 
Im G(s +70) =0,(s +40) F(s +10) G*(s+70) + | 
+ ox(s +40) G(s +10) K*(s +70). | 
Since we have no anomalous thresholds, and especially none associated 
with the branchpoint s=(m,x +my,)*, we extend the decomposition 
with respect to intermediate states to unphysical energies, assuming 


that the required continuation in the mass variables can be effected. 
Then we have 


Im G(s +40) =0,(s +40) Fls +40) G*(s +40) | yy 
HE (m,, + My)*Ss< (mg + my)?, j a7 


and 
(2.20) 


and, because of the overlap with the left-hand branch line 
Im K(s +70) = 0,(s +720) G(s +70) G*(s +70) + 
+ O(—s +s,(K)) Ax(s) (2.22) 
for (my +m,)?Ss< (my + mx)?. | 
Here Ax (s) is the weight function of the left-hand branch line due to the 


two-pion intermediate states of the reaction K +K— +N-+WN. The point 
s,(K) has been defined in Eq. (2.4); it lies slightly below the K N-thresh- 
old. 
III. The Riemann-Surface 
The continuation of all three amplitudes through the two-particle 


pion-hyperon branch line can be done by the method described earlier ® ®, 
We have the relations 


Pil A F(z) 
gC sirerrrs err Sm 
we G(z) 
CON ream nee 6.2) 
and ti ; 
K™ (2) = K(2) —2i0,(2) G(2) G4 (2) 
_ Ke) + 2ien(2) Dee) (3.3) 
1 4-22 0;,(2) F(z) 
where : 
i Lae. D (2) =F (2) K(z) — G?(z). (3.4) 


6 For the non-relativistic case, see R.E. PEIERLS, Proc. Roy. Soc. Lond. 253, 
16 (1959). : 
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Here F, G and K denote the values of these functions in sheet I, the 
physical sheet, and the superscript II indicates their continuation through 
the branch line (my + m,)?< s< (my +mz,)2. From the reality properties 
F(z) =F''*(z*), etc., we find that this branch line connects just two 
Riemann-sheets. We note that in the case of K(z) the continuation must 
be made through the gap 
Ss; (K)<s < (my + my)?, be- 
cause of the overlapping dy- 
namical branch line. The 
functions Fl, G™ and K" are 
analytic in the complex z-plane 
except for cuts corresponding 
to those of the functions F, 
G and K in the physical sheet. S= (qt my) s=[iy +My) 
We note that only K! has a Fig. 1. The Riemann surface of the amplitudes has four 
: rf = sheets which are connected along the real axis as indicated 
branch point at z=s, (K). In by the vertical shading 
addition there may be pairs of 
isolated poles, but these can occur only at the zeros of the pion-hyperon 


S-function S i127 e212) Fe). 3-5) 


The position of these poles is the same for all three amplitudes, but the 
residua will in general be different. A narrow pion-hyperon resonance 


(Mat My) os +my)* 


Possible position for a pair 
of resonance poles in sheer I 


Fig. 2. Singularities of the amplitude A(z) for the reaction K+N—>K+N 


can be described by such a pair of poles at z=% and z=zg near the 
interval (my +m,)?<s< (my +x)? of the real axis. (See Figs. 1 and 2.) 
We see from Eqs. (3.2) and (3.3) that this resonance will generally cause 
a corresponding enhancement of the amplitudes for the reactions 
a+Y—>K-+N and K+N—-K-+N below their physical threshold at 
s=(mz+my)?. Only if G(z) happens to have a zero at the point z= 2 
is the singularity confined to the pion-hyperon amplitude alone. 
We can exhibit the character of the w Y-branch line by writing the 
amplitudes in the form 
F(z) =d)(z) +-2@,,(z) af) (2), ete. (3.6) 
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where (2p \ SEE ae : 
aos 1 + 210,{2) F(z) ’ C7) 
(2)(,) — GF) 
4G (2) 1 pi Die (z) F(z) Y) (3 8) 
Fo ee ee C 
Gre 4+ 21¢@, (2) Fle) * 6”) 


The quantities d@), di? and d¥) are then defined by Eq. (3.6). Along 
ve stretch ane 2 oS (ox +my)? of the real axis the functions 
a’), etc. as well as d‘®) and d®) are regular and real. Except for a factor 
0,(s +70) they cnineide sath the absorptive or dispersive parts of the 
respective amplitudes. For a‘Z)(z) the last statement is, of course, only 
true on the interval s, (K)<s< (my +m x)?. We note that all functions 
a®)(z), including a’) (z), are indepeneent of the dynamical singularities 
due to the reaction K +K-+>N-+N. These singularities are present in 
d)(z), which has a branch line for s<s,(K); only in the interval 
s, (K)<s< (my +mx)? does d®(z) coincide with ReK(s+7o). All the 
functions a® and d®) defined by Eqs. (3.6)—(3.9) have the branch 
line s2=(mgz +my)?, which also connects only two Riemann sheets. 

Let us now consider the continuation of the amplitudes F, G and K 
through the cut along the real axis above the K N-threshold. Here the 
absorptive parts are given by Eqs. (2.15), (2.19) and (2.20). Using these 
relations, we can express F(s —io0), etc. for s= (mg +my)? by F(s +70), 
G(s -+70) and K(s +70), and in this way we obtain the continuation of 
the amplitudes through the cut into a third Riemann sheet. These 
continuations are given by 


Fu <e F(z) (1 + 2ieK (2) K(z)) — 2i@x (2) G*(2) 
) (1 + 270,(2) F(z)) (14 + 2¢0K (2) K(z)) + 40, (2) ox (2) G2(z) ’ (3.10) 


with @, and ox as defined in Eq. (2.16), and by 


Giles G 


(1 + 210, F)(1 + 2i9xK) + 40,0KG? ° (3.11) 
ya _K(t + 210, F) — 219,4* 
(1 + 270, F)(1 + 2i0nK) + 40, 0K G2’ (3.12) 


The functions #7", etc. are real analytic functions in the complex 
z-plane. They have the branch lines inherited from the amplitudes F, 
G and K in the first sheet and isolated poles due to the vanishing of the 
expression 


(1 + 270,F) (1 + 210xK) + 40,0xG*. (3.13) 


By construction we have for s= (mx +m y)2 


Fill (s —i0) =F(s +10), (3.14) 
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and, because of F™'*(z*)—F™(z), it follows that 

for s= (mx+my)?. TO ae ela G15) 
The same relations hold for the two other amplitudes. We see that the 
branch cut above the K N-threshold connects two sheets; if we continue 
on sheet IIT around both branch points s = (m, ++ my)? and s = (Me +my)? 
we return to the physical sheet I. On the other hand, we may continue 
the functions F""(z) and G"'(z) through the branch line (m, +-my)2<s < 
(mx +my)*? and K"'(z) through the cut s, (K)<s< (mg +my)?. Along 
such a path we enter a fourth sheet of our Riemann surface. This con- 
tinuation is given by 


Fiv © Fill 

Ber he O16) 

AF Gul ae 

amass ra Gan 
. : 1112 

KR ios (3.18) 


1—2i9, FH! ° 


Here we may use Eqs. (3.10—12) in order to express F'!Y, etc. in terms of 
the amplitudes in the physical sheet. We find 


IV Gs 
ia = /F 21 OK = = 49 
= Dib Oye IN 
Bee wn i fos 
~~ 420K’ (3.19) 
ge 
12 ion kK’ 


and we conclude that the isolated poles in sheet IV can only be due to 
the zeros of the S-function S=1-+270,K of the A-meson nucleon 
system. From Eqs. (3.17) and (3.18), it is easy to see that sheet IV is 
connected with sheet III through the branch line s= (mg +my)?. Note 
that sheet IV has no direct connection to the physical sheet I, which 
can be reached only via II or III; (see Fig. 1). 

In complete analogy to Eq. (3.6), we may introduce real analytic 
functions d‘)(z) and a) (z) which are continuations of the dispersive and 
absorptive parts of the amplitudes in the physical region along the kK — N 
branch line. We write 


F(z) = d> (z) + 70, (2) ap’ (2) (3.20) 
eS a?) = 9,0x!FF™ + GGm, (3.21) 
, K(2) = (2) + fox (2) af(2), (3.22) 
“eae a?) = KK™ + 0,0%'GG™. (3.23) 
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The functions a?) and ai?) have a branch line for sS (mx +m)? connect- 
ing two sheets, but there is no cut for s= (mg +m; y)2. Clearly these | 
functions can have poles due to the zeros of the expression given in | 
Eq. (3.13); they also have branch cuts for ss, (A) due to the KK—27 
interaction and other intermediate states. 

The absorptive part of the amplitude G (z) has been given in Eq. (2.20) 
for s= (mx +my)®. Using the explicit continuations through this branch | 
line onto sheet III, we find that 


ICD tee ae Ozh G™ = 0,7 GM" as Or Ge (3.24) 


This guarantees the reality of the absorptive part. As we did for / and K 
we may exhibit the cut connecting G and G'!' by writing 


G(2) =a (2) + dox(2) a (2), (3.25) 


where 


de) = Opoe GET AkGe 6055 


=p. a FG aye G ki 


s again a real analytic function with properties analogous to those of 


3 (3) 
a?) and a®). 


IV. The Resonances 


| 
We have seen that the covariant amplitudes F, G and K are analytic | 
functions on a Riemann surface with four sheets. On this surface they | 
are analytic except for dynamic branch lines and isolated poles on the | 
real axis and in the unphysical sheets. We have omitted further right- | 
hand branch lines which would correspond to additional channels with 
two more particles. The mass ratios in our model have been chosen such 
that there are no anomalous thresholds, but it is clear that the conti- 
nuation through right-hand branch lines is very useful for the discussion 
of the singularities which describe the composite structure of particles. 
However, in this note we are mainly interested in the isolated poles 
mentioned earlier. Under certain circumstances such poles can describe 
narrow resonances. This may be the case for a pair of conjugate poles 
due to 1 +270, =0 in sheet II, provided these poles are located near 
the branch line (m, + my)?< s< (mg + my)? and doininate the magnitude 
of the analytic function in their neighborhood. Correspondingly poles 
in sheet III due to (1 + 279,F) (1 +210. K) +40,0xG? =0 can describe 
resonances for s= (mx +my)? if they are sufficiently close to the axis 
and below higher (omitted) thresholds. In contrast, poles in sheet IV, 
which correspond to zeros of the S-function 1 +270, K for KN scatter- 
ing, have little chance to produce a resonance-like behavior of the am- 
plitudes, because sheet IV is not directly connected with the physical 
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sheet. There can be exceptions in the case of a weak coupling between 
the channels, but then we have K'!! KY (see later). 

Let us first discuss resonance poles in sheet II. They can only appear 
for z=2), 29, for which 1 +270, (z)) F(z) =0. In the exceptional case 
where G (z)) =0, the poles affect solely the 7 Y scattering amplitude F, 
but if we assume that G(z)) += 0, then there can also be maxima of the 
amplitudes G and K in the unphysical region (m, + my)2<s< (mg +my)?. 
Note that for Re zy<s,(K) the influence of the resonance pole on the 
KN amplitude can be changed because of the dynamical branch line 
due to the KK-+NN reaction (see Fig.3). This change depends, of 


Jn ~plane 


Sheet I of z-plane 


on 
“Og { 4 49 | ie od gal +/7y | 
Possible position tor a 


pair of resonance poles 
Sheet IT of z-plane 


Fig. 3. Singularities of the amplitude K (z) as they appear in the complex gz-plane in the neighborhood of 
the physical threshold at ¢z= qa [mx + my |. Here we have gz (s!!*) = }{s-! (s— (ma + my)?*) (s— (ma— my)}!2. 


course, upon the position of the pole relative to s, (K), and the magnitude 
of its residuum relative to that of the weight function associated with 
the branch line. We note that a sharp resonance in the unphysical region 
of the reaction KK->NN, which begins at t=4m2, could result in an 
enhancement of the weight function. If we describe such a narrow 
resonance approximately by a pole in the KAK—NWN amplitude at 
t—m*?, then this corresponds to a branch point of A(z) at 


z= s(m*2) =m + me — ¥m*? + 3 {(m*? — 4my) (m*? — 4m} 


which is to the left of s,(K) =s(m*?=4m,). 


As far as the physical origin of a resonance pole is concerned, we may 
wonder, for instance, whether it is essentially due to the pion-hyperon 
forces alone, having little or nothing to do with the K interactions, or 
whether it is a ‘‘bound state” of the K N system which is unstable be- 
cause of the coupling to the w Y-channel. By bound state we mean here 
only the fact that, in the limit of vanishing coupling between the chan- 
nels, the pair of poles in sheet II merges into a single particle pole of the 
amplitude K (z) on the real axis below the K N-threshold. Let us look 
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at Eqs. (3.1—3) in the limit G0, assuming that the coupling between 
KN and zY channels vanishes. The relation between F" and F remains 
unchanged, whereas A"! goes into K. The functions Ff and K themselves 
may change, especially the position z = 29, 29 of the poles. If these poles 
remain complex, (Im z= 0), they must continue to be zeros of 1 + 270,f, 
but they can move almost anywhere in the second sheet, especially if 
the coupling originally has not been small in comparison with the other 
interactions*. If the poles stay near the real axis in the limit G—>0, then 
we continue to have a resonance in the pion hyperon system. In any 
case, as long as the poles remain complex in the limit of vanishing coup- 
ling, the amplitude K (z) will tend to a function which is regular below 
the threshold z=(m,x +my)? except for the dynamical (or left-hand) 
branch lines. On the other hand, the poles may move onto the real axis. 
There we cannot have 1 +270,F =0 as long as we want to preserve the 
unitarity condition in the a Y-channel**. Now (z), which must be 
analytic for complex z in the neighborhood of the real axis, can take over 
the pole on this axis. It corresponds then to a single particle pole of the 
K N-amplitude. We see that the transition from a complex zero of 
1+270,F to a pole of K on the real axis is not made explicit in Eqs. (3.1-3). 
This is because we have obtained these formulae using a unitarity 
condition which does not include such a single particle state, whether G 
is finite or zero. The movements of poles with changing coupling be- 
tween the channels can be exhibited much better in a formalism where 
the amplitudes F, G and K are expressed in terms of three analytic 
functions which may be considered as elements of a reaction matrix. We 
shall discuss this in a later publication’. 

Let us look briefly at what could happen to the amplitude in other 
sheets in the limit of vanishing channel coupling. For G-—+0 we find 
from Eqs. (3.10—12) 


Fill ee ea 
1+2i0,F 

i= Sey 
1+ 2ionK i 


Suppose we had for “weak coupling” (G small) a narrow resonance due 
to conjugate poles near the real axis for s > (mg +my)?. Such poles 
must be due to zeros of (1 +270,F) (1 +2t0.K) +40,0xG?, and for 
small G we may either have (1 +270,F) ~0 or (1+2i0.K)~0 at the 


* Note that large changes in the coupling can also change the masses of the 
various particles. 

*x See Eqs. (2.11) and (2.12) of Ref. 2. 

* To be published in Nuovo Cimento. See also R.H. Daxitz and S.F. TUAN, 
Ann. Physics 3, 307 (1960). 
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pole. In the hmit G—0 we can have 1 + 279, =0 corresponding to a 
resonance in the a7 Y system, or 1 +210, K =0 which could describea 
resonance in the A N-channel or a virtual state depending upon the 
position of the zero relative to the AK N-threshold. 

It should be noted that within the framework of our general formal- 
ism there can also be resonances for large G. Without a more definite 
model, we cannot say much about their behavior as functions of the 
parameters which describe the relative strength of the various inter- 
actions. Our extrapolations to the limit of vanishing G seem to be 
sensible only if the coupling between the channels is small compared 
to the aY and/or KN interactions themselves. Even then we make 
implicitly the assumption that the amplitudes depend continuously upon 
some parameter which is characteristic for the strength of the coupling 
between the channels. 


This work was supported in part by the U.S. Atomic Energy Commission. 
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der Technischen Hochschule Karlsruhe 


Allgemeine Lorentz-Transformation * 
der Dirac-Gleichung 
Von 
EricH LANDHAUSSER 


(Eingegangen am 14. February 1961) 


Unter der Kovarianz der Dirac-Gleichung? 


CD dive 
Ox, h 


ay? 
/ 


(== 0 (%4 = 1Cct) 


versteht man, dafi sie in einem anderen Koordinatensystem ¥%,,, 


(1) 


welches durch 


Lorentz-Transformation aus den urspriinglichen 7, hervorgeht, dieselbe Form 


ip Ow | Moye 
Pel ile ee Ae 
/ 


, 
Se =0 
OXn h . 


(2) 


besitzen soll. In (1) und (2) wird uber doppelte Indices stets von 1—4 summiert. 


Die Lorentz-Transformation 


io) iO Za00 Ky = A, %, 
mit 
je es (%, Ny, X3 V4) 
und 
X= (a, ,) (u,v = 1, 2, 3, 4) 
hat wegen 
AA = AY = : = 2 
AW=AW=—L bzw. By 9 Uy gp = % My = Ony 


die inverse Transformation 
r= Ut 


, 
bzw. 4%, = 4,,%u, 


wobei YX die transponierte Matrix zu Y ist. 


Um den Ubergang von (2) nach (1) durchzufiihren, wird 


wean) = Ay (%,,) 


(3.1) 


gesetzt. Die Transformationsmatrix A soll eine Inverse besitzen derart, daB 


AAA =AIA =f 
ist. 


* Professor Dr. E. MADELUNG zum 80. Geburtstag gewidmet. 


(5) 


1 Pauti, W.: In H. GEIGER u. K. ScuEELt, Handbuch der Physik, 2. Aufl., 
Bd. 24, S. 221. 1933. Die Matrix S von Pauri wird hier mit A bezeichnet. Ferner 


Handbuch der Physik, Bd. 5, Teil 1, S. 143. 1958. 
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. Setzt man (4) in (2) ein und beachtet, dak a = ee wee ist, so ergibt sich 
mart (333) OX CAO, 
oy MgC 
Lu 0 
y Aa, » Bx. + 5 SAM = (0), (6.1) 
v 


Diese Gleichung geht in (1) tiber, wenn sie von links mit A multipliziert und 


y = {1 yl A Any (6.2) 
gesetzt wird. 
Bei Verwendung der Orthogonalitatsrelationen (3.2) geht (6.2) in 
Ay A=a,,¥ (7) 


tiber. Die Kovarianz der Dirac-Gleichung wird also durch die Existenz der Ma- 
trix A und ihrer Inversen gesichert. 
Wegen (3.2) ist 
det == =5 4, 

so daB man statt (7) genauer 

AM-1 yt AGS ae (8.1) 
bzw. 

Aan Aas any y” (8.2) 
schreiben mu8. 


Setzt man fiir die rechten Seiten von (8) y’", so ergibt sich: 
ADA nj A= ae (9) 
Da fiir die y” auf der linken Seite von (9) die Antikommutativitatsrelationen 
ay We ab Ne We _— 26, F (10) 


gelten, ist (10) wegen der Orthogonalitatsrelationen (3.2) auch fiir die y’™* erfiillt. 
Die Hermitizitat, die bekanntlich fiir die y’s vorausgesetzt wird, ist jedoch bei den 
y’* nicht mehr vorhanden, da die Elemente aj) der Lorentz-Matrix { nicht alle 
reell sind. Das Ziel diesey Arbeit ist die explizite Bestimmung der Matrix A fiir 
eine beliebige Loventz-Tvansformation, bei dey det 9(= +1 ist. Als geeigneter Aus- 
gangspunkt fiir die Berechnung erweist sich die Vollstandigkeitsrelation, die W. Pau- 
Li? fiir das System der 16 Matrizen herleitete: 


16 
ae Ee 4 950 %8° a) 


yA durchlauft folgende 16 linear unabhangige Matrizen: 


fe a (42.4) 
iprytyt,  ipSylyt, — iylp2yt, — iply®y; 
Hig 
iyrys,  gySyi, daly? iytyt, iyPpt, iyhy; (12.2) 


y= yyy. 


2 Pauti, W.: Piet. Zeeman-Verh. 1935, 31 od. Ann. Inst. Henri Poincaré 6, 
418 (1936); dort wurden jedoch die Indices in der Volistandigkeitsrelation unrichtig 


geschrieben. 


Si 
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Hermizitat der “(= 1, 2, 3, 4) muB in (11) nicht vorausgesetzt werden, lediglich 
die Giiltigkeit der Antikommutativitatsrelationen (10). 

Die Matrix A (friiher mit S bezeichnet) wurde fiir endliche Drehungen um eine 
Raumachse, ferner fiir spezielle Lorentz-Transformationen schon von P. A.M. Dirac 
und fiir infinitesimale allgemeine Lorentz-Transformationen von W. PauLI an- 
gegeben!. V. TRKAL® und M. BroicKA‘ bearbeiteten den Fall allgemeiner Lorentz- 
Transformationen. 

Der Vorteil der vorliegenden Arbeit besteht zunachst in der Kirze der Her- 
leitung und weiter darin, daB eine Faktorzerlegung fiir die explizite Darstellung 
von A gelingt [(43.2) bzw. (30)]. Die Darstellung der Transformationsmatrix A 
ist unabhangig von der Hermizitat der y”. Nimmt man jedoch zusatzlich diese 
Hermitizitat an, so ergibt sich die Paulische Zusatzbedingung (51). Weiter wird 
gezeigt, daB es sinnlos ist, SpurA“) =0 anzunehmen [(44) bis (47)]. Spurd 0 
ist jedoch wegen (30) immer erfiillt. 

Fiir die Diskussionen zum Thema dieser Arbeit sage ich Herrn Professor Dr. 
W. KoFINnK meinen herzlichsten Dank. 


§1. Explizite Darstellung von A‘ und AC)! 


Durch Multiplikation von (11) mit 475 und A,,und Summation iiber 
die Indices 9, o, @ erhalt man 
16 


4 (SpurA) Aj5 = 2 (Aty* Ay*)as, (13) 


ad 


wahrend Multiplikation von (11) mit Aj} und A,,, und Summation tiber 


DO, © 


ol 


16 
4 (Spur dt) Ape sae Als, (14) 
A=1 
ergibt. Die Matrizen A und A? sind durch (13) und (14) bis auf einen 
Zahlentfaktor c und 1/c bestimmt, der bei der Normierung von JA fest- 
gelegt wird. 


In (13) und (14) miissen nun die Glieder A+ 4A mit Hilfe von (8) 
bestimmt werden. Die Rechenarbeit kann wesentlich verkiirzt werden, 
wenn man beachtet, daB mit (10) 


PPA OL MOV SMe, VIVE mee, yt le ie) as 
gilt. 
Dann ergibt sich z.B. fiir (13): 
4 
4 (SpurA)A+ = 2 Aty" Ay! — Di Arty A yy? — 
u=1 (a, 8] 


4 
—_ DAty yA yy +A1yA yp 4.1. 
#=1 
3 TRKAL, V.: Bull. int. Acad. tchéque Sci. 1949, Nr. 32. 
4 BrvicKA, M.: Bull. int. Acad. tcheque Sci. 1950, Nr. 12. 
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wobei [«, 8] jene sechs Zahlenpaare 23, 31, 12, 14, 24, 34 in der zweiten 
Zeile von (12.2) durchlauft. 


Beachtet man weiter, daB 


A+78A = (det X)-y5 =+y5 (17) 


ist?, so ergibt sich z. B. fiir die Dreierprodukte in der dritten Zeile von (16) 


At yt AA? Ayhy =— At Ay". det X, 
so daB (16) in 


4 
4(SpurA)A+t = (1 +detU) DAY Ay + 
u=1 (18) 
+ (1 + det XI — > A+4y*AAty? A y*y? 
la, B] 
iibergeht. LaBt man zunachst das Vorzeichen von det offen, so ergibt 
sich mit (7) und (40) fiir 
4 4 
DE ele OS A 
p=1 a (Om4) 
=I-Spur& + )) (aga — aap) yy", 


La, B] 
wahrend man fiir 


4 
Arty AAtYVAy*y? a= ae 8 > GG. yy 
(x, B] [4,6] %,»=1 (19.2) 
Sey 
[x,B] [o,] 


erhalt. Die letzte Zeile wird durch Anwendung der Orthogonalitats- 
relationen (3.2) erhalten, wobei 


AP, = Gn "pe F8 Ue (aD i0.6 40, 3c) 


die 36 zweireihigen Unterdeterminanten der Lorentz-Matrix Y& sind. 
Somit geht (18) in 
4 (SpurA)A1=(1+det XY) ( » (40 Fup) oeyh tT. Spur UJ) fs 
— ee 


iiber. Rechnet man die Doppelsumme in (20) aus und setzt det &—= +41, 
so schreibt sich (20) 


4(SpurA™) AM) = BoI + 2 Basy! + sy”, (21) 
a, 0} 
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mit 
Bo =2 + Spur + 2 Ate 
Bre = 2 (as — a2) +43 — AB} + AM — Ait 
Bos = 2 (ago — as) + Ala — Asi + Aga — Ada 
Bs1 = 2 (413 — 31) + Aas —Ai2 + Ala — Aaa (22) 
Bia = 2 (dg1— %4) + ATS — Add + Aa — ABi 
Bog = 2 (449 — 4gq) + Ad3 —A5a + Ata — Al 
Bsa = 2 (44g — 44) + A531 — Ala + A343 — 433 
B= — (4h tal ae as Ae dee 


In (22) wurde (+) bei den a,, weggelassen. 
Eine analoge Rechnung liefert fiir (14): 


4 (Spat) ee yt ieee (23) 

Beachtet man, daB 

yryd — — ylatyd — — ydoyl yA, 

Ye ae ht Sc clea a (24) 

yly? = — yByty5 — — yb y3y4 
ist, so kann die zweite Zeile in (18), die die sechs Zweierprodukte y* y’ 
enthalt, als eine Summe von nur noch drei Zweierprodukten geschrieben 
werden: 

AtyAy2y? = At yytAAryAyyly 
=Atylyt Aylyt. det U 

usw., so daB sich fiir (18) 


4(SpurA)A4 


4 3 25 
= (1 + det 2) (z +> Atty Ay* + LAty A Ay y') | (25) 
u=1 s=1 
ergibt. 
Setzt man in (25) det % =—41, so verschwindet die rechte Seite, so 


daB Spur A‘) =0 gefordert werden mu, um A) == 0 erwarten zu kén- 
nen. Die Transformationsmatrix A‘)~! kann daher aus (25) oder (20) 
nicht bestimmt werden. Dasselbe gilt fiir A, da man analog zu (25) 


4 3 
4(SpurAt) A = (1 + det 2) (z + DiytA+ yA + Diy ys As yy A| (26) 
“ s=1 


= 


erhalt. In §4 wird ein Weg zur Bestimmung von A™ aus A) gezeigt. 
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§ 2. Normierung von A“)? 


Da die Matrizen A“ und A“)! nur bis auf einen Zahlenfaktor be- 
stimmt sind, sollen sie auf J normiert werden, d.h. es soll 


Ao es (27) 
sein. Mit Hilfe von (21) und (23) ergibt sich aus (27) 
16 (SpurA’) (SpurA)-1) = 92, 


Wo 4 eine Konstante ist. Ihr Wert lat sich leicht bestimmen, wenn in 
(21) und (23) die Spur gebildet und beachtet wird, daB die Spuren von 
(12) alle Null sind? mit Ausnahme der Einheitsmatrix, deren Spur den 
Wert 4 hat. Es ergibt sich: 


(SpurA™) . (SpurA™ +) = g, 


Gl. ]ms 5 
16B = Co, 
so daB die normierten Matrizen lauten: 
AG ee eA al ease 5 28.1 
4 V Bo (Bo ZPaoy My = pneAy ( ) 
ACU=! a= =e bey ayO 1 Be a5). 28.2 
ae (Bo 2 Bay y° + Bs’) (28.2) 


§ 3. Explizite Darstellung der normierten Matrizen A und A‘)! 


Die Relation (17) erlaubt unmittelbar einen Einblick in die Struktur 
der Matrizen A™ und A“, denn es muB 


PAY =A, und vA *— AM (29.1) 
bzw. 
vA ——A,5, und PAIS —— AI 4p (29.2) 
gelten. 

Man zeigt nun leicht, daB y® mit den Einer- und Dreierprodukten 
aus (12.1) antikommutiert, dagegen mit den Zweierprodukten, der Ein- 
heitsmatrix und mit sich selbst vertauschbar ist. Deshalb miissen A“ 
und A“)? durch Linearkombination der Matrizen aus (12.2) darstellbar 
sein, was bereits in (28) der Fall ist. 

A© und A‘) sind dagegen durch Linearkombination aus den Ma- 
trizen von (12.1) auszudriicken. Es zeigt sich, daB 


VAs Ai y8 (30) 


ist, wobei y* irgendein Einer- oder Dreierprodukt aus (12.1) bedeutet. 
Zunachst erkennt man, da® y’ mit jeder der Matrizen von (12.2) multi- 
pliziert, alle Matrizen aus (12.1) bis auf die Reihenfolge erzeugt. 
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Aus (30) ergibt sich 


AO ar A aa (34) 
Mit Hilfe von (30) und (31) kann nun ein Zusammenhang zwischen den 
Elementen a) der Lorentz-Matrix &, deren Determinante det &—=-—+1 


py 


ist, hergestellt werden, indem man in (8.2) einsetzt: 


4 
(yy ye aaa (32.1) 

= 

Wird (8.1) beachtet, so ergibt sich 

4 4 

Dy) an yy? = 2 a y (32.2) 

— I= 

als Zusammenhang zwischen a“) und ao. 


Lv 
Die Gln. (30) und (31) sind dann richtig, wenn fiir die a‘) die Ortho- 
gonalitatsrelationen (3.2) erfiillt sind. Deshalb bildet man 
4 
SO elag 


JES an ye vy ye 


ye 3 = 1 ies at 


WA aa ete) 


4 
Dan acy oe, VP Vr 


We eyeg a v, 


4 
— a ary) 
4 


iv 


Fiir die rechte Seite von (32.3) erhalt man den Wert 4, auf welchen sich 
die linke Seite reduziert, wenn die Giiltigkeit der Orthogonalitatsrela- 
tionen (3.2) 

4 

> a a) = Oy (33) 
angenommen wird. 


Damit sind die Relationen (30) und (31) gerechtfertigt, so daB sich 
mit (28) sofort die normierte Matrix A‘) ergibt. Diese Relationen besta- 
tigen ferner, daB die Spuren von A“ und A‘) immer Null sind. 


§ 4. Produktzerlegung von AM) und A(@)—! 


Durch Nachrechnen bestatigt man sofort, daB eine Linearkombina- 
tion der Matrizen (12.2) 


O1s-ky + 2 e017 7” (34) 


lo, o] 


sich in ein Produkt der Form 


(Oia Ry) att + 2 Diao" y’) (35) 
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mit 


— (36) 


zerlegen laBt, wobei man z.B. fiir [e, 0] =3,1 schreiben mu, wenn 
[o, o] =2,4 ist usw. 

Da A™ und A“)- nach (28) diese Form haben, folgt fiir die normierten 
Matrizen mit 


Q = Bo; R= 86;; Cte,0) = Bio, o] (37) 
sofort 
AY eS I+ Bsy*) (1 + >) Dy) ¥? y” 8.1 
aG, (Bol + B57) ( ne (eo) Y° ¥7) (38.1) 
und 
+ 1 a (ores Q 
Ale ———— (Bol + Bs") (1 =) Des yey (38.2) 
: 4 V Bo lo, a] 
wobel 
PoP; Mal af Bs Bre 5] , 
Die, Gl = “Re — p2 - (39) 
ist. 


Die Koeffizienten (39) lassen sich wesentlich vereinfachen, wenn die 
Gln. (28) in (8.1) eingesetzt werden. Man erhalt auf diese Weise durch 


Koeffizientenvergleich der y* eine Anzahl von Relationen zwischen den 
4 


6's, wenn in Ay" AM) — > alt) y* y—=4, 2,3, 4 durchlauft. 


a 


Pury =1-ereibt'sich zB: 
AN: = ie (— BoBi2 + Bos Poi — Bsa Bia — Bs Bsa) 


und 


Cot == ma (4 BoPi2 B23 831 — BoaPra + Bs Bsa), 
so dab 
1 
Cb FER = 4 By (BoBi2 + Bs B34) 


ist. Allgemein erhalt man daher 
tag — 49g = <5 Boba + BsBoo): (40) 
4 Bo 


wobei die rechte Seite im wesentlichen den Zahler von (39) darstellt, 
wahrend 


Spur X= 5 (Bs — Bs) (41) 


liefert. Damit ergibt sich fiir (39): 


a ata 2 
Pie,0) = rSpur a iS) 
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Alsdann folgt aus (38) 


A(+)-1 ais 5 Dy mee ary es 
A = ope BT HPV ES 3 eee) 


und 


(Gey = 1 pall 5) [ as comme Oon Q 
AN = 1) Bo (Bol + Bsy”) (4 pa eau Ve 4 (43.2) 
Mit Hilfe von (30) kann man zur Produktdarstellung der Transforma- 
tionsmatrix A‘, die zu uneigentlichen Lorentz-Transformationen ge- 
hort, iibergehen. 


§ 5. Sonderfalle der Transformationsmatrix 


1. Zunachst soll gezeigt werden, da es sinnlos ist, SpurA™ = 0 zu verlangen. 
Aus (30) folgt namlich 


SpurA™ = -+ Spur(y2)2A~ — 07 (44) 
wobei y® irgendeine Matrix von (12.1) ist. Nun ist aber A™ eine Linearkombination 
der Matrizen von (12.1), so daB man bei Multiplikation dieser Matrizen mit irgend- 
einer aus ihnen gerade die Gesamtheit der Matrizen (12.2) erhalt, d.h., wenn 

AD = Sidea? 
4 
ist, dann wird 
(IAAP = Sdg (yet ye = dy T+ Dag (yy ty®. (45) 
e’ Cate 
Die Summe besteht aus den restlichen 7 Matrizen von (12.2) ohne Einheitsmatrix TI. 


Bildet man jetzt die Spur von (45) und beachtet (44), so ergibt sich 


th, = Ox 
Da y* jede Matrix aus (12.1) sein kann, ist auch jedes d,=0, so dafi daraus 
AW) = 0, (40) 
folgt, und wegen (30) sofort 
AM = 0. (47) 


Zu (46) und (47) gibt es daher keine Inverse, die aber beim Kovarianzbeweis der 
Dirac-Gleichung in (6.1) vorausgesetzt werden muB. 

2 Die (y= 23. 4) scm hermutischs 

Bisher war die Hermitizitat der y” nicht vorausgesetzt worden, so daB die Dar- 
stellungen fiir A und A™ auch fiir nichthermitische y” gelten, wenn dabei nur die 
Relationen (10) erfiillt sind. Werden die y” hermitisch gewahlt, so ergibt sich zu 


Gl. (7) eine Zusatzbedingung!, die jetzt hergeleitet werden soll. Dazu bildet man 
aus (28.1) die hermitisch adjungierte Matrix A* mit y?=y"?: 


oe 2 eh Tie a Vay 4 V Bs 


Nun sind die Elemente der Lorentz-Matrix Q{ alle reell bis auf die a ra und a, 
(y= 1, 2, 3), so daB die Ax’ alle reell sind bis auf jene, bei denen «, 6, 4, » einmal 


(48) 
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den Wert 4 hat; z.B. Ajj ist rein imaginar, jedoch Ajj ist reell. Dann ergibt sich 
aus (22) sofort: 
Bo = Bo, Bro = Pra, B33 = Pos, B31 = Psi 
Bia=—Bya, Ba =— Baa, Bsa=— Psa Bs = —/P3- 


Setzt man dies in (48) ein, erhalt man: 


seit ~ Dabo? ye + > By yy — ee (50.1) 


{e, a] [H, 7] 4 V Bo” 


wobei [e, o] = (1.2), (2.3), (3.1) und [w, v] = (1.4), (2.4), (3.4) ist. Bildet man nun 
Aty*, so erhalt man: 


a = (6 oy Ale ae eae y4 ye yo > Bight — Ps yi yy alee Bae. 
(e, 0) [17] 41/Bo 


Mit Hilfe von (28.2) ergibt sich ebenfalls die rechte Seite von (50.2), wenn ytA7} 
gebildet wird, so daB als Zusatzbedingung fiir hermitische y” die Pauli’sche Gleichung 


(49) 


(50.2) 


AtyA = ytA4 (54) 


herauskommt. 
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Aus dem Institut fiir Struktur der Materie in Marburg an der Lahn 


Die Streuung von Deuteronen an Deuteronen unter 
Beriicksichtigung ihrer gegenseitigen Verzerrung * 


Von 
G. ERNST und S. FLUGGE 
Mit 5 Figuren im Text 


(Eingegangen am 28. February 1961) 


The elastic scattering of deuterons in deuterium has so far only been treated in 
Born approximation, at rather high energies. In the present paper the authors 
derive integro-differential equations to deal with the scattering phenomenon at low 
energies of a few MeV. The mutual distortion of the two deuterons at close distance 
turns out to have a large influence on the angular distribution. A simple and plau- 
sible assumption has been made, concerning this distortion, and the results have 
been compared with experiment for two energies. 


§ 1. Einleitung 


Wahrend die theoretische und experimentelle Untersuchung des 
Zweinukleonenproblems uns in groBem Umfang zur Kenntnis der Kern- 
krafte gefiihrt hat und die Untersuchung gréBerer zusammengesetzter 
Kerne die Entwicklung von Modellvorstellungen iiber die Kernstruktur 
gestattet hat, hat sich das Gebiet der Prozesse, an denen etwa drei oder 
vier Nukleonen beteiligt sind, als relativ unergiebig erwiesen. Die Griinde 
sind dabei vorwiegend mathematischer Art; bei Uberschreitung der 
Teilchenzahl 2 wachsen die rechnerischen Schwierigkeiten schnell an; 
die Notwendigkeit von Naherungsverfahren und Ubervereinfachungen 
in der alteren Literatur erwecken dabei haufig den Eindruck einer ge- 
wissen Unsicherheit der zu ziehenden Schliisse. 


Ein bisher besonders wenig untersuchtes Problem aus diesem Gebiet 
ist die elastische Streuung von Deuteronen an Deuteronen. Dieses Vier- 
kérperproblem zeichnet sich durch eine gewisse Symmetrie aus, die 
einige Vereinfachungen im Formalismus gestattet, so daB hier geringere 
rechnerische Schwierigkeiten zu erwarten sind als bei anderen Problemen 
der gleichen Teilchenzahl. Dies gilt insbesondere fiir kleine Energien 
von einigen MeV, bei denen nur die Beitrage der niedrigsten Drehimpulse 
zu beriicksichtigen sind. 


* Herrn Professor Dr. ERwin MADELUNG zum 80. Geburtstag gewidmet. 
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In diesem Energiebereich scheint es bisher noch keine brauchbaren 
theoretischen Ansitze zu geben; ein Versuch von Runce}, der den 
Streuquerschnitt in Bornscher Naherung ausgerechnet hat, nutzt 
weder die besonderen Vorteile der kleinen Energie aus, noch eignet er 
sich zum Vergleich mit dem experimentellen Material fiir solche Ener- 
gien. Messungen des elastischen Streuquerschnittes liegen bisher in 
fiinf Arbeiten? 6 im Energiebereich von 0,614 MeV bis 10,8 MeV vor: im 
folgenden werden wir unsere Rechnungen insbesondere fiir die Energien 
0,72 MeV und 2,01 MeV mit den experimentellen Daten vergleichen. 

Die lockere Bindung des Deuterons laBt erwarten, daB bei der An- 
naherung der beiden Kerne wahrend des StoBes eine erhebliche gegen- 
seitige Verzerrung eintritt. Dieser Effekt spielt, wie man weiB, bereits 
bei der n-d-Streuung eine erhebliche Rolle; es ist zu erwarten, daB er fiir 
unser Problem, bei dem die Deuteronfunktion doppelt eingeht, beson- 
ders groBen EinfluB gewinnt. Die Hauptaufgabe muBte daher bei der 
theoretischen Behandlung in der Beriicksichtigung dieses Effektes der 
gegenseitigen Verzerrung der beiden Deuteronen gesehen werden. 


§ 2. Die Symmetrieeigenschaften der Eigenfunktion 


Die Gesamteigenfunktion eines Systems aus zwei Deuteronen hat 
die folgende Gestalt: 


Dabei ist g die Ortsfunktion und y die Spinfunktion. Die Indizes 1 
und 3 sollen sich auf die Protonen und 2 und 4 auf die Neutronen bezie- 
hen. Ein Querstrich iiber zwei Argumenten deutet Symmetrie in diesen 
an. In je zwei im Deuteron gebundenen Teilchen ist die Orts- und 
Spineigenfunktion symmetrisch, wie es der Grundzustand des Deu- 
terons vorschreibt. Ferner geniigt die Gesamtwellenfunktion dem 
Pauli-Prinzip; sie ist bei der Vertauschung je zweier gleichartiger Teil- 
chen antisymmetrisch. 

Der Spin von vier Teilchen kann sich zum Gesamtspin J =0, 1 und 2 
zusammensetzen. Die entsprechenden Spinfunktionen sind in der iib- 
lichen Schreibweise: 


1 RuNGE, R.J.: Phys. Rev. 85, 1052 (1952). 

2 HEYDENBURG, N.P., and R.B. Roperts: Phys. Rev. 56, 1092 (1934). 

3 Brair, J.M., G. Freier, E. Lampi, W. SLEATOR jr. and J.W. WILLIAMS: 
Phys. Rev. 74, 1594 (1948). 

4 ALLRED, J.C., K.W. Erickson, J.L. FowLer and E. J. Stovatr jr.: Phys. 
Rev. 76, 1430 (1949). 

5 Rosen, L., and J.C. ALLRED: Phys. Rev. 88, 431 (1952). 

6 BarasuKo, I.G., i 1.1. Bartz: Sovjet Phys. J. E. T. P. 7, 715 (1958). 
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a) Singulett (I =0): 
79 (12, 34) = is {on oy Bs By — ; (a, Bo + By %2) (%3 Ba + Bs %4) + Bi Bo % aa} 
b) Inplett (I =4): 
Ly, (12, 34) = 4 {ory oy (ty Ba + Bs 4) — (04 Bo + Bi Xo) Hy Oa} 
(12, 34) = | {241 %2 Bs Ba — Br Bo %5 a} 
“Vy, (12, 34) = 3 {(o4 Bo + Bi %2) Bs Ba — Br Bo (Hs Ba + Bs aa)}- 
o) Ouintett (I=2): 


Hy 
2 (1234) = mo 1% (a3 B4 + Bs 04) : (% By + By Oy) Og Ot4}. 


we (1234) = Vi {ot ty Bg By + (% Bs + B, dy) (4384 + Bs %a) = Bi Bo G3 0,4} 


%2 (1234) = 2 {0 Be + By %2) Bs Ba + Bi Bs (%3B84 + Bs %a)} - 
~?42 (1234) =f, B2B2Ba- 


8 


§ 3. Die Schrédinger-Gleichung 


Die im vorhergehenden Abschnitt beschriebene Wellenfunktion 
miissen wir nun in die Schrédinger-Gleichung 1m Konfigurationsraum 
aller vier Teilchen einsetzen. 


te aa ALLY aL Vor al A el CY ta le Oisy ee + 2Ep)P. (2) 


Ey(<0) ist die Bindungsenergie des Deuterons. Q,, ist die Coulomb- 
Wechselwirkung der beiden Protonen 


+) 
Oiaae = ieee 
oa (ee 


T ist der Operator der kinetischen Energie 
GA eee 


Fiir die Kernkrafte beschranken wir uns auf Zentralkrafte, die erfah- 
rungsgema8 die Wechselwirkung zweier Nukleonen bei niedrigen Ener- 
gien gut wiedergeben. In diesem Rahmen folgen wir dem bekannten 
Ansatz: 

Ns 


Vin Sm Xin + WX Zip +O 2, + w} V( Lr 
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wobei X;, der Koordinatenaustauschoperator und 2;, der Spinaus- 
tauschoperator ist. Die Koeffizienten m, h, 6 und w sind in der iiblichen 
Weise normiert : 

mtbth+t+w=1. 


In die Schrédinger-Gleichung (2) setzen wir dann die Eigenfunktion (1) 
ein und berechnen die Wirkung der Austauschoperatoren auf die Eigen- 
funktion. AnschlieBend multiplizieren wir die Gleichung mit y* (12, 34) 
und bilden die Spinsummen. Auf diese Weise erhalten wir fiir die ver- 
schiedenen FAlle: 


Singulett: 
{2T +2V(|r,—7r,|) +2V (|r; — 1%4|) + (2w —b) V(| 1, —15|) + 
+ (2w—b)I Been eae + m— 2h—b)V(|r,—15|) + 


2w +m — 2h ene et 


(w 4 fot r, — r,|) + 


srl a AU ard es Al ee alanis ale 
‘(| 
("2 


w+ 2m —h— 2b) V 


L (w + 2m —h—2b)V 

+ O(| "1 — ¥5|)} [2 ¢ (23, 14) + 4.9 (14, 23)] 
(m +h) V(|r — r2|) + (m +h) V(| 73 — 14|) + 
2m —h) Sas 


Triplett: 

ESAT aA een Allure rib he. 

+wV(\r,—175|) + wV([r,— %,|) +(w —A) V([ ry, — 

+(w —h)V(|r,— 74|) + 

+ O(|m— 15/)}[8 913, 34) — 39 4, 19) + ae 

+{(m — b) V(|1, — 7g|) + 

+ (b — my) Vi|r,— r,|) eon (23, 14) — 

+ {nm V(r) —m Vea} 
1 


4 
={E + 2Ep} [3p (12, 34) — $934, 12). 
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Quintett: 
{T 4+V(\—12|) +V(l4s— ral) + (w +8) V( ¥3|) + 
+ lo-+ OV \q_-ril) eee eee 
(w —m—h + b)V(|%.— %4|) + 
+ (| — m4) F492, 39) + 4984, 72) 
{ T — (w +d) V( iP r,|) (w + b) Vilar) a 


—V{| r.—13|)—V(|m—1,|) —( + 6—m—h) V(jn— r3|) — 


: ) 

(m +h) V(|r,— |e 
={E + 2Ep} [$9 (12, 34) +3 ] 
+{— E — 2Ep} [3 (23, 14) + 39 (14, 23)]. 


§ 4. Der Lésungsansatz ftir die Ortsfunktion 


Solange sich die beiden Deuteronen in einer Entfernung voneinander 
aufhalten, in der sie sich durch die Kernkrafte gegenseitig nicht beein- 
flussen, kénnen wir unser Problem durch folgenden Produktansatz 
beschreiben : 

i 4 -— ios a + a n + e i " | ‘ 
(2, 34) = B (ry — 14) Bry — ry) f(T — Me FM) @( A Mee ta a) 


2 2 4 


® beschreibt dabei die innere Bewegung eines Deuterons und g die 
Bewegung des Gesamt-Schwerpunktes; letztere ist unwesentlich, da wir 
alle Rechnungen im Schwerpunktssystem ausfiihren, in welchem g =1 
wird. f beschreibt die Relativbewegung der Schwerpunkte der beiden 
Deuteronen; die Bestimmung dieser Funktion ist das Ziel dieser Arbeit. 


Kommen die beiden Deuteronen einander nahe genug, um sich 
gegenseitig zu beeinflussen, so werden die Kernkrafte die Bewegung der 
in den Deuteronen gebundenen Teilchen stéren. Um diesem Verzerrungs- 
effekt Rechnung zu tragen, erweitern wir den obigen Ansatz um das 
erste Glied einer Potenzreihenentwicklung 


, ‘ eu 4 
{q+ ¢,[(r, — ,)? + (13 — r,)?)} AS 5 ; - rma), 
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aoe : Yr Yr Yr Yr : 
deren Koeffizienten c, und c, Funktionen von at Ta at +! sind. 


Dabei verschwindet c, fiir Relativabstande der Deuteronen, die grok 
gegen die Kernkraftreichweite sind. Damit die Normierung der Deute- 
ronwellenfunktion erhalten bleibt, muB c, ebenfalls eine Funktion des 
Relativabstandes der beiden Deuteronen sein; es geht fiir groBe Ab- 
stande gegen den Grenzwert eins. 

Fur die weitere Behandlung des Problems ist es zweckmafig, in 
der Eigenfunktion zu anderen Koordinaten iiberzugehen, und zwar 
fiihren wir den Schwerpunkt der vier Teilchen und die drei méglichen 
Relativabstande der Schwerpunkte je zweier Teilchen als neue Koordi- 
naten ein: 


jie ears ae T,— 17, = KR, -- R, 
4 
rz— 17, = R,— R; 
R Rock fy Las Be 
1 2 2 r,—1T,—f, + kh, (4" 
Rego as a fa r,—T, = R,— R, 
: 2 2 arent 
bs T,—1T,—R, -- R, 
m+, Y, + 13 
R, = 5 r,— 1, = KR, — R, 


Dies hat den Vorteil, daB sich trotz des Austauscheffekts die Funktionen 
der Relativabstande einfach schreiben lassen. 


§ 5. Ableitung der Integro-Differentialgleichung 


Wir gehen nun in die Gln. (3a—c) mit dem Ansatz (4) fiir die 
Wellenfunktion ein und transformieren auf die neuen Koordinaten. 
Dabei beriicksichtigen wir die Schrédinger-Gleichung fiir das unver- 
zerrte Deuteron 


{- TA, + VU) @ (7) = Ey OO). (5) 


AuBerdem fiihren wir noch die folgenden, neuen Funktionen ein: 


El igi . 
F,(R) = {(R) — f(— R). 


Auf die so transformierten Gleichungen wenden wir dann die Operation 


Sf ®UR, + R3) ® (Ry — Rs) [c, (Ry) + ¢2 (Fy) ((R, + R5)? + (R, R;)°)] x 
x d(Ry + R,)d(R, — R,) 


an, wobei die Terme mit c3 im Sinne der Entwicklung vernachlassigt 

werden kénnen. Um den drei so entstehenden Gleichungen eine itber- 

sichtliche Gestalt zu geben, fiihren wir fiir die auftretenden Matrix- 
Z. Physik. Bd. 162 32 
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elemente die folgenden Abkiirzungen ein: 
Ss re Pp? ( ee 
= |[V(R, + R,) &(R, +R, ®2(R, — Ry) x 
x a (R,) + ne (Fy) C2 (Ry) (RZ + R3)] d(R, + Ry) d(R, — Rs) 
S3(R,) = ff Q(Ri + R,) O?(R, + Rs) ®?(R, — Rs) x 
x [ef (Ry) + 4¢, (Ri) ce (Ry) (R2 + Re)] a(R, + Rs) d(R, — Rs) 
J S,(R,, R;) F(R,) dR, = Jf O(R, + R;) ®(R, — Rs) x 
x @(R, + R,) O(R, — Ry) {cy (Ry) Ap, 1 (Rs) + 2¢2 (Ra) X 
x (RE +R) Ap, cr (Rs) + 20, (R vi 62 (Rs) (Ri + R2)} x 
< F(R) d (Ry + R;) d(R, — Rs) 
JS, (Ry, Ry) F(R) dR, = JJ V(R, + Ry) O(R, + R,) x 
x @(R, — R;) O(R, + R,) O(R, — R,) (o, (Ry) (Rs) + 
+ 2c, (Rj) cy (Rs) (Ri i R3) + 2c, (Rs) cy (Ry) (RE 7 R3)} x 
x F(R) d(R, + Rs) d(R, — ee 
JSg(Ry, R) F(R;) dR, = Jf O(R, + R;) O(R, + R,) x 
x @(R, — R,) &(R, — Nae 4) G@ (ta) 2G (Gx 
ts 1 a ) ca (Ry) (R3 + R3)} x 
F (Rs) d(R, + Rs) d(R, — Rs) 
J Sy (Ry, R3) F(R;) dR, = Jf V(R, + R,) O(R, + Rs) x 
x @(R, — ats 1 + R,) O(R, — Ry) - c, (Rj) cy (Rs) X 
x (Ri + Ro) F(R) d(R, + R;) d(R, — R,) 
J Syo (Ry, Rs) F(R) dR; = ff ®(R, + Rs) @(R, — Rs) c, (Ry) X 
x (Ar, + Ag) @(R, + R,) ®(R, — Ry) - cy (R5) (RE + Ka) x 
x F(R3) d(R, + R;) d(R, — Rs) 
J Sy, (R,, Ry) F(R;) dR; = ff V(R, + R,) @(R, + Rs) x 
x @(R, — R,) O(R, + R,) O(R, — R,) {e1 (Ry) 1 (Rg) + 
+ 2¢, (Rg) cy (Ry) (RZ + R3) + 2c (R,) co (Rs) (RE + R3)} ~< 
x F(R) dR, + R,) d (Ry — Rs) 
J Sia(Ry, Ry) FUR,) dR, = [f Q (Ry + Ry) © (Ry-+ Ry) x 
x @(R, — R,) O(R, + R,) O(R, — R,) {¢1 (Ry) ¢ (Rs) + 
+ 26, (Ry) cy (Rg) (RT + R3) + 2¢, (Rs) cy (Fy) (Re zi R3)} x 
 F(R;) d(R, + Rs) d(R, — 7 
J Sy3 (Ry, Rs) F(R;) dR; = Jf ®(R, + Rs) ®(R, — Rs) x 
x ®(R, + R,) O(R,—R i ay C2 (Ks) (Ri + R3) x 
< F'(Rs) d(R, + R,)d(R, — Rs). 


we 
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In diesen Bezeichnungen erhalten wir die drei Integro-Differential- 
gleichungen: 


Singulett: 
h2 
4M {61 (Ry) Ap, ey (Ry) + 2S, ¢,(R,) Ap, C2 (Ry) + 
+ 2S, ¢2 (Ry) Ap, & (Ri)}F (Ry) + > (4w + m — 2h — 28) x 
x Sy(R) F(R) +154) F(R) — sar | So(Ry. Ry) F(R) dR, + 
+ > f So(Ry, Ry) E (Ry) dR, + + (w + 4m — 2h — 25) x 


(8a) 
x Tes Ry, R) F(R) dR, ++ f Siy(Ry, Ry) F(R,) dR, — 


= a7 7 f Sw (R,, R,) F(R) aR, + { So(Ry, Ry) F(R) dR, 

=1LER(R, )+ TE f Se(Ry, Ry) F(R) aR, + 

ste 3 Ep f Sus(Ri, Rs) F (Rs) dRy. 

Triplett: 
= al (Ry) Ap, ey (Ri) + 2S) ¢ (Ri) Ap, 2 (Ri) + 
+ 2S; C9 (Ry) Ap, ey (Ri)} Bi (Ry) + (2@ —A) So (Ry) Fy (Ry) + 
+ 5 S\(R) F(R) + (6 — 2m) f Sa. (y, RA) F(R) AR, see 
es SE F,(R,). 


ae 

Ry) Ar, Cy (Ry) + 2 Sy (Ry) Ap, C2 (Ry) + 

“6 ba C2 (Fy) Ap, Cy (Ry) } F (Ry) + (2wW —m —h + 26) S3 (Ry) F (Ry) + 
h? 

+ Sa(Ry) B(Ry) + fp | Solis, Rs) F (Rp) aR, — 


— [ S, (Ry, Ry) F(R) dR; (w +b —2m—2h)x 

x [ Sn (Ry, Ry) E(B, dR, — ip Si2(Ry, R,) EF (R;) dR, + a 
4 pur | Sio(Ra, Re) F(R) dR, —2 | So(Ry, Ry) F.(R,) aR, 
= 1ER(R,) — sz f S_(Ry, Rs) F (Ry) dR, — 


EE if Sis (Ry, Ry) F(R) dR. 


32* 
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§ 6. Die Separation der Integro-Differentialgleichung 


Die gesuchte Streufunktion entwickeln wir nach Kugelfunktionen *: 


y,(R 
F(R) = YA Yi old). (9) 
Wir miissen nun beachten, daB in den Integralkernen nur der Winkel O 
zwischen R, und R, auftritt. Entwickeln wir die Integralkerne S, (,, Rs) 
nach Kugelfunktionen dieses Winkels: 


S, (Ry, Re) = $4 5 ER, RY (8). | 0) 


so kénnen wir in den Integralen ebenso wie in F(R,) eine Kugelfunktion 
Y, 9(8) abspalten, indem wir das Additionstheorem’ 


21+ 1 


¥, 00) = |/ 22 > YA Os, 0) Yin (Or 


zu Hilfe nehmen. Dann ergibt sich 


S,(R,, Bs) = PS ei, (Ran) Yim (I3» Ps) Yv,m (Or Pr) - 
Vv=0 m ae 
Die reduzierten Integralkerne ¢,(R,, Rs) erhalten wir aus der Umkehr- 
formel = 
}(R,, R3) =22R,R; f S,(R,, R3) B(cos GO) sin@ do. (11) 
0 


Damit finden wir fiir den Radialanteil die folgenden Integro-Differen- 
tialgleichungen, die den Ausgangspunkt zur Berechnung der Streuphasen 
bilden: 


Singulett: 
— art? (RN SER aos ee (eee 
4M 1 1 dR? J 1 sad a! Ra 1 dR? 2 1 
@ he 1(l+4 
+ 2S) ¢, (Rj) ane 1B) 2 (R,) 4 4M ae ar (Ry) + 


+3 (4 +m — 2h — 28) So(Ri) 75 (Ry) + + S(R,) x8 (Ry) — 
—~ ou ir | Ru Rs) x8 (Ry) dR, + fal (R,, Rs) x7 (Rs) dR3+ 
t > (w+ 4m — 2h 25) ft (Ry, Rs) x7 (Rs) dRy + (12a) 


= 7 tases (R,, Rs) 27 (Rs) dRs — 


cf 27 
* Die * Die Y; (0, y) sind so normiert, daB f sin Odd f dp |Y, ,,|2?=1. 
i 0 0 ; 
? Vel. BeTHe, H.A., u. E.E. Satperer: Handbuch der Physik, Bd. 35. 1957. 
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— apf fo (Rs. Ry) a8 (Ry) Ry + f (Ry, Rs) 73 (Ry) aR, 
= SEM(R) + LE [ (RR) 78 (Ry) aR, + 
or 3 Eo f (Ri, Rs) 73 (Rs) dk. 
Im Singulettfall treten nur gerade 7 auf, da in der vorhergehenden 


Gleichung die symmetrische Funktion 7, (R) enthalten ist. 
Triplett: 


nh? fi. (R,) 


d2 
2 4m \o" aR? Cy (R,) + 2S, ¢, (Rj) Cy (Ry) + 


@2 

RE 
ad he 1 

+ 2S; yg (Rj) aR? Cy (R,)} af (Ry) aa = ui (Ry) =e 

+ (2w — A) Sy(Rj) xf (Ri) + > Sa(Bs) xf (Ri) + (12) 


+ (b= 2m) f ts (Ry, Ry) xP (Ry) aR, 


1 
= 5 Eur (Ri). 


Hier kommen entsprechend wie oben nur ungerade / vor. 


Quintet: 
he d a 
= ai (A) oe cy (Ry) + 2S, ¢ (Ay) aR3 Co(Ry) + 
+ 2S, ¢,(R;) FE Cy ( 


R)\ nm 1(L+1) 09 
Ri) ri y? (Ry) 4 4M Re Via) te 
S. 


+ 2 —m —h + 2b) So(Ry) xP (Ry) + > Sa (Bs) x? (Ba) + 


iS eal (Ry, R, 3) XP (Rs) dk; — {4 (Ry, Rs) 19 (Rs) dR, — 


— 
(w + b—2m—2h) ) f xR, Re) 22 (Rs) ARs — (12c) 


h2 
a= [ae (Ry, Rs) xP (Rs) dR3 ++ La if tho (Ry, Rs) uP (Ks) aR, — 
— 2 f (Ri, Rs) 2? (Re) ARs 


= 5 Ee (Rs) 7 SE [ 6(R. BR) xy (Rs) dR; — 


= 1055 i tis (R,, Rs) xP (3) dk. 


Diese Gleichung gilt nur fiir gerade /-Werte. Das Auftreten von geraden 
und ungeraden Drehimpulswerten entspricht genau dem Spin und der 
Bose-Statistik der Deuteronen. 
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§ 7. Die Festlegung der Konstanten 


a) Die Potentialkonstanten. Die Potentialkonstanten kénnen wir auf 
Grund der Ergebnisse des Zwei-Nukleonenproblems festlegen. Die Er- 
gebnisse bei kleinen Energien sind von der Wahl des Verlaufes der 
Potentialfunktion ziemlich unabhangig®. Um die Matrixelemente ge- 
schlossen integrieren zu kénnen, beschreiben wir die Krafte zwischen 
zwei Teilchen durch ein GauB-Potential: 


Vir) = — Ue”, (13) 
Aus der Bindungsenergie des Deuterons und der *S-Streulange der 
n-p-Streuung ergibt sich mit Hilfe der Parametrisierung von BLatr und 
JACKSON ®& 
Oi 7A56 MeV 
yaa OAS.) 40" Cni st 


Die Ergebnisse bei mittleren Energien lassen sich gut mit dem Serber- 
schen Potentialansatz darstellen. Unter dieser Voraussetzung ergeben 
sich die Anteile der Austauschkrafte aus der 1S-Streulange zu 


Mh, SO) = Os 

6 =h=0,09 
b) Die Deuteroneigenfunktion. Auch hier wollen wir aus Griinden der 
Rechentechnik auf die Gau8-Funktion zuriickgreifen. Die einfachste 


Wahl 
@(r) =N'e*” 


gibt fiir groBe Argumente einen zu raschen Abfall der Eigenfunktion, 
die auBerhalb der Kernkraftreichweite linear im Exponenten abfallen 
sollte. Um den Verlauf bei groBen Argumenten zu verbessern, waihlen 
wir eine Uberlagerung zweier GauB-Funktionen 

Oy) = Ne De"): (14) 
Die Normierung ergibt sich zu 


= (S420 sf mle} 


a+c 2c 


Die Parameter wurden mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens bestimmt zu 
a=0,28 - 107° cm-2, 
c = 0,039 - 1028 cm, 
D =0,37. 


8 Bratt, J.M., and J.D. Jackson: Phys. Rev. 76, 18 (1949). 
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Dieser dreiparametrige Ansatz approximiert die durch numerische In- 
tegration bestimmte Eigenfunktion schon recht gut; man erkennt dies 
auch an der Wiedergabe der Bindungsenergie: 


Ep = — 2,05 MeV, 
die bis auf 8% an den experimentellen Wert herankommt. 


c) Die Verzerrung der Deuteronen. Durch die in (4) eingefiihrten 
Koeffizienten c,(R) und c,(R) wollen wir das Verhalten der Deuteronen 
beschreiben, solange sie sich im gegenseitigen Kraftfeld befinden. Im 
Grenzfall kleiner gegenseitiger Abstande kénnen die vier Teilchen bei 
geeigneter Spinstellung einen Heliumkern im Grundzustand bilden. Bei 
anderen Symmetrieverhaltnissen kann ein angeregter He-Kern als 
Compound-Zustand auftreten. In allen diesen Fallen ist ein Compound- 
Kern von wesentlich geringerer Ausdehnung als ein Deuteron denkbar. 
Um einen rohen Anhaltspunkt fiir den Anteil dieses Compound-Zu- 
standes an der Gesamteigenfunktion zu finden, gehen wir von einer 
einfachen Approximation des He-Grundzustandes aus, die in den Ko- 
ordinaten der Transformation (4) geschrieben werden kann: 


Se ee ® 2p Re 
We = Nee ei bo: (R,+ Rs) oe (R,—R;) 


= A(R,) A(R, + R;) A(R, — Rs). 


(15) 


Dabei ist Y%;. schon so geschrieben, daB wir das wesentliche erkennen 
kénnen: Es treten die zwei Funktionen 


é 


A(R, +R;)=N,e 2 **®" und A(R,—R,)=N,c 2 ™* 


auf, mit denen wir zwei im Heliumkern gebundene Deuteronen be- 
schreiben. Dazu tritt die Funktion 
A(R,) = Nge7** 


auf, die uns AufschluB iiber den Relativabstand der beiden Deuteronen 
gibt. Mit Hilfe des Variationsprinzips erhalt man mit dieser Eigen- 
funktion fiir « des freien Heliumgrundzustandes den Wert 


605204040" ems 


Wir kénnen uns also den Heliumkern formal aus zwei Deuteronen auf- 
gebaut denken, die eine wesentlich kleinere Ausdehnung als die freien 
Deuteronen haben, und die sich in einem mittleren Abstand 


R, = 1,11 - 1073 cm 
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aufhalten. Nun entwickeln wir die Heliumwellenfunktion fir kleine | 
R, und R, auf die folgende Weise: 


(16) 


Wie = Ns Sali, O(R, zl R;) P(R, pe R;) x | 
x {4 + a[(R, + R,)? + (R, R;)?]}, 


wobei ®(R) die Wellenfunktion der freien Deuteronen ist, und sich bei 
Verwendung von (14) 


_a+cD € 
; 4+ D 2, 
ergibt. 
| 
| 
ins . 
~<AD,(R) 
~ 
~ 
- MS 
ROR ~~ 
Fig. 1. Die Deuteroneigenfunktion in Abhangigkeit von der Verzerrung beim Abstand R, =1,11 - 10-13 cm 


der beiden Deuteronen voneinander 


Diese Entwicklung legt nun fiir (4) den folgenden bis auf quadrati- 
sche Glieder in V normierten Ansatz nahe: 


p (12, 34) = ®(R, + R,) O(R, — Rs) x 


1 
> 2 V 2 
x [1—Va Se + Fa e*Fi[(Ry + R)* + (Ry — R)*]}- /(R)-| 
S, ist das in (7) definierte Matrixelement und tritt aus Normierungs- 
griinden auf. Der Parameter V gibt uns die Méglichkeit, den Grad der 
Verzerrung zu varileren. 


(17) 


Zur Veranschaulichung der Verzerrung betrachten wir die Funktion 
D,(R) = D(R) {1 — <0 Spe + SE Re, 


die fiir V =0 in die Eigenfunktion @(R) fiir die freien Deuteronen iiber- 
geht. Das Produkt zweier Deuteronfunktionen ®,(R, +R) Oy (R, — 
R,) ergibt bis auf in V quadratische Glieder wieder (17). In Fig. 1 
sind nun Rk @, (k) fiir V =0,2 und 4 aufgetragen, sowie RA (R), wo A(R) 
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die Wellenfunktion des im Heliumkern gebundenen Deuterons ist. 
Dabei wurde in ®,(R) fiir den Parameter R, der mittlere Abstand R, 
zweier Deuteronen im Heliumkern gewahlt. Aus dieser Figur ersehen 
wir, daB V =4 abgesehen von groBen R eine Verzerrung der Deuteron- 
funktion lefert, die etwa dem Aufbau des He-Grundzustandes ent- 
spricht. Der Vergleich von (17) mit (4) liefert dann: 

G(R) =4—VaS,e 

V 


om Se oe ee oF, 


? 


§ 8. Das Variationsprinzip 


Das Ziel der Arbeit ist nun, die Integro-Differentialgleichungen (12) 
mit den richtigen Randbedingungen zu lésen, d.h. die anomalen Streu- 
phasen 6, zu bestimmen. Dazu miiBten wir eigentlich ein Variations- 
prinzip fiir den Coulombfall losen, das recht mithsam zu handhaben 
ware. Um diese Schwierigkeit zu vermeiden, haben wir fiir die Lésung 
der Gln. (12) den folgenden Weg eingeschlagen: 

4. Wir lassen zunachst alle vom Coulomb-Feld herriihrenden Terme 
weg und rechnen die Phasen 6; fiir die Streuung elektrisch neutraler 
Deuteronen aus. 

2. Wir beriicksichtigen in einer Stérungsrechnung die Coulomb- 
Terme, rechnen also insbesondere die gewéhnlichen Streuphasen 0, auf 
die zur reinen Rutherford-Streuung hinzutretenden anomalen Streu- 
phasen 6, um. 

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit dem ersten Schritt befassen. 
Da wir nur die Streuung bei niedrigen Energien betrachten, beschran- 
ken wir uns auf die Berechnung der S- und P-Phasen. HULTHEN® 
hat ein Variationsprinzip fiir die Bestimmung der S-Phasen entwickelt, 
das von der Schrédinger-Gleichung in differentieller Form ausgeht. 
Dieses Variationsprinzip wurde dann von FEsHBAcH und RuBrnow?? 
fiir die Bestimmung beliebiger Phasen erweitert und spater von Rvu- 
BINnow!! neu formuliert. Diese letzte Fassung beniitzen wir im folgenden. 


Unsere Gln. (12), von denen wir ausgehen, haben die Gestalt 


Va 
Wz 


y2 


pre — OE + ve ne) + [Verne ar =o. 


Die Variationsfunktionen schreiben wir mit den Abkiirzungen 


ie au”) =y(”") + MR (r) + G(r), 


© Hurtuen, L.: Kgl. fysiogr. Sallsk. Lund, Férh. 14, 257 (1944). 
10 FesHpacu, H., and S.I. Rupinow: Phys. Rev. 88, 484 (1952). 
11 Ruspinow, S.I.: Phys. Rev. 98, 183 (1955). 
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wobel We rere . 


ist, und machen fiir y,(7) die Ansatze: 


a) fiir 7 =0 
yo") = Are + Bre 4 Cre mg 
Fi (7) =sim kr 
Ga (1) = COS? 

bptar?—=4 


yy (ry) = A rei? + Byteh 4 C phe har 


Sie 
BG) Ty coskr 
G, (7) =sim kr. 


Diese Ansatze erfiillen die Randbedingungen. Als Variationsparameter 
betrachten wir A, B und C, wahrend wir iiber die Koeffizienten f, 
geeignet verfiigen, um eine méglichst groBe Variationsméglichkeit fiir 
die Streufunktion zu erreichen. Dazu wahlen wir méglichst verschiedene 
Werte der f,, namlich 

B10. 527 10 Cn 

Ba OF" cmas 

Bs = 0,04 - 1026 cm-2 

pe = 05410" Cm: 


Bilden wir damit die Ausdriicke: 


+- 


Z= far|— (GA + Mat — EE (v0) + Gite)? 


+ [ UO) (nl) +G@)Par+ 


+ f (10) +6) ar [Very (nl) 4G") ar", 


0 0 
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so erhalten wir die Streuphase, indem wir X, Y und Z in den folgenden, 
in k ctg 6; stationaren Ausdruck einsetzen: 


kctg 6; = soe a7 


2 


der dann von den Variationsparametern A, B und C abhangt. In der 
iiblichen Weise wird dann nach diesen Parametern differenziert, und 
die entstehenden Ausdriicke werden gleich Null gesetzt. Aus dem so 
entstehenden Gleichungssystem werden die Koeffizienten A, B und C 
berechnet und mit diesen Werten wird k ctg 6; bestimmt. 


§ 9. Die Beriicksichtigung des Coulomb-Feldes 


CHEW und GOLDBERGER” haben gezeigt, wie man aus der Kenntnis 
der Streuphasen des elektrisch neutralen Systems die anomalen Streu- 
phasen bei Anwesenheit eines Coulomb-Feldes berechnen kann, indem 
man das Coulomb-Feld als Stérung betrachtet. Dieses Verfahren ver- 
wenden wir hier ebenfalls; dabei machen wir die Vernachlassigung, daB 
das Coulomb-Feld zwischen den Deuteronen von zwei in deren Schwer- 
punkten lokalisierten Punktladungen herriihren soll. Die Verschmierung 
der effektiven Ladung macht sich nur bei kleinen Abstaénden bemerkbar, 
wo die Coulombschen Krafte von vornherein gegen die Kernkrafte zu 
vernachlassigen sind. 

Die Umrechnung geschieht mit Hilfe der folgenden Formeln: 


a) Fiir die S-Phase: 
Ce kctg 6) =kctgd9 —-BQO—BM, 


wobei 2 
— oh B == Dl Oe 
2 270% i I” (— ix) | ; 
Oger raaae Q 1? Tic | In x 
Iny =0,5772... (Eulersche Konstante) 
W, = lim {+ (Yo (R) — 7o(R)) dR + Iny?B Roh 
0 
Ro 


b) Fiir die P-Phase: 
3 
C21 +22) ketg 6, = ketg 6; — B(Q, 2) -2 — pm, 


4h? 
wobel = LAZ— ix) ; 
21 {Re T(2—in) J pet 


. oe 4 
W,= Jim, ff CBR) — 8B) aR +m 7B Ry — stn} 
Ro 


a CueEw, G. F., and M.L. GoLpBERGER: Phys. Rev. 75, 1637 (1949). 
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Y,(R) und Y,(R) sind die asymptotischen Ausdriicke fiir die Streu- 
funktionen : 


Y,(R) = MosinkR+coskR 


Yi Mile —— COS kR) ao (sin kR+ 


| 
kR 


kR 


In der obigen Umrechnung auf die anomalen Streuphasen wurde nur 
der die direkte Coulomb-Wechselwirkung enthaltende Term S3(f) be- 
riicksichtigt. Im Integralkern 4,.(,, R;) steht ebenfalls das Coulomb- 
Potential; er beschreibt den Austauscheffekt durch die elektrische 


Tabelle 1. ctg 6, bei 0,72 MeV Tabelle 2. ctg 6; bei 2,01 MeV 


P-Phase S-Phasen P-Phase 


4 S-Phasen # 

: Singulett Quintett Triplett Singulett Quintett Triplett 
O + 45,9 — 2455 + 1,98 
Ora + 30,5 
0,5 = Z2334l | — 342 
0,75 SIL if 
‘ — 14,5 == 13 + 0,468 
dc + 19,4 
an 2,00 
2 — 20,6 == dig xO) — 1,48 
3 — 20,8 = BAIS} — 4,07 
4 == gho)5| = 32) — 7,63 
5 a= UI AG) = BOR) al 


Wechselwirkung. Wir miissen nun priifen, inwieweit das nur im Singu- 
lett- und Quintettfall vorkommende Matrixelement von ¢,, zu beriick- 
sichtigen ist. Eine Stérungsrechnung liefert als Anderung der Phasen- 
verschiebung durch diesen Term 


im Singulettfall: 


if M 
A by = se 72 | fi (Ry, Bs) Xo (Rs) Xo (Rs) dy aR, 


im Quintettiall: 


1 4 
Ab) = +4 a5 [is (Ry, Rs) %o (Bs) %o (Rs) dRy aR. 


Die Phasenanderung ist in allen Fallen so gering, daB wir sie nicht be- 
riicksichtigt haben, um so mehr als die Verwendung der Variations- 
funktionen in den Matrixelementen von vornherein eine Unsicherheit 
dieser Korrektur mit sich bringt. 
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§ 10. Resultate und Diskussion 


Die noch immer langwierige numerische Rechnung bietet nun 
keine prinzipiellen Schwierigkeiten mehr. Alle Integrale lassen sich 
ohne besondere Kunstgriffe auswerten. Die Resultate sind in Tabelle 1 
und 2 aufgefiihrt. Dabei _ 
beziehen sich die Energie- He rae 
angaben immer auf die Lesa Le ead 
Energie der einfallenden 
Deuteronen im _ Labor- 
system. Alle anderen Gré- 
Ben, insbesondere der Ab- 
lenkwinkel #, sind auf 4g ON ee le : 
das Schwerpunktsystem be- | 


20 


zogen. 2-0 Singulett \¢=0 Quintett Ni=1 Irjplett | 


Die anomalen Streu- 
phasen sind in den Fig.2 -3g 
und 3 als Funktion des 
Verzerrungsparameters V ON Fo guintet i] 
dargestellt, also in Ab- ¢ i 2 J ae Vee 
hangigkeit von der Ver- Fig. 2. Verlauf des ctg 6; in Abhangigkeit von V bei 0,72 MeV 
anderung der Deuteronen- ctgé, 
eigenfunktion. Aus diesen “” 
Figuren ersehen wir, daB 3g 
die Streuphasen sehr emp- 
findlich vom Parameter V 
abhangen. Dies hangt wohl 
in erster Linie damit zu- 
sammen, da wir zwei rela- 
tiv groBe Teilchen anein- -# 
ander streuen und da der 
Verzerrungseffekt, wie ihn 
Fig.4 zeigt, die Struktur . ~” 
des Deuterons erheblich _,, 2-0 Quintery 
verandert. 


20 


12-7 Triplett 


=0 SinguletN1=0 Quintet 


0 7 B g Oe, 
Um die Streuphasen Fig. 3. Verlauf des ctg 6; in Abhangigkeit von V bei 2,01 MeV 
mit den experimentellen 
Ergebnissen vergleichen zu kénnen, haben wir das Streuverhdaltnis 
R(9) berechnet, d.h. das Verhaltnis des differentiellen Streuquer- 
schnittes zu dem im reinen Coulomb-Fall nach der Formel von 
Morr zu erwartenden differentiellen Streuquerschnitt. Unter Beriick- 
sichtigung des statistischen Gewichts der verschiedenen Zustande er- 
halten wir folgenden Zusammenhang zwischen R(#) und den anomalen 
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Streuphasen 06;: 


oO oO 
cos (08 + #1n sin? 5) cos (08 + %1n cos? 5 


oO 
sin? — cos? — 
fi 


oO 
cos (08 + In sin? 5) cos (08 + x In cos? 5} 


Lah Souci 6g 
Ox 


| o 
Sila €Oss 
2 2 


o 
Ay Inisin? <= 
+ # In sin 


3 %o) 
SAO |e = — 
4 sin? — 

fe 


o 
cos( oF + 2(m 1m) + x In cos? 5 | 


P, (cos 0) + 


o 
cosa 
2 


1 ae Be 
ee a On 0 1 es 9x 


8 
es sar . in? 6f (PB, nate 


wobei 7 und 7, die Coulomb-Phasen sind und 


5 : 2.cos [- In tg? 5) 
a(9) = + - 


sin* — cos* — 3 sin? — cos? — 
2 2 2 


proportional zur rein Coulombschen Streuintensitat nach Motr ist. 
Dieses Streuverhaltnis haben wir fiir verschiedene Werte des Ver- 
zerrungsparameters berechnet und versucht, durch geeignete Wahl von 
V Ubereinstimmung mit dem Experiment herzustellen. Dazu miissen 
wir beachten, daB das Streuverhaltnis bei Ablenkwinkeln in der Nahe 
von 90° im wesentlichen nur von der S-Phase herriihrt. Da die S-Phasen 
nicht im gleichen V-Bereich groBe Werte annehmen, werden wir er- 
warten, da8 wir das Streuverhaltnis fiir Winkel bei 90° vorwiegend 
durch die Singulett- bzw. Quintettphase allein beschreiben kénnen. Fiir 
die daraus sich ergebenden V-Werte wird dann der gesamte Kurven- 
verlauf in Abhangigkeit von # ausgerechnet. Daneben sind zum Ver- 
gleich noch als Grenzfall die Kurven fiir V =0 und V =2,5 aufgetragen. 
Sollte durch neuere Messungen sich ein anderes Streuverhaltnis ergeben, 


so ist eine neue Analyse mit den in Tabelle 1 und 2 zusammengestellten 
ctg 0,-Werten jederzeit méglich. 


Aus den beiden Fig. 4 und 5 folgt nun, daB bei der kleineren Energie 
von 0,72 MeV in zwei Fallen gute Ubereinstimmung mit den experi- 
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mentellen Ergebnissen? erzielt werden kann; fiir V =0,4, wo der Verlauf 
im wesentlichen von der Singulettphase herriihrt, und bei V =1,6, 


deren Verlauf vorzugsweise 
durch die Quintettphase dar- 


liegt der berechnete Verlauf 
etwas besser an der experi- 


mentellen Kurve, aber beide 


liegen immer noch innerhalb 


der MeBgenauigkeit, so daB 7 


sich nicht eine Kurve aus- 
schlieBen 1aBt. Andererseits 
k6nnen wir kaum die kleinere 
Verzerrung fiir die wahr- 


0 


‘ R | --- Gemessene Kurve 
gestellt wird. Im zweiten Fall ¢ 


£=0,72MeV | 
be lie 
o° BOm 60° o 30" 
Fig. 4. Streuverhiltnis R (9) fiir 0,72 MeV bei verschiedenem V 
als Parameter 


scheinlichere halten, da sich bei der schwachen Bindung der Nukleonen 
im Deuteron eine Verzerrung mit V =1,6 durchaus vertreten laBt, die 


in der Mitte zwischen unver- 
zerrten Deuteronen und der 
Verzerrung der Deuteronen im 
Heliumkern lhegt. 


Bei der grdBeren Energie 
von 2.01 MeV erhalten wir 
keine Ubereinstimmung mit 
den experimentellen Ergebnis- 
sen’. Dazu miBten wir wahr- 
scheinlich den Verzerrungseffekt 
durch einen verfeinerten An- 
satz erfassen, bei dem wohl 
insbesondere die hier noch 
immer vorausgesetzte Kugel- 
symmetrie des Deuterons auf- 
gegeben werden miiBte. Dies 
wiirde einstweilen die Méglich- 
keit dessen iiberschreiten, was 
sich rechnerisch noch bewéalti- 
gen 1aBt. 

Aus den Resultaten 1aBt 
sich jedenfalls die bedeuten- 


—-— Gemessene Kurve 
ai 


o° 30° 60° ob 90° 
Fig. 5. Streuverhiltnis R(®) ftir 2,01 MeV bei 
verschiedenem V als Parameter 


de Rolle ablesen, die der Verzerrungseffekt fiir die Richtungs- 
verteilung bei dem Streuvorgang spielt. 


Der Forschungsgemeinschaft der deutschen Wissenschaft sprechen wir unseren 
verbindlichsten Dank dafiir aus, da® sie diese Arbeit durch ein Stipendium fiir den 
einen von uns (G. E.) unterstiitzt hat. 
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Elektronenmikroskopische Untersuchungen 
zur Keimbildung bei der Rekristallisation * 


Von 
F. GRANZER** und G. HAASE 
Mit 13 Figuren im Text 


(Eingegangen am 1. Februar 1961) 


An diinnen, durch elektrolytische Abtragung hergestellten Aluminium-Einkristallen 
wurden nach plastischer Verformung die bei der Rekristallisation eintretenden 
Gefiigeanderungen elektronenmikroskopisch verfolgt. Die Auswertung der elek- 
tronenmikroskopischen Aufnahmen und Elektronenbeugungsdiagramme zeigte, da 
von den zur Diskussion gestellten Keimbildungstheorien der von Caun und Cort- 
TRELL vorgeschlagene Mechanismus der Keimbildung durch Polygonisation ge- 
kriimmter Gitterbereiche mit den gefundenen Versuchsergebnissen am besten in 
Einklang zu bringen ist. 


Die alteren Keimbildungstheorien 


In den alteren Theorien zum Mechanismus der Keimbildung bei der 
Rekristallisation plastisch verformter Metalle wird angenommen, daB 
die Bildung und das Wachstum der Keime durch den Platzwechsel 
einzelner Atome erfolgt. Uber Ort und Zeitpunkt der Keimbildung gibt 
es jedoch zwei grundlegend verschiedene Auffassungen. 


I. Theorie der wahren Keimbildung. In dieser von ALTERTHUM!, 
BECKER? und vAN Liempr? entwickelten Keimbildungstheorie wird an- 
genommen, da8 es in den stark gestérten Kristallbereichen eines plastisch 
verformten Kérpers bei der Erwarmung zu einem regen Platzwechsel 
einzelner Atome kommt. Hierbei kann der Fall eintreten, daB sich eine 
gewisse Mindestzahl von Atomen zu einem ungestérten, energetisch 
stabilen Kristallbereich anordnet, der auf Kosten seiner noch gestérten 
Umgebung weiterwachsen kann und somit alle Eigenschaften eines Re- 
kristallisationskeims aufweist. Fiir die Keimbildungsgeschwindigkeit 
— das ist die Zahl N der je Sekunde und Kubikzentimeter des noch nicht 
rekristallisierten Gefiiges neu entstandenen Keime — gelangt vAN LIEMPT 


* ERWIN MADELUNG zum 80. Geburtstag. 
“He IDY, Itellane, ACEO). 
1 ALTERTHUM, H.: Z. Metallkde. 14, 417 (1922). 
2 BECKER, R.: Z. techn. Phys. 7, 547 (1926). 
3 Lrempt, J.A.M. vAN: Z. anorg. allg. Chem. 195, 366 (1931). 
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in Anlehnung an Untersuchungen iiber die Selbstdiffusion in Festkorpern 
zu folgendem Ausdruck: 
Q-e 


Net) =Cce EE (1) 


(Q = Aktivierungsenergie der Selbstdiffusion, ¢ = Verformungsenergie, 
Cy =ein Faktor, der vom jeweiligen Gittertyp abhingt.) 


Obwohl Gl. (1) die experimentell beobachtete Zunahme der Keim- 
bildungsgeschwindigkeit mit steigender Temperatur und Verformung 
— zumindest qualitativ — gut zum Ausdruck bringt, gibt es doch eine 
Reihe von Erscheinungen, wie z.B. den im allgemeinen engen Orientie- 
rungszusammenhang zwischen Verformungs- und Rekristallisations- 
gefiige, deren Deutung mit Hilfe des obigen Keimbildungsmechanismus 
Schwierigkeiten bereitet. 


II. Theorie des praformierten Keims. In dieser unter anderen von 
MASING* und DEHLINGER® vorgeschlagenen Keimbildungstheorie werden 
gerade die Orientierungsbeziehungen zwischen verformtem und rekristal- 
lisiertem Gefiige durch die Annahme beriicksichtigt, daB in einem pla- 
stisch verformten K6rper die relativ gering gestérten und demzufolge 
ihre urspriingliche Orientierung nahezu beibehaltenden Kristallbereiche 
als Keime wirken. Sofern man hier itberhaupt noch von einer Keim- 
bildung sprechen kann, mu diese bereits wahrend der Verformung statt- 
gefunden haben. Das Wachstum dieser durch den Verformungsvorgang 
praformierten Keime geschieht durch Anlagerung von Atomen aus den 
starker gestorten Kristallbereichen. Die lineare Keimwachstumsgeschwin- 
digkeit G ist in Analogie zu Gl. (1) gegeben durch: 


Q—Ae 


GA Ty = se BT (2) 


(A« ist ein MaB fiir das Verformungsgefalle zwischen Keim und gestérter 
Umgebung.) 

In einer kritischen Gegeniiberstellung dieser beiden Keimbildungs- 
theorien kam BuURGERS® 1941 zu dem SchluB, da es auf Grund des bis 
dahin gesammelten Erfahrungsmaterials noch nicht médglich war, eine 
klare Entscheidung zugunsten einer der beiden Theorien zu fallen. 


Die neuen Keimbildungstheorien 


In den letzten 15 Jahren wird in immer starkerem MaBe die Auf- 
fassung vertreten, daB Bildung und Wachstum der Rekristallisations- 
keime durch eine Verlagerung ganzer Atomgruppen erfolgt. Bereits 1929 


4 MasiNG, G.: Z. Metallkde. 12, 457 (1920). 

5 DEHLINGER, U.: Metallwirtsch. 12, 48, 298 (1933). 

6 BurcERS, W.G.: Handbuch der Metallphysik, Bd. III/2. Leipzig 1941. 
Z. Physik. Bd. 162 33 
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vermutet DEHLINGER? in Anlehnung an eine Arbeit von PRANDTL’, daB 
die Keimbildung durch Auflésung sog. Verhakungen eingeleitet wird. 
DaB auch das Wachstum der Keime durch Anlagerung ganzer Atom- 
gruppen und nicht durch den schrittweisen Anbau einzelner Atome er- 
folgt, folgert LUcKE® aus dem Vergleich der durch theoretische Uber- 
legungen gewonnenen Konstanten C, in Gl. (2) mit dem von ANDERSON 
und Meu! gefundenen experimentellen Wert. 1947 prazisiert BuR- 
GERS" den allgemeinen Begriff ,,Verlagerung von Atomgruppen™ durch 
die Annahme, daf der eigentliche Rekristallisationsvorgang ein Wandern 
von Versetzungen ist. 


\ / Erwarmung 


Fig. 1. Polygonisation eines gekrummten Gitterbereichs 


Die Versetzungstheorie bildet auch die Grundlage fiir den von BECK, 
vor allem aber von CAHN}? und CoTTRELL! entwickelten Mechanismus 
der Keimbildung durch Polygonisation gekriimmter Gitterbereiche. 
Danach sollen sich die nach der Verformung in den gekriimmten Gitter- 
bereichen zunachst noch regellos verteilten Versetzungen bei einer Er- 
warmung polygonartig in energetisch stabileren!® Versetzungswanden 
anordnen. Das Ergebnis sind entspannte, durch Kleinstwinkelkorn- 
grenzen getrennte Gitterblécke, deren Orientierungen nach Fig. 4 im 
Intervall # legen, die aber jetzt diskrete Orientierungsunterschiede A% 
aufweisen. 


Gelangt ein solcher auf Kosten seiner Nachbarn besonders stark an- 
gewachsener Gitterblock in noch verformtes Gebiet, so kann er dort als 


* DEHLINGER, U.: Ann. Physik 2, 749 (1929). 

8 PRANDTL, L.: Z. angew. Math. Mech. 8, 85 (1928). 

9 LuckeE, K.: Z. Metallkde. 41, 114 (1950). 

10 ANDERSON, W.A., and R.F. MEHL: Trans. Amer. Inst. Min. Metallurg. Engrs. 
161, 140 (1945). 

11 BuRGERS, W.G.: Proc. Kon. Ned. Akad. Wet. 50, 452, 595, 719, 858 (1947). 

#2 Beck, P/A.: J. Appl.-Phys. 20, 633 (1949). 

18 CAHN, R.W.: Proc. Phys. Soc. Lond. A 63, 328) (lOSO). 

4 COTTRELL, A.H.: Progr. Metal Phys. 4, 205 (1953). 

15 AMELINCKX, S., and W. DEKEYSER: Solid State Phys. 8, 327 (1959). 
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Kekristallisationskeim wirken. Dieser Keimbildungsmechanismus steht 
somit nicht nur in guter Ubereinstimmung mit dem experimentellen 
Befund, da8 Keimbildung bevorzugt in den stark verformten Kristall- 
bereichen groBer Versetzungsdichte erfolgt, sondern erklart auch zwang- 
los den Orientierungszusammenhang zwischen Verformungs- und Re- 
kristallisationsgefiige. Bei der Frage nach dem zeitlichen Ablauf einer 
solchen Keimbildung muB jedoch beachtet werden, da’ das Endstadium 
der Polygonisation durch eine horizontale Verschiebung der Versetzungen 
in ihren Gleitebenen allein nicht erreicht werden kann. Der iiberwiegende 
Teil der Versetzungen muB vielmehr aus den Gleitebenen heraustreten, 
um sich in den dazu senkrechten Versetzungswanden anordnen zu kénnen. 
Dieser Vorgang, das sog. Alettern von Versetzungen, beruht auf einer 
Auflésung von Versetzungsspriingen durch Leerstellendiffusion. Die 
Keimbildungsgeschwindigkeit wird somit wie in den alteren Theorien 
auch hier vor allem durch die Aktivierungsenergie der Leerstellendiffusion 
peveben seim (SEITZ'*, Morr*’). 


Dennoch gibt es einen entscheidenden Einwand gegen diesen Keim- 
bildungsmechanismus. Er resultiert aus der Beobachtung, da Sub- 
strukturen bereits wahrend der Verformung und bei tiefen Temperaturen 
entstehen kénnen. In den von dieser Beobachtung ausgehenden Keim- 
bildungstheorien (BURGERS™, HEIDENREICH'’) wird angenommen, dab 
eines der bei der Deformation gebildeten Subk6érner nach Abbau seiner 
inneren Spannungen (durch Erholung) als Rekristallisationskeim wirken 
kann. Gay! u. Mitarb. vermuten, daB die Rekristallisation dann ein- 
setzt, wenn der UberschuB von Versetzungen eines Vorzeichens zwischen 
zwel SubkGrnern einen kritischen Wert tibersteigt. Sie lassen jedoch die 
Frage offen, ob es in den Gebieten hoher Versetzungsdichte zu einer 
zufalligen Keimbildung kommt oder ob eines der bereits wahrend der 
Kaltverformung gebildeten Subk6érner als Keim wirkt. 

SchlieBlich sei noch auf einen von VERBRAAK?”?! und BuRGERs fir 
Reinstkupfer vorgeschlagenen Keimbildungsmechanismus hingewiesen, 
bei dem es durch eine sog. inverse Rowland-Transformation zu einer 
martensitischen, also diffusionslosen Bildung von Rekristallisations- 
keimen kommen soll. 

DaB es auch heute noch eine Vielzahl einander zum Teil widerspre- 
chender Keimbildungstheorien gibt — nur die wesentlichsten konnten 
hier kurz erwahnt werden —, liegt nicht zuletzt an den experimentellen 


16 Seitz, F.: Adv. Physics 1, 43 (1952). 

17 Mott, N.F.: Proc. Phys. Soc. Lond. B 64, 729 (1951). 

18 HEIDENREICH, R.D.: Bell Syst. Techn. J. Oct., 867 (1951). 

19 Gay, P., P.B. Hirscu u. A. Kerry: Acta crystallogr. 7, 41 (1954). 
20 VERBRAAK, C.A.: Diss. Delft 1959. 

21 VERBRAAK, C.A.:; Z. Metallkde. 51, 646 (1960). 
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Schwierigkeiten, mit denen die unmittelbare Beobachtung gerade der 
ersten und entscheidenden Stadien der Keimbildung verbunden ist. Ziel 
der vorliegenden Arbeit war es, mit Hilfe der Elektronenmikroskopie 
und der Elektronenbeugung an einem speziellen Beispiel auch jene 
Frithstadien der Rekristallisation zu erfassen, die sich einer Beobach- 
tung durch das Lichtmikroskop entziehen. 


Durchfuhrung der Versuche 


Da der iiberwiegende Teil aller bisherigen Erkenntnisse tiber den 
Ablauf der Keimbildung aus der Rekristallisation von Aluminium ge- 
wonnen wurde, war es aus Vergleichsgriinden naheliegend, auch fiir 

diese Versuche das wegen seiner ge- 

Z(A) ringen Massendicke gut durchstrahlbare 
go Aluminium zu verwenden. Zunachst 
wurde versucht, einkristalline Al-Folien 
einheitlicher Dicke durch Aufdampfen 
Q2 of? von Aluminium auf einkristalline Trager 
im Hochvakuum herzustellen. Obwohl 
die Aufdampfbedingungen mannigfal- 
tig varliert wurden, war das Ergebnis 
; ; OW) stets eine Folhe, deren durch allerlei 
Fi eek mane care es Nebeneffekte gestértes Rekristallisa- 
elektrolytischen Polieren tionsverhalten eindeutige Aussagen 

iiber den Mechanismus der Keimbildung 

nicht zulieB. Es wurden deshalb diinne Al-Folien benutzt, die durch 
elektrolytische Abtragung eines Al-Bandes (99,99% Al) nach der etwas 
abgewandelten Methode von TomMLinson”® hergestellt waren. Die zur 
Erzielung eines spannungsfreien und grobkérnigen Ausgangsgefiiges 
mehrere Stunden bei 600°C unter Vakuum getemperten Al-Streifen 
(20 x 15 x 0,05 mm) wurden unter Freilassung eines etwa 1 cm? groBen 
Fensters beidseitig mit einer Lackschutzschicht iiberzogen und als Anode 
in einen Elektrolyten folgender Zusammensetzung getaucht: 7 Teile 
Athylalkohol, 2 Teile 60%ige Perchlorsaure und 1 Teil Glyzerin. Als 
Kathode diente ein Platinblech. Die beste Polierwirkung lieB sich beim 
Arbeiten im Bereich A — B der Strom-Spannungscharakteristik (Fig. 2) 
erzielen. Die bei der elektrolytischen Abtragung des Fensters entstehen- 
den einige 100 A dicken Al-Flitterchen wurden mit einem feinmaschigen 
Drahtnetz aufgefischt, in Alkohol gespiilt und mit den tiblichen Objekt- 
tragernetzen wieder aufgefangen. Nach ihrer Durchmusterung im Licht- 
und Elektronenmikroskop wurden die fiir eine weitere Bearbeitung ge- 
eigneten Flitter auf der glatten Spaltflache eines NaCl-Einkristalls mit 


22 ToMLINSON, H.: Phil. Mag. 3, 867 (1958). 
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Hilfe des Hanemannschen Mikrohartepriifers gezielt plastisch verformt. 
Da der pyramidenférmige Eindruck des Vickers-Diamanten stets ganz 
im Inneren eines der durch thermische Vorbehandlung relativ groBen 
Kristallite lag, ist man im folgenden immer berechtigt, von der plastischen 
Verformung eines Al-Einkristalls zu sprechen. Nach der Verformung 
wurden die Al-Flitter von der Steinsalzoberflache in Wasser abgelist, 
auf einem Objekttragernetz aufgefangen und bei einer stufenweisen Er- 
warmung elektronenmikroskopisch untersucht. 


Versuchsergebnisse 


Bei der Auswertung der elektronenmikroskopischen Aufnahmen 
wurde von dem umfangreichen Erfahrungsmaterial Gebrauch gemacht, 
das in den Arbeiten von HrrscH, HorNE, WHELAN und BoLLMANN* 
sowle in Arbeiten von WHELAN’, ALEXANDER, Hirscu, Howle und 
WHELAN” enthalten ist. 


In der ersten Versuchsreihe zeigt Fig. 3a einen durch den Vickers- 
Diamanten verformten Bereich eines einige 100 A dicken Al-Einkristalls. 
Die von den Kanten und der Spitze des Diamanten verformten Bereiche 
erscheinen hell, weil dort wegen der besonders starken plastischen De- 
formation und der damit verbundenen Materialverdrangung die Folien- 
dicke geringer geworden ist. Aus den Fig. 4a und 5a ist ferner zu er- 
sehen, daB die Versetzungsdichte in diesen Bereichen sehr groB ist. Es 
haben sich sog. Versetzungswolken gebildet. Das nach einer von RICH- 
TER und KNODLER?? vorgeschlagenen Methode ausgewertete Fein- 
bereichsbeugungsdiagramm (Fig. 6a) des ausgeblendeten Bereichs von 
Fig. 5a zeigt, daB der verformte Al-Einkristall mit der (112)-Ebene 
senkrecht zum Primarstrahl orientiert war. Die anschlieBende Warme- 
behandlung der Al-Folien wurde auBerhalb des Elektronenmikroskops 
unter einem Vakuum von 5 - 10° Torr vorgenommen. Die Fig. 3b bis 5b 
in der zweiten Bildreihe zeigen jeweils die gleichen Objektstellen wie die 
entsprechenden Fig. 3a bis 5a nach halbstiindigem Tempern bei 500° C. 
Man erkennt, daB es bevorzugt an den Stellen starker Verformung zur 
Ausbildung versetzungsfreier oder zumindest versetzungsarmer Kristall- 
bereiche gekommen ist, die durch dunkle Linien bzw. Liniensysteme 
getrennt sind und vielfach auch verschiedenen Kontrast ergeben. Letz- 
teres deutet darauf hin, daB zwischen den einzelnen Kristallbereichen 


* Vel. die zusammenfassende Darstellung bei Hirscn®’. 

23 HirscuH, P.B.: Met. Rev. 4, 101 (1959). 

24 WHELAN, M. J.: J. Inst. Met. 87, 392 (1959). 

25 ALEXANDER, H.: Z. Metallkde. 51, 202 (1960). 

26 Hirscu, P.B., A. Howie and M. J. WHELAN: Phil. Trans. Roy. Soc. Lond. 
252, 499 (1960). 

2? RicHTER, H., u. H. KNOpLER: Z. Naturforsch. 9a, 147 (1954). 
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Fig. 3a—c Fig. 4a—c 


Fig. 3. a Durch Vickers-Eindruck verformter Al-Kristall. V: 8000. b Wie a nach dem Termpern (30 min 
bei 500°C). V: 8000. c Wie b nach erneutem Tempern (30 min bei 600°C). V: 8000 


Fig. 4. a Mittelbereich von Fig. 3a bei V: 20000. b Mittelbereich von Fig. 3b bei V: 20000, c Mittelbereich 
von Fig. 3c bei V: 20000 

gewisse Orientierungsunterschiede bestehen. Ein Vergleich der einander 

entsprechenden Beugungsdiagramme (Fig. 6b und 6a) zeigt jedoch, daB 


Fig. 6a—c 


Fig. 5a—c 
Fig. 5. a Ausgeblendeter Bereich von Fig. 4a. V: 20000. b Ausgeblendeter Bereich von Fig. 4b. V: 20000, 
c Ausgeblendeter Bereich von Fig. 4c. V: 20000 


Fig. 6. a Beugungsbild desin Fig. 5a ausgeblendeten Bereichs. b Beugungsbild des in Fig. 5 b ausgeblendeten 
Bereichs. c Beugungsbild des in Fig. 5c ausgeblendeten Bereichs 


1. die Orientierungsunterschiede der einzelnen Kristallbereiche sehr 


gering sind und 2. die Orientierung der Kristallbereiche nach dem 
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Tempern nur geringfiigig von der des verformten Einkristalls abweicht. 
Bei den wahrend der Warmebehandlung entstandenen Kristallbereichen 
handelt es sich also um Subkérner, die durch Kleinstwinkelkorngrenzen 
(dunkle Linien) getrennt sind. Die letzte Bildreihe Fig. 3¢ bis 6c zeigt 
wiederum jeweils die gleichen Folienbereiche nach nochmaligem halbstiin- 
digem Tempern bei 600° C. Gegeniiber der zweiten Bildreihe (Fig. 3b bis 


Fig.7au.b Fig.8au.b 


Fig. 7. a Ausgeblendeter Bereich eines plastisch verformten Al-Kristalls vor dem Aufheizen im ELMI. 
V: 20000. b Wie a nach beendeter Warmebehandlung im ELMI. V: 20000 


Fig. 8. a Beugungsbild des in Fig. 7a ausgeblendeten Bereichs. b Beugungsbild des in Fig. 7b 
ausgeblendeten Bereichs 


5b) sind nur geringfiigige Gefiigeanderungen zu erkennen. An einigen 
Stellen ist es zu einer Kornvergréberung gekommen. Auffallend ist da- 
gegen, daf} sich der Bildkontrast im Vergleich zur Bildreihe Fig. 3 b bis 5 b 
verschlechtert hat. Wahrscheinlich ist es bei der hohen Gliihtemperatur 
zur Bildung einer dickeren Aluminiumoxyd-Schicht gekommen, durch 
die eine Nivellerung des Kontrasts zwischen den einzelnen Subk6rnern 
bewirkt wird. Auch das Auftreten neuer Reflexlagen im Beugungs- 
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diagramm (Fig. 6c) deutet darauf hin, daB sich dem Beugungsbild des 
Al-Einkristalls das der Al-Oxyd-Schicht uberlagert hat. 


€ 


Fig. 9a—f. Gefiigeanderungen in einem starker vergroBerten Teilbereich von Fig. 7a beim Aufheizen der 
Al-Folie im ELMI durch schrittweise Erhohung des Strahlstroms, V: 40000 


In einer zweiten Versuchsreihe wurde die Warmebehandlung der 
plastisch verformten Al-Folie im Elektronenmikroskop durchgefiihrt. 
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Durch schrittweise Erhéhung des Strahlstroms gelang es, auch die 
Zwischenstadien der Subkornbildung sichtbar zu machen. Fig. 7a zeigt 


o 
5 


b 
b Wie a nach beendeter Warmebehandlung 


20000, 


20 


We 


s Al-Kristalls vor dem Aufheizen im ELMI, vy- 
im ELMI 6 


Fig. 10. a Plastisch verformter Bereich eine 


den ausgeblendeten Bereich eines plastisch verformten Al-Einkristalls 
vor Beginn seiner Aufheizung im Elektronenmikroskop, Fig. 8a das zu- 
gehorige Beugungsdiagramm. Die gleiche Objektstelle und das dazu- 
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gehorige Beugungsdiagramm nach beendeter W armebehandlung im 
Elektronenmikroskop zeigen die Fig. 7b und 8b. 
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Fig, 14am bi 


Die Gefiigeanderungen in einem starker vergroBerten Teilbereich 
von Fig. 7a wahrend der Erwarmung im Elektronenmikroskop zeigt die 
Bildfolge Fig. 9a bis f. Die Auflésung der Versetzungswolken und die | 
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Ausbildung versetzungsarmer Subkérner ist deutlich zu erkennen. Das 
mit A bezeichnete Subkorn ist auf Kosten seiner Umgebung zu beson- 
derer GréBe angewachsen. Ein Vergleich der beiden Beugungsdiagramme 
Fig. 8a und b bestatigt erneut, daB die Orientierung der neu gebildeten 
Subkérner nur geringfiigig von der des verformten Einkristalls abweicht. 


Die Auflésung der Versetzungswolken und die Anordnung der Ver- 
setzungen zu Netzwerken in den sog. ,,twist-boundaries*’ B und zu 
parallelen Linien in den ,,tilt-boundaries” C ist besonders deutlich in den 
Fig. 10a und b zu erkennen. Fig. 10a zeigt den von der Spitze des 
Vickers-Diamanten verformten Bereich eines Al-Einkristalls, Fig. 10b 
die gleiche Stelle nach dem Aufheizen der Folie im Elektronenmikroskop. 
Die Fig. 11a und b geben die Gefiigeanderungen in einem stark ver- 
gréBerten Teilbereich von Fig. 10a bei der Erwarmung im Elektronen- 
mikroskop wieder. 

In allen Versuchen, in denen die verformte Al-Folie 1m Elektronen- 
mikroskop erwarmt wurde, konnte die Wanderung und Umordnung der 
Versetzungen bei Erhéhung des Strahlstroms unmittelbar beobachtet 
werden. 


Diskussion der Versuchsergebnisse 


Bei einem Vergleich dieser Versuchsergebnisse mit den am Anfang 
zur Diskussion gestellten Keimbildungstheorien wird man stets zu be- 
riicksichtigen haben, da diese fiir das kompakte Metall entwickelt 
worden sind, die beschriebenen Versuche dagegen an diinnen Folien 
durchgefiihrt wurden. 

Eine Keimbildung durch spontanen Platzwechsel einzelner Atome 
(sog. wahre Keimbildung) wiirde jedoch auch in diinnen Folien zu Sub- 
k6rnern mit betrachtlichen azimutalen Orientierungsunterschieden 
fiihren. Das entsprechende Beugungsbild wiirde sich von den gefundenen 
Einkristallbeugungsdiagrammen durch einen gréBeren Reflexreichtum 
unterscheiden. Man kénnte es sich dadurch entstanden denken, daB man 
einen Einkristall um den Primarstrahl als Achse dreht (Fig. 12a und 13a) 
und die zugehérigen Beugungsdiagramme (Fig. 12b und 13b) aufein- 
ander projiziert. 

Gegen die Theorie des praformierten Keims spricht die Beobachtung, 
daB Subkérner bevorzugt an Stellen starker Deformation (groBer Ver- 
setzungsdichte) gebildet werden. Im Widerspruch zu den beiden dlteren 
Keimbildungstheorien steht ferner die Beobachtung, daB die Bildung 
von Subkérnern bei der Erwarmung im Elektronenmikroskop stets ein 
Wandern von Versetzungen zur Voraussetzung hatte. 

Obwohl es nicht moglich war, alle Teilvorgange der Polygonisation, 
wie die Diffusion von Leerstellen, das Klettern von Versetzungen usw. 
einzeln zu beobachten, stimmt das Endergebnis mit dem nach der 
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Polygonisationstheorie zu erwartenden recht gut tiberein. Das Gefiige 
besteht aus Subkérnern, die wie Polygone eines polygonisierten Kristall- 
bereichs untereinander und gegentiber dem Kristallbereich, aus dem sie 
entstanden sind, nur geringe Orientierungsunterschiede aufweisen. Was 
jedoch nur selten beobachtet werden konnte, ist das bevorzugte Anwach- 


Fig. 12a u. b Fig. 13a u. b 


Fig. 12. a Ausgeblendeter Bereich eines Al-Kristalls. VY: 20000, b Wie a nach Drehung des Al-Kristalls 
um etwa 40°. V:; 20000 


Fig. 13. a Beugungsbild des in Fig. 12a ausgeblendeten Bereichs. b Beugungsbild des in Fig. 12b 
ausgeblendeten Bereichs 


sen eines Subkorns (Polygons) auf Kosten seiner Nachbarn und das Hin- 
einwachsen dieses Subkorns — des eigentlichen Rekristallisationskeims 
nach der Cahn-Cottrellschen Theorie — in noch nicht polygonisiertes 
Gebiet. Das schnelle Anwachsen von Subkornern auf Kosten ihrer Nach- 
barn bei fortgesetztem Tempern eines bereits polygonisierten Kristall- 
bereichs setzt jedoch eine leichte Beweglichkeit der zwischen den Sub- 
k6érnern liegenden Kleinstwinkelkorngrenzen voraus, wie sie von CorT- 
TRELL fiir den kompakten K6rper auch bestatigt werden konnte. Bei 
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diinnen Folien dagegen wird wegen der beschrankten Bewegungsm6g- 
lichkeiten der Versetzungen die Beweglichkeit der Kleinstwinkelkorn- 
grenzen stark reduziert und ein bevorzugtes Anwachsen eines bestimm- 
ten Subkorns, wie es in der Bildfolge Fig. 9a bis f zu sehen ist, recht 
selten sein. Ob jedoch die Stabilitat der neu gebildeten Subk6rner nur 
die Folge der geringen Foliendicke allein ist, kann nicht mit Bestimmtheit 
gesagt werden. TrrprMa®’ konnte namlich auch bei dickeren Al-Folien 
in den durch Rekristallisation neu entstandenen Kristallen noch unaut- 
gezehrte, durch Polygonisation entstandene Kristallbereiche réntgeno- 
graphisch nachweisen. In guter Ubereinstimmung mit der Cahn-Cottrell- 
schen Keimbildungstheorie steht schlieBlich noch die Beobachtung, daB 
Subkérner (Polygone) bevorzugt an Stellen starker Deformation ge- 
bildet werden. 

Auf die Frage, ob Substrukturen bereits bei der Verformung ent- 
stehen, geben die durchgefiihrten Versuche keine eindeutige Antwort. 
Wahrend namlich Fig. 3. in den schwacher verformten Bereichen wenig- 
stens andeutungsweise eine Substruktur bereits vor dem Tempern er- 
kennen 1aBt, ist eine solche in Fig. 10a nicht wahrzunehmen. Eine Uber- 
priifung der von der Annahme einer Verformungssubstruktur aus- 
gehenden Keimbildungstheorien ist deshalb unterblieben. 

DaB eine martensitische Keimbildung nicht beobachtet werden 
konnte, war bei Aluminium wegen seiner, 1m Vergleich zu Kupfer, hohen 
Stapelfehlerenergie und der damit verbundenen geringen Neigung zur 
Zwillingsbildung?® von vornherein zu erwarten. Nach neueren Unter- 
suchungen von BaAILey*? sollen jedoch auch die bei der Erwarmung 
diinner, verformter Reinstkupfer-Folien ablaufenden Vorgange am ehe- 
sten den Cahn-Cottrellschen Vorstellungen entsprechen. 

Man kann also abschlieBend sagen, da von den zur Diskussion ge- 
stellten Keimbildungstheorien die von CAHN und COTTRELL vorge- 
schlagene Theorie der Keimbildung durch Polygonisation gekriimmter 
Gutterbereiche mit den experimentellen Ergebnissen am besten in Einklang 
zu bringen ist. 


Wir danken Herrn Professor Dr. P. Royven, der uns die Méghchkeit gab, die 
elektronenmikroskopischen Untersuchungen in seinem Institut durchzufiihren und 
der Deutschen Forschungsgemeinschaft, die das Elmiskop I zur Verfiigung stellte. 


28 TIEDEMA, T.J.: Proc. Kon. Ned. Akad. Wet. B 53, 1422 (1950). 
29 BERGHEZAN, A., u. A. FoURDEUX: J. Appl. Phys. 30, 1913 (1959). 
30 BalLEy, J.E.: Eur. Reg. Conf. Elektr.-Micr., Delft 1960. 
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Aus dem Physikalischen Institut der Universitat GieBen 


Zur Elektronennachemission bei Ionenkristallen* 
Von 
W. HAnteE, G. KANZLER** und A. SCHARMANN 
Mit 6 Figuren im Text 
(Eingegangen am 21. Febyuay 1961) 
The emission of electrons from NaCl-, Lif- and Zn-crystals after excitation by 
electrons and «-particles was investigated. The influence of external electrical fields 
on the emission was studied. The results of this investigations are compatible with 


the model developped by Mary4As according to which an electrical dipole-layer is 
caused by the distribution of lattice defects in the surface. 


Einleitung 


Die Elektronennachemission ist bei Ionenkristallen, vor allem bei 
Alkali- bzw. Erdalkalihalogeniden, weitgehend erforscht. In vielen 
Fallen wurde dabei eine Parallelitat mit der Thermolumineszenz fest- 
gestellt!* und daraus geschlossen, daB die gleichen Haftstellen fiir beide 
Phanomene verantwortlich sind: Wahrend ein Teil der thermisch ins 
Leitungsband gelangten Elektronen in Aktivatoren fallt (Lumineszenz), 
kann ein anderer Teil den Kristall verlassen (Elektronenemission, zum 
Mechanismus vel. *). 

Schwierig zu verstehen ist allerdings, woher die einmal ins Leitungs- 
band gelangten Elektronen die Energie nehmen, die zum Verlassen des 
Kristalls nétig ist. MatyAs® nimmt wegen der weitgehenden Unab- 
hangigkeit der Elektronennachemission von der Austrittsarbeit eine 
Fehlstellenverteilung an der Oberflache an, die wie eine Dipolschicht 
wirkt und die Austrittsarbeit herabsetzt. Im folgenden wird iiber Unter- 
suchungen berichtet, die zum Ziel hatten, weitere Aufschliisse iiber eine 
derartige elektrische Doppelschicht zu erhalten. 

Die Untersuchungen wurden im Hochvakuum (etwa 10° Torr) mit 
der in’, 7 und ® ausfiihrlich beschriebenen Anordnung durchgefiihrt. 


* Herrn Professor E. MapELUNG zum 80. Geburtstage gewidmet. 
*x* Zugleich Auszug des ersten Teils von D 206. 

1 Lepper, J.: Z. Naturforsch. 10a, 47 (1955). 
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Die Elektronenemission wurde mit einem im VakuumgefaB eingebauten 
Sekundirelektronenvervielfacher, die Lumineszenz mit einem auBer- 
halb befindlichen Photomultipler gemessen. 


Mefergebnisse und ihre Diskussion 


1. Elektronenemission von a-bestrahlten Kristallen 


Als «-Strahler wurden Po 210-Praparate von 1 bis 5 mC verwandt. 
Die Bestrahlung erfolgte auBerhalb der MeBapparatur an Luft. 


0 pee ee: 
- 700 0 700 200 300 °C 
Jemperatur 


Fig. 1. a Thermoelektronennachemission von LiF nach «- 
Anregung (etwa 1,5-10!° Teilchen auf 1cm?). Kurve J: 
Erstes Aufheizen nach Anregung. Kurve 2; nochmaliges 
Aufheizen ohne erneute Anregung. b Thermoelektronennach- 
emission von LiF nach Elektronenanregung (3 kV, etwa 1015 
Elektronen auf 5 mm?). c Thermolumineszenz von LiF nach 
1 a-Anregung (etwa 3,6-10" Teilchen auf 1cm?). 2 Elek- 
tronenanregung (3 kV, etwa 10! Elektronen auf 5mm2?), 
Aufheizgeschwindigkeit 30°/min 


An LiF-, NaCl- und Zn$ *- 
Kristallen wurde nach _ ge- 
niigend intensiver «-Anre- 
gung eine starke Elektronen- 
nachemission festgestellt, die 
nur sehr langsam abklingt 
(GréBenordnung Stunden). 
Uber ahnliche Beobachtun- 
gen an Germanium und Si- 
lizium wird ausfthrlich in 
anderem Zusammenhang be- 
richtet*. 


Heizt man einen so ange- 
regten Kristall auf, so bleibt 
die Emission bis zu einem 
fiir die Substanz charakte- 
ristischen Glow-Maximum 
konstant und fallt nach 
dessen Durchlaufen auf einen 
Bruchteil des urspriinglichen 
Wertes ab. Beim anschlie- 
Benden Abkithlen und noch- 
maligem Autheizen bleibt 
dieser Wert dann erhalten, 
wie Fig.1a fiir LiF zeigt. 
Bei LiF ist das nach «-An- 
regung auftretende Glow- 
Maximum von dem nach 


Elektronenanregung erhaltenen um etwa 60° nach hdheren Tempe- 
raturen verschoben. Die Thermolumineszenz hat nach «-Anregung 
einen der Elektronenemission parallelen Verlauf (Fig. 4). 


* ZnS-Schmelzlinge (s. H. GERSTNER, Dissertation GieBen 1961). 
° KANZLER, G.: Diss. GieBen 1961. Verédffentlichung in Vorbereitung. 
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Ein ahnliches Verhalten nach «-Anregung zeigen ZnS (Fig. 2) und 


NaCl. 
Elektronenanregung inner- 
halb der MeBgenauigkeit 
hier zusammen. 

Die nach «-Anregung 
beobachtete Elektronen- 
emission scheint die An- 
schauungen von MatyAs 
tiber den Einflu8 einer 
besonderen Fehlstellenver- 
teilung an der Oberflache 
auf die Emission zu_be- 
statigen®. Durch die unter- 
schiedliche Bildungsenergie 
von Kationen- und Anio- 
nenleerstellen im Zusam- 
menhang mit Diffusions- 
vorgangen soll sich an der 
Oberflache eine elektrische 
Doppelschicht ausbilden, 
die so legt, daB sie die 
Austrittsarbeit herabsetzt. 
Bei a-Teilchen ist we- 
gen ihrer groBen Energie 
diese Fehlordnungsbildung 
besonders hoch. Dazu 
kommt eventuell die posi- 
tive Aufladung durch die 
a-Teilchen. Der sehr lang- 
sam verlaufende Abkling- 
vorgang deutet darauf 
hin, da das elektrische 
Feld der Dipolschicht die 
Emission von Elektronen 
aus einem gr6Beren Vo- 


lumen begiinstigt. Eine 
Verminderung der Aus- 
trittsarbeit allein wiirde 


unter Annahme einer ther- 
mischen Haftstellenentlee- 
rung nur zu 


einem wesentlich schnelleren Abklingvorgang 


Im Gegensatz zu LiF fallen die Glow-Maxima nach g- und 


Imp/T5sec 
2000 
wn" 
N 
Ss 
& 7000 
S 
Oo 700 200 °C 300 
Jemperavur 
Fig. 2. Thermoelektronennachemission eines ZnS-Kristalls: 


J nach g-Anregung (etwa 10! Teilchen auf 1cm?2), 2 Elek- 
tronenanregung (3 kV, etwa 10% Elektronen auf 5 mm?) 


Ip 75sec 
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Fig. 3. Zeitliches Abklingen der induzierten Photoelektronen- 
emission bei LiF bei Zimmertemperatur nach g-Anregung 
(10" Teilchen auf 1 cm?) ——— und nach Elektronenanregung 
(3 kV, etwa 10% Elektronen auf 5mm?) — — —. Die Werte der 


gestrichelten Kurven sind jeweils auf den Anfangswert der 

ausgezogenen Kurven bezogen. Bei den verwandten Filtern 

handelt es sich um Schott-Kantenfilter mit groBem Durch- 

laBbereich, kurzwellige Grenze bei RG 10: 0,724, OG 3: 0,62 yu, 
GG 14: 0,52 w und GG 5: 0,45 yu 


(mit 


hoher Anfangsintensitat) fiihren. 
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Eine weitere Bestatigung des angenommenen Doppelschichtmodells 
liefert das Verhalten der nach Anregung beobachteten Photoemission 
(,,induzierter Photoeffekt“). LiF zeigt nach vorheriger Elektronen- 
anregung bereits bei wesentlich langerwelligem Licht eine Photoemission, 
als dies ohne Anregung der Fall ist. Diese Emission klingt nach Elek- 
tronenanregung ab, bleibt hingegen nach «-BeschuB nahezu konstant 
(Fig. 3). Wir méchten dies darauf zuriickfiihren, da hier durch die 
Dipolschicht Elektronen aus dem Innern an die Oberflache heraus- 
gezogen werden. 


2. EinfluB duBerer elektrischer Felder auf die Elektronennachenuission 


Bei den im folgenden beschriebenen Untersuchungen an NaCl- und 
LiF-Kristallen wurde der Einflu8 von elektrischen Feldern (GréBen- 
ordnung 104 V/cm) senkrecht zur Oberflache untersucht. Zu diesem 
Zweck wurde zwischen Probe und Fokussierungselektrode des Sekundar- 
elektronenvervielfachers eine weitere Elektrode angebracht, deren kreis- 
férmige Offnung (Durchmesser 1 cm) mit diinnen Drahten im Abstand 


7000 
Lip/sec 


500 


Lntensitat 


Oo 70 ; 
For 20 min 


Fig. 4. EinfluB von Saug- und Gegenfeld (8 kV/em) auf das Abklingen der Elektronennachemission bei 
einem NaCl-Kristall nach Elektronenanregung (3 kV, etwa 1015 Elektronen auf 5 mm?2). Abstand Probe— 
Zwischenelektrode 2,5 mm. — -— -— Abklingen nach Anregung ohne Feld 


1mm bespannt ist. Durch diese zusatzliche Elektrode wird die Zahl 
der emittierten Elektronen nur wenig geschwacht, wenn sie auf gleichem 
Potential wie die Probe liegt. 


Fig. 4 zeigt bei einem NaCl-Kristall die Einwirkung von Saug- und 
Gegenfeldern auf das Abklingen der Elektronennachemission nach An- 
regung mit Elektronen (3 kV). Die gestrichelte Kurve gibt den normalen 
Abklingvorgang ohne Feld wieder. Wahrend beim Saugfeld die Emission 
zunachst stark ansteigt, um dann wieder abzufallen, und beim Gegenfeld 
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praktisch ganz unterdrtickt wird, treten nach Abschalten der entspre- 
chenden Felder charakteristische Nachwirkungserscheinungen im Emis- 
sionsverlauf auf. Bemerkenswert ist dabei der nach Abschalten des 
Saugfeldes einsetzende plétzliche steile Anstieg (weit tiber die Anfangs- 
intensitat hinaus) und der ebenso rasche Abfall auf den Normalwert. 
Dagegen steigt nach Abschalten des Gegenfeldes die Emission wieder 
langsam (etwa 4 min bei NaCl) auf den durch die gestrichelte Kurve dar- 
gestellten Normalwert an. Ahnliches wurde auch bei einem CaF,- 
Kristall beobachtet. ; 


Lntensitat 
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Fig. 5. Einflu8 von Saug- und Gegenfeld (10 kV/cm) auf das Abklingen der Elektronennachemission bei 
einem LiF-Kristall nach Elektronenanregung (3 kV, etwa 10'° Elektronen auf 5 mm2), 
eee Abklingen nach Anregung ohne Feld 


Bei einem Lif-Kristall soll nun die Wirkung des Feldes auf die 
Nachemission nach vorheriger Elektronen- und «-Anregung miteinander 
verglichen werden. Nach Elektronenanregung ist das Verhalten dem bei 
NaCl beobachteten analog (Fig. 5). Lediglich die Nachwirkungserschei- 
nungen erstrecken sich tiber etwas langere Zeiten (6 bis 8 min). Im Ver- 
gleich dazu andert sich nach vorhergehender «-Anregung (etwa 5 - 10% 
Teilchen/cm?) bei eingeschaltetem Saugfeld die Emission nicht wesent- 
lich. Dementsprechend ist auch die Nachwirkung (nach Abschalten des 
Saugfeldes) gering (Fig. 6). Nach Abschalten des Gegenfeldes erfolgt 
auch hier ein langsamer Anstieg (bis 8 min) auf den — nach «-Anregung 
iiber lange Zeit konstanten — Wert der Nachemission. 


Zur Erklarung der beim Ein- und Abschalten von Saug- und Gegen- 
feldern auftretenden Erscheinungen reicht die Annahme einer Polari- 
sation der Oberflache! nicht aus. Vielmehr deuten die Beobachtungen 
nach Elektronenanregung darauf hin, da sich unter der Wirkung des 
Feldes eine Doppelschicht in der Oberflache ausbildet (ahnlich wie die 


10 ScHOn, M.: Vortrag iiber ,, Neue experimentelle Untersuchungen an Kristall- 
phosphoren*‘. Phys. Verh. 1960, 5S. 51. 
34* 
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oben beschriebene, durch «-Teilchen-Beschu8 entstehende Dipolschicht), | 
die die Emission charakteristisch zu beeinflussen vermag. Im Falle des | 
Saugfeldes liegt diese Doppelschicht so, daB sie die Emission erhoht, | 
wahrend sie beim Gegenfeld — wie aus der Nachwirkung zu ersehen ist — | 
die Emission vermindert. Die beobachteten Nachwirkungen rihren | 
vom Abbau der gebildeten Doppelschicht her, der eine endliche Zeit | 
erfordert. Uber den plétzlichen starken Anstieg der Emission nach Ab- | 
schalten des Saugfeldes laBt sich nichts aussagen. 


Lntensitat 


0 70 20 min 
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Fig. 6. Einflu8 von Saug- und Gegenfeld (10 kV/cm) auf die Elektronennachemission eines «-bestrahlten 
(etwa 5-10!” Teilchen auf 1 cm?) LiF-Kristalls. — -—-— Emission nach Anregung ohne Feld 


Mit dem angegebenen Modell ist der Unterschied zwischen «-Teilchen- 
und Elektronenanregung bei angelegtem Saugfeld leicht zu verstehen. 
Durch «-Anregung bildet sich bereits eine emissionsférdernde Dipol- 
schicht. Dabei ist dann der zusatzliche EinfluB des Saugfeldes gering, 
daher tritt beim Aus- und Einschalten desselben nahezu keine Emissions- 
anderung ein. Dagegen wird durch das Gegenfeld die durch «-Bestrah- 
lung gebildete Doppelschicht teilweise abgebaut. Daher wird hier die 
Elektronennachemission durch das Feld stark beeinfluBt. Die Relaxa- 
tionszeit ist dabei von der gleichen GréB8enordnung wie nach Elektronen- 
anregung. 

Auch der Einflu8 von elektrischen Feldern auf die Elektronennach- 
emission gibt somit — ahnlich wie die Bestrahlung — einen Hinweis auf 
die Existenz von elektrischen Doppelschichten in der Oberflache. 


Fir Beihilfen sind wir der Deutschen Forschungsgemeinschaft zu groBem Dank 
verpflichtet. 
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Neue Lésungsformen der Boltzmann-Gleichung 
fiir monoenergetischen Neutronentransport 
in kugelfo6rmiger Geometrie* 


Von 
W. KoFINK 


(Eingegangen am 9. Marz 1961) 


In Chapter I the singular solution of the Boltzmann equation for neutron transport 
in spherical geometry will be derived. The calculation will be performed in two 
steps. First, a partial differential equation (7) with an assumed density (6) on its 
right hand side will be solved. But the partial solution found in this way will 
generally not yield the assumed density. Therefore on has to add a suitable solution 
of the homogeneous differential equation (10). This addition leads to an equation 
of compatibility which turns out to be a Sonine integral equation (12). The second 
step of the calculation is the solution of this integral equation. The total solution 
of the Boltzmann equation will be written down in two different representations, 
(15) and (31), but its uniqueness has been proved. 

The main singularity at the center of the sphere is proportional to 1/(9 1 — 72). 
A term log @ does not appear, but a term proportional to log [(1 + )/(1 — ~)] does 
which, however, loses its importance at the center of the sphere 9 = 0 in comparison 
with the main singularity. 

A characteristic equation needs not occur in this mathematical procedure; it may 
or may not be introduced. Therefore no hint at the spectrum of the Boltzmann 
operator in spherical geometry will be given. 

In Chapter II it will be shown that there exists a remarkably short integral represen- 
tation of the vegulay solution (38) which satisfies from the first all requirements, if 
the validity of the characteristic equation (3) is supposed. But there are also regular 
solutions, given by the difference of two singular solutions, which need not satisfy 
a characteristic equation. 

In Chapter III both kinds of regular solutions in spherical geometry are given as 
superpositions of solutions in plane geometry which belong to the discrete or to the 
continuous spectrum of the Boltzmann operator. 

The regular solutions are identical with the corresponding well-known series of 
spherical harmonics, where the supposition of a characteristic equation needs also 
not necessarily be made for exact solutions in the infinite space. A preliminary 
discussion of this problem is given in the introduction. 


Einleitung und Zusammenfassung 
Bei isotroper Streuung, Absorption und Multiplikation lautet die 
Boltzmann-Gleichung fiir den monoenergetischen Transport von Neu- 


tronen in Medien kugelférmiger Geometrie 
oe, 


Of(a, [) jl fir (Oflo, i) ie = Ge r , d / yl 
erie oe apa wet) 5 | Her) wr (A) 


=i 


* Herrn Professor Dr. E. MADELUNG zum 80. Geburtstag gewidmet. 
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Die Multiplikationskonstante von Neutronen bei einem Sto8 ist 


(= (2 = V2 Da) == us (2, a ve) a 


a 


und Y=J,+2,=2,+2,+2; ist der makroskopische Gesamtwir- 
kungsquerschnitt, 2’, ist der makroskopische Wirkungsquerschnitt fiir | 
reine Streuung, 2’, fiir Einfang, 2, fiir Spaltung, 2, =2, +2, fir Ab- | 
sorption durch Einfang ohne und mit Spaltung zusammen. y bedeutet 
die mittlere Anzahl von Neutronen, welche bei einem SpaltprozeB erzeugt 
werden. 9 = -, ist ein dimensionsloses MaB fiir den Abstand vom 
Kugelmittelpunkt auf einem Radiusvektor 7 und «=cos@# ist der 
Kosinus des Winkels ? zwischen der Richtung v eines Neutrons und dem 
Radiusvektor 7. 


Die Lésungen f(o, ~) der Boltzmann-Gleichung (1) werden im fol- 
genden regular bzw. singular genannt werden, wenn sie am Kugelmittel- 
punkt endlich bzw. unendlich sind. 


Bisher wurden Lésungen beider Arten gewohnlich in der Form von 
Reihenentwicklungen! nach Legendreschen Polynomen dargestellt. 
Diese Reihen pflegt man in den Anwendungen z.B. nach dem / = L-ten 
Gliede abzubrechen; man erhalt dann eine Naherungslo6sung und aus der 
Bedingung des Verschwindens des (L + 1)-ten Gliedes eine charakteristi- 
sche Gleichung (L +1)-ten Grades. Das Abbrechen der Reihen ist nicht 
nur praktisch unumganglich, sondern es bringt auch einen Vorteil fiir 
die Theorie, ndmlich einen Hinweis auf das Spektrum des Boltzmann- 
Operators. Die Bedingung fiir das Abbrechen der Reihe ergibt eine 
charakteristische Gleichung 

P.4i(J) — £W.(2)=0, (2) 
deren L +1 Wurzeln die charakteristischen x-Werte fiir zwei ,,asympto- 
tische“’ Lésungen und L—1 ,,Ubergangslésungen™ sind. Fiir Lc 
strebt die algebraische Gl. (2) gegen die transzendente Gleichung 

x 


c WS Mei 2) 
ae log — — =e (3) 


x 


welche nur noch zwei Wurzeln x = +, besitzt, zu denen die asymptoti- 
schen Lésungen gehéren. Die mit wachsendem L zusammen wachsende 
Anzahl der L —1 Ubergangslésungen haben x-Werte, welche die reelle 
x-Achse unter AusschluB des Intervalls —1<x<1 immer mehr bevil- 


} Davison, B.: Neutron Transport Theory, Kap. XI. Oxford: Clarendon Press 
1957. — WEINBERG, A.M., and E.P. WIGNER: The Physical Theory of Neutron 
Chain Reactors, S. 273. Chicago, IIL: Chicago Univ. Press 1958. 
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kern. Nach E.P. WicNER? gehen diese x-Werte in ebener Geometrie in 
das kontinuierliche Spektrum 1 < | x| < co des Boltzmann-Operators iiber 
und die beiden Werte x = + x, bilden das diskrete Spektrum. K.M. Ca- 
SE* hat weiterhin bewiesen, daB die zu dem Gesamtspektrum gehérigen 
Figenfunktionen ein vollstandiges System bilden. Da man erwartet, 
da8 das Spektrum des Boltzmann-Operators von den Eigenschaften des 
Materials und im unendlichen Raum ohne Quellen und Randbedingungen 
nicht von der gewahlten Geometrie abhangen sollte, wird man hoffen, 
dal} das Spektrum des Boltzmann-Operators in kugelf6rmiger und ebener 
Geometrie dasselbe ist. 

In der vorliegenden Abhandlung werden jedoch singulare und regulare 
Lésungen gegeben, die in ihren Integraldarstellungen in der ganzen 
komplexen x-Ebene die Boltzmann-Gleichung (1) befriedigen. Bei der hier 
angewandten Methode ergibt sich kein Hinweis darauf, welche x-Werte zum 
Spektrum des Boltzmann-Operators gehéren. Man findet allerdings neben- 
bei auch eine besonders einfache Integraldarstellung fiir eine regulare 
Lésung (38), deren x die transzendente Gl. (3) des diskreten Spektrums 
befriedigen muB, um eine Lésung von (1) zu sein. Das einzige besondere 
Kennzeichen dieser Losung ist, daB sie als Ganze den Multiplikations- 
faktor c als Faktor besitzt, wahrend alle tibrigen Losungen aus zwei 
Teilen bestehen, von denen der eine c nicht als Faktor enthalt und die 
Gesamtdichte liefert, und der andere den Faktor c enthalt und nichts zur 
Dichte beitragt. Ein Blick auf die friiheren Losungen, die Reihenent- 
wicklungen nach Legendre-Funktionen, zeigt jedoch, da dort genau 
derselbe Sachverhalt vorliegt, sobald man diese Reihen nicht nach end- 
lich vielen Gliedern abbricht. Dann fehlt auch dort jeder Hinweis auf 
das Spektrum. Die regulare Lésung nach der vorliegenden und nach der 
friiheren Methode sind zwei Darstellungen derselben Funktion. 

Den einzigen Hinweis auf das kontinuierliche Spektrum geben die 
oben erwahnten L —1 Ubergangslésungen in der L-ten Naherung. Diese 
Naherungslésungen von (1) 


L 
(0, u) = XL yi(o) B(w) (4) 


sind jedoch exakte Lésungen einer Boltzmann-Gleichung, welche sich von 
(1) durch ein Quellenglied* 


E+ dwrlo 
Sc ee Ae (5) 


2 WIGNER, E.P.: Vortrag auf dem ,,Meeting on Mathematical Aspects of 
Reactor Theory“ in New York am 23./24. April 1959, welcher als eine ,,Colloquium 
Publication“ of the Amer. Math. Soc. 1961 verdffentlicht werden wird. 

SONSia. IG INES ANiahay, @hi Tangy, B), al ((sllerero)). 

4 KorinKk, W.: ORNL-Report 2358, S. 3 (1957). — Nuovo Cim. Supple 29, 
499/500 (1958). 
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auf der rechten Seite von (1) unterscheidet. Man kann es als ,,Fehler- | 
quellenglied’’ bezeichnen, weil es den Fehler in der zu lésenden Boltz- 
mann-Gleichung (1) angibt, welchen man durch das Abbrechen der Reihe 
nach dem L-ten Glied hervorruft. Das ,,geheime‘‘ Hinzufiigen des | 
Multipol-Quellengliedes (5) beim Abbrechen der Reihenentwicklung nach 
Legendreschen Polynomen bei endlich vielen Gliedern ist verbunden 
mit dem Auftreten der charakteristischen Gl. (2), obwohl fiir die ur- 
spriingliche Boltzmann-Gleichung (1) weder Randbedingungen noch 
Quellen vorgegeben wurden. So folgt aus den P,-Naherungen ein Hin- 
weis auf das Spektrum, welcher bei der Berechnung exakter Losungen im 
unbegrenzten Raum nicht mehr zu finden ist. 

In Kap. I wird die am Kugelmittelpunkt singulare Loésung abgeleitet. 
Da die Boltzmann-Gleichung (1) kein Quellenglied enthalt, kommen die 
Neutronen vom Unendlichen und gehen wieder ins Unendliche, soweit 
sie nicht im Endlichen absorbiert wurden. Die Lésung (15) besteht aus 
drei Beitragen verschiedener Herkunft. Ihre starkste Singularitat am 
Kugelmittelpunkt ist proportional 1/d), wobei dy =e \/1 —p2=o0 sind 
der Abstand eines Neutronenstrahls vom Kugelmittelpunkt ist. Eine 
zweite, bei 9 =0 schwachere Singularitat in der Richtungsabhangigkeit 
ist proportional log|(1 + )/(4 —y)]; sie zeigt die starke Bevorzugung 
radial einfallender (wu = — 1) bzw. radial auslaufender (~ =1) Neutronen 
fiir alle 9; nur bei 9 =O wird sie gegeniiber der ersten Singularitat wir- 
kungslos. 

In Kap. II werden am Kugelmittelpunkt regulare Lésungen zweier 
Typen behandelt: a) solche, welche die charakteristische Gl. (3) erfiillen 
miissen und b) solche, die sie nicht erfiillen. Diese werden in Kap. III 
durch Superposition von Lésungen in ebener Geometrie nochmals her- 
geleitet, um den Zusammenhang der regularen Lésungen mit denen 
in ebener Geometrie vor Augen zu fiihren. 

Eine in den mathematischen Einzelheiten ausfiihrlichere Darstellung 
dieser Abhandlung als Bericht® des Oak Ridge National Laboratory ist 
geplant. 


I, Eine am Kugelmittelpunkt singulare Losung 
a) Zuriickfiihrung des Problems auf eine Soninesche Integralgleichung 
Die am Kugelmittelpunkt singulare Lésung in der Form einer Reihe 
nach Legendreschen Polynomen gibt die Dichte 


+1 
2%P(o) = 22S fo, m) du = 479 (¢) 
il 


° KoFINnK, W.: New Solutions of the Boltzmann Equation for monoenergetic 
Neutron Transport in Spherical Geometry. ORNL-report. 
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Davon wollen wir hier ausgehen. Wir kénnen das Dichteintegral 


+1 
e—*e 


P()= [ fleu)an =" (6) 


@) 
—1 


auf der rechten Seite der Boltzmann-Gleichung (1) vorgeben und zunachst 
die partielle Differentialgleichung 
hese OF «: 


ee y= 


ae) 0 OM 


c me (7) 


2 @ 


lésen. Wir finden eine Partiallésung / =f/,(@, “) von (7) und kénnen fiir 


sie das zugehérige Dichteintegral 
41 


P., (0) =i fy (o, m) duu (8) 


berechnen. Im allgemeinen wird P,,(0) von dem vorgeschriebenen P(g) 
verschieden sein, und man muB eine geeignete Lésung 


flo, m) =e"? O(o 1 — pn?) (9) 


der homogenen partiellen Differentialgleichung 


Ofy LE ahi oe 
ee ea: (10) 


zu der urspriinglich gewahlten Partiallésung /,(@, #) der inhomogenen 
Differentialgleichung (7) addieren, um eine mit dem vorgeschriebenen 
Dichteintegral P(e) vertragliche Lésung zu erhalten: 


1 
—x#o 


[ [ip(o.m) +e"? @(o 1 —p?)] du = 
=i ‘4 
Daraus folgt, daB man die unbekannte Funktion ® in der Integral- 
gleichung 
1 
| eH B(o V1 —p*) du = — — Pp (o) (11) 
=| 
bestimmen muf. 
@ ist symmetrisch um y =0 und, wenn man die Bezeichnung s =@ 
und die neue Integrationsvariable ¢ =9?(1 —?) einfihrt, geht Gl. (11) 
in eine Soninesche Integralgleichung® tiber 


2 


ea ®t) dt = e-*Vs — \/s Pele (12) 


} 


‘ Sal 
0 r 


6 SoniInE, N.: Acta math. 4, 171 (1884). 
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Sie hat die Lésung | 
t 


oyy- tt f eVaspee_ yer, (p)as C3) 


mu at jt —s 


6 
mit a | 


TV Soe aes (8a) | 
Wenn man bedenkt, dal \ =0 = — w= sin) =d, der Abstand eines | 
Neutronenstrahls vom Kugelmittelpunkt ist, und noch einige Umfor- 
mungen an Gl. (13) vornimmt, kann man sie auch in folgender Form | 
schreiben 


@ (d,) = — 2 {4 — lim [ys P, (Vs)]} — 


oe ee (14) 
ase i 208 (dy W104) f, gman + © [uP, (dy v) |b dv | 
See, ji—2 \ if 
wobei >, 
P(ayt). Saul fp Go vien).dt. (8b) 
sei} 


bedeutet. /,(dyv, w’) ist die urspriinglich gewahlte Partiallésung /, (@, 1) 
der GJ]. (7), in der man 9 durch dyv und yw durch die Integrationsvariable wu’ 
ersetzt hat. Damit laBt sich die Lésung /"” (9, 2) der Boltzmann-Gleichung 
fiir monoenergetischen Neutronentransport bei isotroper Streuung und 
Absorption oder Multiplikation im unendlichen Medium von kugel- 
formiger Geometrie, welche singular am Kugelmittelpunkt ist, als Summe | 
dreier Anteile schreiben 


f° (0, #) =fp(@, 4) + So(f,) +e "2 R(d,). (15) 


/,(@, #) ist die urspriinglich gewahlte Partiallésung der partiellen Diffe- 
rentialgleichung (7) und 


So(/,) =— - owe) ee lim [ys P. »(Vs)] + | 


P , / are i" ( ue [vP, (dp »)1) d , 


die Sonine-Transformierte So(f,) der Partiallésung ty (o, #). Diese Bes 
zeichnung wird hier als Abkiirzung fiir die Folge mathematischer Ope- 
rationen gebraucht, welche auf der rechten Seite von (16) unter Beriick- 
sichtigung von (8b) an /,(0, “) ausgefiihrt werden. Im folgenden wird 
eine Partiallésung gewahlt, fiir welche 


| 
| 
| 
| 


(16) 


dm LVs Ra (Vs) == dum ii i, (Vs, ’) dy'| =x) (17) 
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ist, so daB nur das zweite Glied in der geschweiften Klammer auf der 
rechten Seite von So(f,) in Gl. (16) iibrigbleibt. 

SchlieBlich ist das dritte Glied auf der rechten Seite der singularen 
Grundlésung (15) wnabhdngig von der gewahlten Partiallésung; es ent- 
halt in seinem ersten Glied die Singularitat am Kugelmittelpunkt: 


Tt 0 


BE 
e-"@R(d,) = ce st 9 i cos (dy Vi=v) pnd gyl (48) 
; 
Die beiden ersten Ghieder /, (0, ) + So(f,) der Gesamtlésung besitzen 
die Multiphkationskonstante c als Faktor, das dritte Glied e~”?R(d,) 
nicht. Diese Tatsache erleichtert, nebenbei gesagt, den Vergleich mit der 
entsprechenden Lésung in der Form einer Reihe von Legendreschen 
Polynomen. Auch dort kann man die Zerlegung in zwei Teile mit und 
ohne Faktor c vornehmen. 
Das Integral in Gl. (18) kann man in zwei Teilintegrale zerlegen, 
namlich in 


a / —— 
cos (dy ae v?) cosh (x do v) dv= ee 5 Jo (4o | eee 22) 
‘ ) 1 — v2 
und 
1 V Hpody 4 
cos (d, V1 — 2) (2x8 d,) 
i ho © sinh (dy du =—x|/% [Dla (2141 ae 0)» 
0 
so daB man das dritte Glied von /‘) (0, w) auch 
—Lo dy 
HER (dg) = eH OT — 5 Jldot 4) + 
4 2 ee IN (21% do)! 7 (d,) (18a) 
° 2m 4) (21+ 1)! sone 
ete ocr | 
== P12 zat = Jn—4(4o) = 5 IGE \!1 — 2?) (18b) 
24 P(n a | 
=0 \ 2 


schreiben kann. In der letzten Schreibweise ist das erste Glied in der 
geschweiften Klammer in x gerade, das zweite ungerade. Bei der Bildung 
der regularen Lésung aus der singularen fallen die in x geraden Anteile 
weg. 

Auf diesem Lésungsweg wird nirgends verlangt, eine charakteristi- 
sche Gleichung zu befriedigen. Es existieren Lésungen tiberall in den 
Punkten der komplexen x-Ebene, wo die in f(g, #) vorkommenden 
Integrale bzw. Reihen konvergieren und nach g und wv differenzierbar sind. 
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b) Beweis der Eindeutighkeit der Losung 
Die Eindeutigkeit der singularen Lésung (15) weist man nach, 
indem man zeigt, da8 sie von der speziellen Wahl der Partiallosung 
/,(o, “) unabhangig ist. Dies erfordert nachzuweisen, daB die Summe der 
beiden ersten Glieder /,(0, 4) + So(f,) von dieser Wahl unabhangig ist. 
In 1. c. 5 wird gezeigt, daB die Sonine-Transformation eine Funktion der 


Form f;(@, “) =e “2y(@ y1 —y) in ihr Entgegengesetztes verwandelt 
So (fx) =—fu- (19) 


Zwei verschiedene Partiallésungen f,, (9, “) und /,, (9, w) der inhomogenen 
Differentialgleichung (7) kénnen sich nur durch irgendein solches /y 


unterscheiden fis (Benepe (4 ghee (20) 
Die Sonine-Transformierten sind 
So (fp,) = So (fp) + So (fu) = So(fp,) — fa (21) 
und die Summe von (20) und (21) 
ty, (0. 4) + So (fp,) = fp, (0, 4) + So (f,,) (22) 


ist von der gewahlten Partiallésung unabhangig. Da das dritte Glied 
auf der rechten Seite von (15) von vornherein unabhangig von der Wahl 
der Partiallésung ist, so gilt dies ebenfalls fiir die Gesamtlésung / (0, yw). 


c) Diskussion der Bettradge zur Dichte 

Da unsere Methode, die Lésung (15) zu finden, keine charakteristische 
Gleichung zwischen c und x ergibt, muB zu dem Teil der Losung, welcher 
c als Faktor enthilt, verschwindende Dichte gehéren. Die Glieder f, (0, (4) 
und So(f,) enthalten beide den Faktor c, ihre Summe tragt also nichts 
zur Dichte (bzw. zum FluB) bei. Die Dichte wird vollstandig vom letzten 
Glied in (15) geliefert, welches den Faktor c nicht enthalt. Dies wird in 
].c.° explizite verifiziert. 


d) Auswahl einer Partiallisung 
Die Differentialgleichung (7) hat die Partiallésung 


Lee 


hee — oe ee 
2 ae rr 
[=e ttm 
bere 


worin j/, ein Parameter ist, dem man jeden Wert geben kann, fiir den 
das Integral konvergiert und nach « und @ differenzierbar ist. Im fol- 
genden wird diese Partiallésung mit f;,,) (0, ”) bezeichnet. 
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Bei der Wahl von yw, konkurriert der eine Gesichtspunkt, eine mog- 
lichst vollstandig explizit angebbare Lésung zu geben mit dem anderen 
Gesichtspunkt, ,,iiberfliissige“‘ Bestandteile in der Partialldsung zu ver- 
meiden. Uberfliissige Bestandteile sind Funktionen von der Form 
fy =e"? D(o (0 |/1- — yu), welche von der Sonine-Transformation mit dem 
umgekehrten Vorzeichen reproduziert werden. Sie fallen aus der Summe 
ha) + So (f,,) heraus und tragen zur Gesamtlosung nichts bei. Andererseits 
fiihrt das sofortige Weglassen aller iiberfliissigen Bestandteile zu kom- 
plizierteren Sonine-Transformierten. 

Bei der Wahl von w, = —1 mu8 man die Werte g@ =0 und w= +1 
aus dem og, w-Bereich zunachst ausschlieBen. Die zugehdrige Partial- 
l6sung ist 


f-1) (0, 4) = a 
0 


= ete 5 YoU) — Jol loae + AM pn (1p 


2 


: ae x) (1+) s—(1+%) (1—p) | He 
RY 


pS cee || ee Ea ae : 
mit h =o |/1 —y?) (1 —x?) und B le Spezia Y, (z) ist die Bessel 
Funktion zweiter Art und 0. Ordnung. Die erwahnten »liberfltissigen” 
Glieder in der geschweiften Klammer sind — — a 9 (2) — Jy (h) log + a 
Sie hangen nur von der Kombination dy = 0 Vr —w der Variablen 0 ta 
wz ab, werden in der Sonine-Transformation So (f;_,)) mit umgekehrten 


Vorzeichen auftreten und aus der Gesamtlésung /) (@, uw) herausfallen. 
Dies ist von Interesse, denn das Glied = Y, (h) enthalt den Bestandteil 
J, (h) log dy, welcher eine logarithmische Singularitat in 9 am Kugel- 
mittelpunkt bedeuten wiirde, wenn er nicht aus der Gesamtlésung wieder 


herausfiele. 
Das zu dieser Partiallésung gehorige Dichteintegral laBt sich durch 


bekannte Funktionen darstellen 


a 
P._1)(@) ong i f—1 (0, #) du 
—1 


’ Le - e7%e ae 
=5 0 °F, (1 +x] e) —e **E,((f1—x]o) +e tog 


worin E, (x) = [ Cree ae bedeutet. Man erkennt, dab diese Partiallésung 


nicht die gewiinschte Dichte (e *°)/o ergibt. Um dies zu erreichen, mtiBten 
die beiden ersten Glieder in der geschweiften Klammer fehlen und die 
charakteristische Gl. (3) zwischen c und x verlangt werden. Ein yy zu 
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finden, fiir welches die Partialldsung (23) zusammen mit (3) schon die 
richtige Dichte liefert, ist mir bisher nicht gelungen. 

Der Aufbau der Gesamtlésung /) (0, ) aus der Partiallosung f(_ 1) (@, 1) 
erfordert also, den Ausdruck (18) und die Sonine-Transformierte von 
f(1) hinzuzufiigen. Sie folgt aus dem Dichteintegral 


1 


Sof, y= — foe? [ do OIE forte, (1 47] ye) + 
: ian (26) 


a ate By (4 — x] dy) = 10g eal : 


Damit hat man die drei Bestandteile (24), (26), (18) der am Kugelmittel- 
punkt g =O singularen Lésung f(g, 2) in Gl. (15) gefunden. 

Man wird noch nach den iiberfliissigen“* Gliedern in So (f(_,)) sehen 
und so viele wie moéglich gegen diejenigen mit entgegengesetzten Vor- 
zeichen in f;_,)(o,) wegkiirzen. Dazu kann man So(f_,)) z.B. in 
folgender Entwicklung schreiben 


1 ee 
So (f(—-») ee ity+ log (1 +x) + logd,+ logv] x | 
: 


il = 3 
es) \ m | m m 
x coshx d,v — a ed? > Am (1 AE x)’ sli (tea?) J (dqv)’ r | 
0 2 c= m! 


und andererseits die tiberfliissigen Gheder in f,_,)(@, w) 


© e He 
2 


= Yo(h) + Jo(h) log 4 


deer 


x [y + log (1 + ~) + log dy — log 2] cosh x dyv-+ 
g Ss (—1)™ hy [h\2m 
tee 


ee (m!)? 27) 


Dabei bedeuten 


h = d)//1— 2? =e V/(1—p) (1 — 2) 


a ST gna 
— n 
n=1 
Vo lini 10g 1) 057723 


Aus der Summe der Ausdriicke (27) und (28) heben sich die Glieder mit 
dem Faktor y+log (1+) +log d, heraus und die Gesamtlésung ver- 
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liert damit die logarithmische Singularitat log (0 \'1 —p). Man erhalt 
die Summe 


Ait (o, m) = — 5 e217 Yi) + Jo(@) tog [/ 2 * | + Sof) 
= oe aro ~ (= ye Bis enue 
re {> (m!) (3) "+ 
1 (29) 
2 | dv ae ofi-# eas dog 2v) coshx dyv — 
1—v? 


Lm! 
m=1 


—&yV0 ~ Tin mn mm m 
es ~€ in Vi : {(4 “bh x) -f- (1 7 a)” \ (dy v) | 
1 


Da f (1 — 2)! (log 2) dv = Oist, verschwindet fl) (0, 1) fiir dy =o V1 —2 


0 
+0, d.h. sowohl ftir @ =0 (Kugelmittelpunkt) als auch fiir w= +1, 
d.h. fiir radial aus- und einfallende Neutronen. 


Die Ghieder in /;_ 4) (0, «) ohne , iiberfliissige“‘ Bestandteile mégen nun 
noch unter der Bezeichnung 


Ss y —10 1 1 1 
(P(e, w) = fer?) Jolh)log 7H 4 


Dn ieee Naar ee Sea 


WL 


=—¢ gewal Vf; (A) log —, = ain 
(30) 


- fee xoreel 


in Reihen- bot Integraldarstellung zusammengefaBt werden. Dann ist 
eine zweite Schreibweise der Gesamtlésung 


Me W=f (eu) the“) +e" R(ef1—p). (31) 
Verhalten der Lisung bei 9 =0 und bet w=+1. Fir —1<p<1 ist 


im 3. Glied auf der rechten Seite dieser Gleichung der einzige am Kugel- 
mittelpunkt 9 =O singulare Bestandteil 


~x)(L+u)o mee 
—€ 


Sostt (32) 
von (0, u) enthalten. Darin bedeuten d,=@ \1 —uw2=o sin = 
lo x¥|, 40 =e cos 9 =(9-V) und? die Geschwindigkeit der Neutronen, 
mit der Normierung |v| =1. 

Aber fiir die beiden Randpunkte des y-Intervalls, namlich fiir 
“=—1 bew. u=1, d.h. fiir radial einfallende bzw. radial ausfallende 


Te dy 
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Neutronen enthialt /®)(e, 4) noch das (fiir jedes g) in der Neutronen- 
richtung 9 logarithmisch singulare Glied 


; —o 1 des 
; Bae » Jo(h) log (33) 
das sich fiir wu =—1-+.e bzw. u=1—e im lim e—0 wie 
Be esi =} 
4 : lim (log € (34) 


verhalt. Die erste Singularitat (32) tiberwiegt jedoch sicher fiir o<1, 
denn sie verhalt sich fiir lim ¢—0 wie 


(35) 


so daB die zweite Singularitat am Kugelmittelpunkt ihren EinfluB ver- 
liert. Die Singularitat (33) in den Richtungen ~ = +1 zeigt, mit welcher 
Scharfe die Neutronen radial vom Unendlichen einfallen und wieder 
radial ins Unendliche zuriickkehren. Der Faktor e-“? =e “*'" zeigt 
grob ihre Abnahme auf Grund des totalen Wirkungsquerschnitts 2. 


II. Am Kugelmittelpunkt regulare Lésungen 
a) Lésung, welche die Erfiillung einer charakteristischen Gleichung erfordert. 
Die Funktion 


ae 


_ 20 Tee) S— (ist se) re & 
A ee | paths 4] ds 36) 
2 A Ss 
0 
befriedigt die Differentialgleichung 

Q 1 

of , tw ef ee S| -2e+ RCE ee a Ed ee 
Mt ie i on Gn +f(e,u) = 20 € | (37) 


Wenn man a = 1 setzt, erhalt man —xo als Exponenten auf der rechten 
Seite von (37). Wir bezeichnen diese Funktion mit f(e, ~; —x); sie ist 
nebenbei identisch mit der friiheren Partiallésung (24). 

Wenn man a = (1 +x)/(1 —x) setzt, erhalt man +o als Exponenten 
auf der rechten Seite von (37). Wir bezeichnen diese Funktion mit 
f(Q, m3 x). 

Die halbe Differenz beider ergibt eine Lésung (0, “), welche am 
Kugelmittelpunkt regular ist 


(om = 5 Hleus%) —Ho.ms—2} 


ae (38) 
=f ewe i ds y(t 0+ms— +9 0—W) el 
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Sie befriedigt die Differentialgleichung 


il of” ai 1—p2 afl”) ec sinh xo 


Same hh) = 

do | 0 a aN 2 0 G9) 

Wahrend die beiden Funktionen f(g, 7; #) und (0, 4; —x) einzeln die 
Dichteintegrale 
41 

P(@3 2%) = | flo,m; x) du 
=a (25a) 
a oe [1+ *]o)—e-*° E, ([1— x] 0) + e**2lo se 
2x0 \ sll Tr #10 al SG 


ergeben, die nicht gleich (e+*®)/o und daher keine ace ce Boltz- 
mann-Gleichung (1) sind, ist das Dichteintegral ihrer halben Differenz 


P(e) = (o;x) — P(e; — x)] 


(0, uw) du = log — =: sinh %@ 


1 
2 


= 


mit der eae vertraglich, wenn man noch die Erfiillung 
der charakteristischen Gl. (3) verlangt. Ihre zwei Lésungen x = +» 
bilden das diskrete Spektrum des Boltzmann-Operators, wie man es 
durch Grenziibergang fiir L > oo aus der P,-Losung der Kugelfunktio- 
nenmethode erhalt. 

Durch Entwicklung des Integrals in Gl. (38) nach Bessel-Funktionen 
erhalt man fiir die regulare Losung der Boltzmann-Gleichung 


(r) Re Ale ae it 
P'(e.“) =e io”) log Sere 


ie 
. (40) 
fo 


th = 0X4 a) 


4 


Sed 2 \n/ 41 a) 
In (h) 4 oF yg \n/2 Aig | (3 pe yn? = “(3 =e | ( 
2 n (| ace) = ak 1) mee I 
und daraus geht eine weitere Siac total tiie hervor: 


Aen) = Le** In log 5% + f 0 Eni) x 
(41 b) 


2 Q P EPONA SHANG Se Tele 
SS eC ae Q-9a-me_ 9 i x) (1+) ay 9 (1+) (1-H) I. 


x E 
b) Lésung, welche die Erfiillung einer charakteristischen Gleichung 
nicht erfordert 
Wenn man in der singularen Lésung /"(@, w) in Gl. (15) das Vor- 
zeichen von x umkehrt und die halbe Differenz beider bildet, erhalt man 
auch eine am Kugelmittelpunkt regulare Lésung mit dem Dichteintegral 
+1 
| f(Q, psn) dp = re | 
i 
Z. Physik. Bd. 162 35 
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Diese Lésung ist als Reihe von Bessel-Funktionen 


FO (@,gese)= ee 1% oll) + 


c 5 In(h) (: + ae (’ = ae 


a a n {= % 1+ 


(4y" +r ee] 


n=1 


und in Integralform 


a 
sah ~ Jolt) += f  Jo(hy1—2) x 
0 


© (tn) (1+p) 0 —~ © 4-2) (1—p)0 S 


e 
(1—x) (l+y)v — —(1+) (l—p) v1] 
x |e? =e —¢? ee 


Sie unterscheidet sich von der regularen Lésung f”) (0, ww) in Gl. (41a, b) 
nur dadurch, daB fiir sie ke7ne charakteristische Gl. (3) erfiillt werden 
mu, um die Boltzmann-Gleichung (1) zu befriedigen. /'” (0, w; x) ist 
in seiner Integralform eine Lésung von (1) fiir jedes x der komplexen 
z-Ebene. Wenn man jedoch die charakteristische Gl. (3) erfiillt, so wird 
}” (0, 43 %) von GI. (42a, b) identisch mit f” (@, w) in Gl. (41a, b). Uber 
den Umfang des Spektrums des Boltzmann-Operators in kugelf6rmiger | 
Geometrie geben diese Betrachtungen keinen AufschluB8. 


III. Darstellung der regularen Lésungen 
in kugelformiger Geometrie 
als Uberlagerung von Lésungen in ebener Geometrie 

Fir die Boltzmann-Gleichung fiir monoenergetischen Neutronen- 
transport in ebener Geometrie hat E.P. WIGNER 1. c.? das kontinuterliche 
Spektrum und die zugehérigen Eigenfunktionen angegeben. Das konti- 
nuierliche Spektrum besteht aus den zwei Bereichen — o<x%<—1 und 
13% und die zugehorigen Eigenfunktionen lassen sich in ,,symboli- 
scher Form" durch eine 6-Funktion und einen Cauchyschen Hauptwert 
darstellen. Fiir das diskrete Spektrum x =-+x, in ebener Geometrie 
kennt man seit langem die Eigenfunktionen als ,,normale‘‘ Funktionen. 

In kugelf6rmiger Geometrie dagegen findet man fiir alle x dieselben 
»normalen™ Funktionen (15) bzw. (42). Im folgenden wird gezeigt, wie 
man die regularen Lésungen in kugelférmiger Geometrie durch Super- 
position von Lésungen in ebener Geometrie, die zum gleichen x gehéren, 
herstellen kann. Superponiert werden Lésungen von ebener Geometrie, 
welche durch den Kugelmittelpunkt nach allen Raumrichtungen laufen, 
mit gleichem Gewicht. Ihr Beitrag zu der Winkelverteilung der Neu- 


tronen in einem vom Kugelmittelpunkt etwas entfernt gewahlten Punkt 
wird berechnet. 


# ze : 
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a) Die regulave Lésung in kugelformiger Geometrie als Superposition 
von Loésungen, die in ebener Geometrie zu einem x-Wert des diskreten 
Spektrums gehéren 

Die Boltzmann-Gleichung in ebener Geometrie kann man 


7 PST tm =< fy C.n') dn (43) 


schreiben, wenn € der senkrechte Abstand der Koordinatenebenen von 
einem gewdhlten Ursprung in Einheiten der mittleren freien Weglange 
1 = 1/2’ ist und 7 =cos@ der Richtungskosinus des Winkels O zwischen 
der ¢-Achse und der Richtung v eines betrachteten Neutrons ist. Eine 
zum diskreten Spektrum x = +x, gehdrige Lésung dieser Gleichung ist 
die Winkelverteilung der Neutronen 


eo ele ie % 


as. (44) 


(C,n) 4 2 5 ta) 


Durch Superposition solcher ebenen Lésungen w(C, 7) von gleichem zx, 
deren €-Achsen vom Kugelmittelpunkt M aus nach allen Raumrichtun- 
gen mit gleicher Dichte verteilt sind, laBt sich eine um M drehinvariante 
Lésung S(o, ~) der Boltzmann-Gleichung in kugelférmiger Geometrie 
aufbauen. Dabei bedeutet @ den Abstand MA eines festen Aufpunkts A 
vom M und w=cos# den Kosinus des Winkels # zwischen den festen 
Richtungen der Neutronengeschwindigkeit Vv und des Radiusvektors 9 
durch A. Man superponiert nur ebene Losungen mit gleicher Neutronen- 
geschwindigkeitsrichtungv, aber mit den verschiedenen Achsenrich- 


tungen¢. Die beiden festen Richtungeno undv im Raum kugelférmiger 
Geometrie kann man zur Einfiihrung eines Polarkoordinatensystems be- 
nutzen, um die Achsenrichtung& der zu superponierenden ebenen L6- 
sungen durch einen Polarwinkel 9’ und einen Azimuthalwinkel g’ zu 
beschreiben. Dazu wahlt man die Richtung als Polarachse (,,z-Achse"’) 
und bezeichnet mit 9’ den Winkel zwischen den Richtungen @ undé 
In den ebenen Lésungen y(, 7) wird dann 
G = pcos. 

AuBerdem kann man durch die Vektoren @ und ¥ eine Ebene (,,x, z-Ebe- 
ne“‘) legen, welche auch durch M geht und eine auf @ in M senkrechte 
Ebene E (,,x, y-Ebene‘‘) in einer Geraden (,,x-Achse“') schneidet, von 
der ausgehend der Azimuthalwinkel p’ in der Ebene E gemessen werden 
kann. Dann sind die Komponenten eines Einheitsvektors é¢ entlang © 
in den in Parenthese eingefiihrten kartesischen Koordinaten 


é, =sin?’ cosg’, ¢=sind’ sing’, ¢,=cost 
ou 
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und die Komponenten des Einheitsvektors’ in der festen Neutronen- 
geschwindigkeitsrichtung 

0, = 0 ya- ww, w=0, v,=cost—=u. 
Das skalare Produkt beider ist 

Tj O oe = é-V=mcos# + \! — sin cosy’. 
Diese GréBe hat man in wp(C, 7) als 2. Variable 7 einzusetzen, denn sie 
bedeutet den Kosinus des Winkels zwischen der Neutronengeschwindig- 


: ae : is 

keit ¥ und der Achse € einer der zu superponierenden ebenen Lésungen. 
Die zu superponierenden Neutronenwinkelverteilungen in ebener 

Geometrie haben also die Form 


y(6.7) =y(ecos#, wcost’ + |/1 — p2 sin 9’ cos ¢’) | 
ae e 7% 9 cos # (45) 


8% 4— Pann cos@ + 1-2 sin & cos q’| 
Durch Superposition solcher Lésungen aller Richtungen, d.h. durch 
Integration iiber qm’ von 0 bis 27 und tiber # von 0 bis a erhalt man eine 
Lésung in kugelf6rmiger Geometrie 
x an 
Sou | sin! 40’ | dg’ p(t.n) 


0 0 
1 27 


a at dq’ 
e “20s? sin ® ay a ea wa A ee ef 
1—x(u cos # + |/1— pw? sin & cos y’) 


ea 4 


xC i sin 8 dW e %2 os ® 
. \1 — #2 


“ (4 as ye) — 2xqu cos W a3 x2 cos? W ; 


Die Transformation der Integrationsvariabeln 


Cosy” == . {r . la x) (1+) s — (1+) (1 —p) all (46) 


in die neue Variable s verwandelt das Integral in 


ee 
Br 


fa if 

> x (1—x) (14+y)s— (1+ — A) - 

S(o, 10) =" aaa ae (1+y)s— (1+x)(1 as] (47) 
1 


Es ist adentisch mit der reguidren Lésung (38) der Boltzmann-Gleichung 
in kugelf6rmiger Geometrie 


S(o, w) =f (e, uw) 


zu einem der beiden x-Werte -+-x,, welche die charakteristische Gl. (3) 
erfiillen. 
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b) Die regulére Lésung in kugelformiger Geometrie als Superposition 
von Lésungen, die in ebener Geometric zu einem x-Wert des kontinuier- 
lichen Spektrums gehiren 


Bei der Superposition von ebenen Lésungen aus allen Raumrichtun- 
gen, aber mit gleicher eee und gleichem x, das nun dem 


Se 


ebener Geometrie angehdort, ve ar man in sleigier Wise: um eine 
Lésung in kugelférmiger Geometrie zu erhalten. Die zu einem solchen x 
gehorige Eigenfunktion in ebener Geometrie ist nach E. P. WIGNER l. c.2 


oe et f CH On | —xt 
wy (C,n;x) 2n ear ar arp | un —1—iex | - 
mit nC : x+1 
epee aes ee (49) 
BD 49 
i: & ; c © log *t =c; fiir reelle Pe 


Wir superponieren solche ebenen Lésungen zu einer Lésung in kugel- 


formiger Geometrie 
mu 


1 pia: , G/ ,—xo cosh 
SO, 22 4) = —— sin’ di’ e—*°8 x 
(¢ ) Mi 


<i : lim | Bees. 


e—0 lxzpcos 8’ 4 + 2 V1 — pu? sin 8 cos q” - —1-+18% 


; : ee ; a a) 


x cos + x 1 — p2 sin & cos @’ —1—tEx J 
Wenn man 4=—1+xucos#, b=x\/1—p?sin# als Abktirzungen 


if . 
und u=tg 2 als neue Integrationsvariable einfiihrt, wird 
Slo, u;%) = lim | sind’ di’ e "es ~ 

C f ) aa e—>0, 
0 


du “ | ——~ a 
n latb+tiex+(a—bt+iex) uv? See, tex + (a—bd iex) uf’ 


Der Integrand verschwindet fiir groBe w hinreichend stark, so daf der 
Integrationsweg durch einen Halbkreis mit unendlichem Radius z.B. 
in der oberen komplexen u-Ebene geschlossen werden kann. Der Nenner 
des ersten Glieds im Integranden hat das Wurzelpaar uv) und — uy mit 


_ b? — a? — & “® + 2iexb 
(b — a)? + ex? ‘ 
Das 2. Glied des Integranden ist das konjugiert komplexe des ersten und 
die Wurzeln seines Nenners sind u(* und — uf. Der Imaginarteil von u¢ 
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ist positiv, da b positiv ist fiir 0<# <a bei einem positiven x des konti- | 


nuierlichen Spektrums. Dann ist der pnaeoa von uw und —u¢ 


auch positiv. So tragen nur die Pole bei w) und — wg durch ihre Residuen | 


zum Integral iiber w bei. Daher ergibt sich 


Cy 


S(Q, 43%) = 


lim f sing" ap" veer | eee 


“ 
4n Var — 6 b2 + 2iexa — e222 (50) 


ay 
ca . 


Va? — 0? — 21 EMG — E796" 2 f 


Man kann eine zu (46) analoge Transformation der Integrationsvariablen 
® in eine neue s vornehmen durch 


cosy’ = ; {ut : (Co 1)(4+y)s+(*+1) (1-4) - : (51) 


Nun hat man jedoch zu beachten, daB wegen x 21 der Integrationsweg 


fiir 0’ =0 bei s = 1 beginnt und fiir #’ =z bei s = — ene auf der anderen 


Seite des Ursprungs in der komplexen s-Ebene endigt. Die e-Funktion 
des Integranden besitzt in s =O eine wesentlich singulare Stelle, daher 
muB diese z.B. durch einen Halbkreis umgangen werden. Um die 
explizite Auswertung des Integrals zu erleichtern, empfiehlt es sich, fiir 
den ersten Teil des Integrals den Integrationsweg von s=1 nach 


pein 
ett 1— 
Ss, = |/ —— / langs der reellen Achse, von s =s, nach s = — s, langs 


e—1 1+ 
eines Halbkreises um den Ursprung in der oberen komplexen s-Halb- 


ebene und schlieBlich von s =—s, nach s = — ae wieder langs der 


reellen Achse zu wahlen. Der zweite Teil des Integrals ist das konjugiert 
Komplexe des ersten, da die x-Werte des kontinuierlichen Spektrums des 
Boltzmann-Operators in ebener Geometrie reell sind. Bei dieser Wahl des 


Integrationswegs hat der Ausdruck auf der rechten Seite von (51) 
1 


sa | a) 
(x +1) (4 —y) a verschwindet. Auch die GréBe a? — 6? in den Radikan- 


den der Quadratwurzeln in den Nennern des Integraiden von (50) 


Extrema bei s=+s,, weil dort dcos#’/ds= 


a® — b® = 1— x2 (1— uw?) — 2x cos + x? cos? 9” 
=F {@— +a s— G41) (1m) +P 


= 


verschwinden ftir s = -++s,. Man kann dann zeigen, da8 die Integration 
durch die Ecken bei s = +s, keinen Beitrag zum Integral liefert. Wenn 
man nun die Integrationsvariable s =s,¢ fiir die reellen Teile des Inte- 


Neue Lésungsformen der Boltzmann-Gleichung 507 


grationswegs und s =s, e'%(0<y~<z) fiir den Halbkreis setzt, nimmt das 
Integral (50) die Form an 


cf “+11 
1 P= Sy Ch Soe 1 
. - lehe a rane ft 5 V 81) (1p?) (t+ 
S(Q,uix)=— Te HQ f+ [aumer le 2 ( ‘Jae, 
7 j t 
1 ee ab 


4+ po \n/2 n{1—p\n2 
sale an ple (| = I 
Unter Beachtung der Relation J,, (iz) =(— 1)" J, (z) und Vergleich von 
(52) mit Formel (42a) sieht man, daB die Uberlagerung S(@, “3 #) von 
ebenen Lésungen fiir einen x-Wert des kontinuierlichen Spektrums des 
Boltzmann-Operators in ebener Geometrie gleich der reguldren Lésung 
f (0, uw; x) der Boltzmann-Gleichung in kugelférmiger Geometrie mit 
demselben x-Wert ist. 

Damit wurde gezeigt, wie man durch Superposition von Lésungen 
der Boltzmann-Gleichung (43) in ebener Geometrie, die fiir das diskrete 
Spektrum gewohnliche Funktionen (44) und fiir das kontinuierliche Spek- 
trum Funktionen in symbolischer Form (48) sind, regulare Losungen der 
Boltzmann-Gleichung (1) in kugelfOrmiger Geometrie aufbauen kann, 
welche in allen x dieselbe Form (42a) besitzen und gewohnliche Funk- 
tionen sind. 

SchlieBlich kann man noch verifizieren, daB die hier angegebenen 
Lésungsformen (41a) bzw. (42a) und die entsprechende Entwicklung 
nach Legendreschen Polynomen dieselbe regulare Lésung der Boltzmann- 
Gleichung in kugelf6rmiger Geometrie darstellen. 

Fiir die singulare Lésung ist die Entwicklung nach Legendreschen 
Polynomen jedoch nur fiir groBe Entfernungen g vom Kugelmittelpunkt 
brauchbar, wahrend die hier angegebene Lésung (31) fiir jedes 0 giiltig 
ist. Wenn man aber in der singularen Lésung in ihrer Darstellung als 
Reihe von Legendre-Polynomen alle Glieder mit negativen Potenzen 
von x als Faktoren streicht, so bleibt (31) tibrig. Siehe dazu I. c. °. 


Herrn Professor E. P. WiGNER danke ich sehr fiir anregende Diskussionen und 


wertvolle Ratschlage zu dieser Arbeit. 
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Aus dem Institut fiir Struktur der Materie der Universitat Marburg a.d. Lahn 


Zur Theorie des Zonenziehens von Halbleitern 
bei Gegenwart einer Gasphase* 


Von 
OTFRIED MADELUNG 


Mit 4 Figuren im Text 
(Eingegangen am 15. Februar 1961) 


Beim Zonenreinigen der Halbleiter InAs und InP wurde festgestellt, dab einige 
Elemente (vornehmlich S und Se) sich nur schwer entfernen lassen. Auf Grund 
der leichten Verdampfbarkeit dieser Elemente ist zu vermuten, da nicht nur ein 
Verteilungskoeffizient nahe Eins dafiir maBgebend ist, sondern die Tatsache, daB 
wahrend eines Zuges verdampfte Verunreinigungen bei einem spateren Zug wieder 
eingebaut werden. Um diese Vermutung zu priifen und MaBnahmen zur Vermei- 
dung eines solchen Effektes zu treffen, wird in der vorliegenden Arbeit die Theorie 
des Zonenziehens und des gerichteten Erstarrens bei Gegenwart einer Gasphase 
naher studiert. 


Die Theorie des Zonenziehens (ohne Beriicksichtigung einer Gasphase) 
wurde von Prann! angegeben, die Einbeziehung einer Gasphase von 
VAN DEN BooMGAARD? diskutiert. In ? wird jedoch nur ein unendliches 
Volumen der Gasphase betrachtet (konstanter Dampfdruck). Dies fithrt 
zunachst im stationaren Fall zu einer konstanten Storstellenkonzentra- 
tion in der Schmelze, also auch im erstarrten Halbleiter. Um dieses aus- 
zuschlieBen fiihrt VAN DEN BOOMGAARD die Annahme ein, daB die Ein- 
stellung des Gleichgewichtes zwischen fliissiger Phase und Gasphase 
nur langsam vor sich geht. Er erhalt also eine Abhangigkeit der Vertei- 
lung des Fremdelementes in der festen Phase von der Bewegungs- 
geschwindigkeit der Phasengrenze fest-fliissig. Dieses Modell ist aber 
nicht anwendbar, wenn das Praparat in eine Ampulle endlichen Volu- 
mens eingeschmolzen ist. AuBerdem sind die weiteren Annahmen 
VAN DEN BooMGAARDs (unendlich schnelle Einstellung des Gleich- 
gewichtes in der fliissigen Phase und in der Gasphase bei endlicher Ein- 
stellungsgeschwindigkeit an der Phasengrenze) im nichtstationaren Zu- 
stand, d.h. bei groBen Zuggeschwindigkeiten sicher nicht realisiert. Wir 
beschaftigen uns deshalb im folgenden nur mit dem stationaren Fall, d.h. 
unendlich langsamer Zuggeschwindigkeit, eine Annahme, die auch der 
Pfannschen Theorie zugrunde liegt. 

* Meinem Vater zum 80. Geburtstag. 

1 Prann, W.G.: Trans. A.I.M.E. 194, 747 (1952). 

> BooMGAARD, J. VAN DEN: Phil. Res. Rep. 10, 319 (1955). 
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Gerichtetes Erstarren 


Wir betrachten das folgende Modell (Fig. 1): Das Praparat befinde 
sich in einem Schiffchen der Lange 1 und des Querschnittes S. Die 
Grenze zwischen fester und fliissiger Phase liege bei x. Die Oberflache 
des Praéparates stehe im Kontakt mit einer Gasphase des Volumens V. 
Dann ist das Volumen der festen Phase x S und das der fliissigen Phase 
(1 — x) S. 

In dem gesamten System sei eine 
Menge M einer Substanz enthalten, 


: nea [et a 
deren Konzentration in der Gasphase 5 


; ; 0 A 7 
homogen = Cis in der fliissigen Fig. 1. Beschreibung siehe Text 


Phase homogen =C, und in der 
festen Phase = C,(x) sei. Wir nehmen also an, daB in der Gasphase und 
der fliissigen Phase keine Konzentrationsgradienten auftreten. Dann gilt 


Gasphase 


Ve ees ea WS ealtts da (1) 
0 


Den Verteilungskoeffizient fest-fliissig bezeichnen wir wie tiblich mit k: 
C,(x) =kC,. Weiter nehmen wir an, daB das Gleichgewicht zwischen 
C, und C, durch einen weiteren Verteilungskoeffizienten k’ beschrieben 
werden kann: C;=k’C,. Damit wird (1) 


x 


VE BIVENS ST eee Se era ; 
Sen. ee oe »)) Cs + | ate 2) 
0 
mit der Losung 
fo’ = — 7 k-1 ve , 
C.(4) = BC (* A), a =V/SH, (3) 


wo C,, die Anfangskonzentration in der Schmelze ist. Diese bestimmt 
sich daraus, da® bei véllig aufgeschmolzenem Praparat M =C,,)V + 
Cio =CioS (x +1) gelten muB, zu 


5 M 

Cis cased (4) 
Damit ist die Konzentration in der festen Phase an der Erstarrungs- 
front x und somit auch (bei der Annahme, dab nach dem Erstarren keine 
Diffusion in der festen Phase auftritt) die Konzentrationsverteilung in 


der festen Phase gegeben. 

Gl. (3) geht in die von PraNN gegebene Form iiber, wenn man 
V —x«—=0 setzt. Der wesentlichste Unterschied zwischen den beiden 
Fallen liegt in folgendem: Ist k<1, so wird C, an der Stelle x =1 un- 
endlich fiir V =0, wahrend nach (3) fiir V0 C, einen endlichen Wert 
beibehalt. Der Reinigungseffekt wird dadurch vergréBert. Wahrend 
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fiir V =O in der festen Phase nach Erstarrung des ganzen Praparates die | 
gesamte Stoffmenge C;)S im Praparat erhalten bleibt, ist nach (3) | 


1 


é ibe ee 

0 
Der Einflu& der Gasphase ist hier lediglich in dem Parameter « enthalten. 
Die Grenzfalle « =0 und « = c bedeuten: V =0 (keine Gasphase) oder 
k' = co (keine Léslichkeit der Fremdsubstanz in der Gasphase) ftir « =0; 
V = c (Gasphase> Praparat) oder k’ =0 (keine Léslichkeit der Fremd- 
substanz im Praparat) fiir « = o. 


Zonenziehen 

Wir dndern zur Bestimmung der Verteilung C,(x) beim Zonenziehen 
das Modell der Fig. 1 nur insoweit, als wir bei x +/ (J = Lange der 
Schmelzzone) eine zweite Phasengrenze fliissig-fest einfiihren. Wir 
bezeichnen ferner die Konzentration in der festen Phase nach dem -ten 
Zug mit C,,,.. Dann ist speziell im Gebiet der linken festen Phase die 
Konzentration C,,, und in der rechten festen Phase C,,,_, vorhanden. 
Dann gilt statt (1) 


mr 1 
oO te Coie (6) 
0 x 


mit der Lésung 


Con (X%) = eT Pala) (Ca, (0) + ar eee +f) ened), (7) 
0 


Die noch unbekannte Anfangskonzentration C,,,(0) gewinnt man aus 
der Forderung, daB die erste aufgeschmolzene Zone der Lange/ mit 
der Gasphase im Gleichgewicht stehen muB, wobei die Gesamtmenge 
der Fremdsubstanz in der fliissigen und gasf6rmigen Phase zusammen 


1 
gleich M—S fC, 14% ist zu 
i 


Gl. (7) gilt natiirlich nur im Bereich 0< x<1—J. Im anschlieBenden 
Bereich erstarrt die Schmelze gerichtet nach der aus (3) folgenden Glei- 
chung 


a £0 ep il = ghVOmU ; 
Con(t) =Con (1D (SISA) 1 tat. (9) 
Aus Gl. (7) bis (9) 1aBt sich die nach Abschlu8 des n—1-ten Zuges in 
der Gasphase vorhandene Menge M, der Fremdsubstanz als Funktion 
der Endkonzentration C, ,, (1) bestimmen. Diese Menge muB aber nach 


S fC.) dx =CoS(1 +2) (1—(E)} < Co fir k<1. (5) | 


| 
! 
| 
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Aufschmelzen der Zone 0<x<J fiir den n-ten Zug mit der fliissigen 
Phase die Bedingung C;=’'C, erfiillen. C,,,(0) 1aBt sich also auch durch 
C,,-1(1) ausdriicken. Man erhalt auf diese Weise die fiir den Vergleich 
mit der Pfannschen Theorie besonders geeignete Gleichung 


1 bs 


ed fs 2 
Cae rf Comal det [Curler + 
0 


(10) 


0 


ed. 


+ Onsite 


mit K ="! 
a+l 
das letzte Glied verschwindet. Der EinfluB der Gasphase laBt sich also 
formal beschreiben durch einen geanderten Verteilungskoeffizienten fest- 
fliissig (AK) und Beriicksichtigung, daB die aus der letzten Zone eines 
Zuges herausgedampfte Substanz beim Aufschmelzen der ersten Zone 


des folgenden Zuges teilweise wieder eingebaut wird [letztes Glied von 


(10) ]. 


Fiir « =0 (Pfannsche Gleichung) geht K in k iiber und 


Numerische Auswertung der Ergebnisse fiir einige Spezialfalle 

Zur numerischen Auswertung der Endgleichungen (3) und (9) miissen 
die beiden Verteilungskoeffizienten, die Volumina der Gasphase und 
des Praparates, die Zonenlange und die Gesamtmenge der Fremd- 
substanz gegeben sein. Zum Vergleich der Ergebnisse bei verschiedenem 
Einflu8 der Gasphase geniigen jedoch eine kleinere Anzahl von Para- 
metern. Es ist hier wenig sinnvoll, die Gesamtmenge M der Fremd- 
substanz in allen drei Phasen zusammen vorzugeben, sondern giinstiger, 
sich in allen Fallen auf gleiche Ausgangskonzentration in dem vollig 
aufgeschmolzenen Praparat zu beziehen. Division aller Endgleichungen 
durch diese aus (4) folgende Bezugskonzentration ergibt: 


Gerichtetes Erstarren: 
Ci wi— 4h | (11) 


Zonenziehen: 
Eee x 
‘ (12) 


1 ae oa 
x (1 Rex | C.. ae [C. garter!) chlor dx) 0<x<i—l, 
y ’ 0 ‘ 


C5 (x) = Od ) (1 ss We I hee he ke (13) 


atl 
In diesen Gleichungen sind lediglich noch die drei Parameter k, / und « 
enthalten, von denen nur « den EinfluB der Gasphase enthalt. 


Sle OTFRIED MADELUNG: 


In Fig. 2 sind die Ergebnisse der numerischen Auswertung von (11) 
bis (13) fiir k=0,5 und /=0,1 angegeben. Fiir « wurden die Werte 0 
(Normalfall nach PFANN), 0,04, 0,1 und 1 gewadhlt. Diese Werte er- 
scheinen charakteristisch, da (12) fiir «<0,1 in den Pfannschen Normal- 
fall ibergeht, wahrend fiir «0,1 der Einflu8 der Gasphase véllig domi- 
niert. Gerechnet wurden 
die folgenden Falle: Ein- 
maliges gerichtetes Erstar- 
ren (Kurven mit =O), 
zwei anschlieBende Zo- 
nenziige (n =1 und =2). 

a=0. Hier legt das 
iibliche Verhalten des 
Zonenziehens vor. Das 
erste gerichtete Erstarren 
liefert bereits einen gu- 
ten Reinigungseffekt im 
Vorderteil des Praparates, 
der durch anschlieBen- 
des Zonenziehen verbes- 
ser und auf einen gréBeren 
Bereich des Praparates 
erweitert wird. 


oo = (0101 inde 
Das gerichtete Erstarren 
bringt einen besseren Rei- 
nigungseffekt als im vor- 
hergehenden Fall. Die bei- 


Fig. 2. Numerische Berechnung des Konzentrationsverlaufes fiir den folgenden Ziige heben 

ein einmaliges gerichtetes Erstarren (7 =0) und zweimaliges an- diesen jedoch Zum eroB- 

schlieBendes Zonenziehen (m = 1, 2) in Einheiten der Anfangskon- : : 

zentration im vollig aufgeschmolzenen Praparat (k = 0,5, 1] =0,1) ten Teil wieder auf und 
bringen lediglich eine Ni- 

vellierung des Gradienten der Verteilung. Das Anheben der Anfangs- 

konzentration C,,,(0) durch den Einflu8 der Endverteilung des vorher- 


gegangenen Zuges ist deutlich sichtbar. 
a ==1. Hier ist nur noch ein schwacher Konzentrationsgradient vor- 


handen, da C, fast ausschlieBlich durch den Austausch mit der Gasphase 
bestimmt wird. 


a Q2 D4 06 6 70 


Endverteilung nach unendlich vielen Ziigen 
Zur Frage, ob das Zonenziehen zur Reinigung eines Praparates brauch- 
bar ist, ist die Endverteilung wichtig, die iiberhaupt durch dieses Ver- 
fahren erreichbar ist. Diese bestimmt sich aus der Forderung C,, (x) = 


| 
: 
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‘sn—1(%). PFANN! erhalt hierfiir aus (10) mit «=O: 


Crea = Ae 4 emit A = B= E (e2? —4), (14) 
Dieses Ergebnis ist aber sicher nicht streng richtig, da (14) nur fiir den 
Bereich 0<x<1-—Z/ als Ansatz richtig ist, in (10) aber dieser Ansatz 
im zweiten Integral iiber den Giiltigkeitsbereich hinaus benutzt werden 
muB, um eine Differentialgleichung fiir die Endverteilung zu bekommen. 
Nehmen wir nun an, daB tatsachlich im Bereich 0< x=<1—ZJ die End- 
verteilung durch (14) gegeben sei, 
so andert ein anschlieBender Zug 
nichts bis zu dem Punkt 4 —21. 
Dann wird durch die Zone das 
letzte gerichtet erstarrte Stiick 
aufgeschmolzen, von diesem Punkt 
an kann also die Verteilung (14) 
nicht mehr erhalten bleiben. Ein 
folgender Zug schrankt die Giiltig- 
keit von (14) auf den Bereich 
0<*x<1—3/ ein usf. (14) ist also 
nicht die Endverteilung. Trotz- a 5 x 7 


dem ist in diesem Falle (14) appro- Fig. 3. Endverteilung fiir «=0, 0,1 und 1 und 
k =1=0,5. Gestrichelte Kurve: Pfannsche 


ximativ giiltig. Es laBt sich namlich Approximation (14) 
leicht zeigen, da — wenn man den 
ganzen Stab in Bereiche der Lange/ einteilt — in jedem Bereich die 


wahre Verteilung im Mittel durch (14) gegeben ist, aber, da jeder Bereich 
beim Durchgang der Zone von dem nachsten beeinfluBt wird, die tat- 
sachliche Verteilung um diesen Mittelwert schwankt. Verhaltnismabig 
einfach lat sich die Endvertellung im Falle /=0,5 bestimmen. Wir 
haben dann nur zwei Bereiche, wobei im ersten Bereich (0< «< 0,5) die 
Verteilung durch (10), im zweiten Bereich (0,5< *<1) durch (9) gegeben 
ist. Dabei ist in (10) im ersten Integral C, ,,_, durch C,,, zu ersetzen, im 
zweiten Integral aber fiir C,,,, Gl. (9) zu nehmen. Man erhalt dann als 


s 


Endverteilung, wenn man noch wie in Fig. 2 k =0,5 setzt, aout: @4 == (0) 


(a SS Be F(x) = : 
Cand =e 1 + F(0) Oe <0 
1 ae ngs 
1+ F(0) (2¢(1 — )) Oo 1 (15) 


wo noch @ das GauBsche Fehlerintegral bedeutet. Diese Verteilung ist 
in Fig. 3 mit angegeben. 
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Fiir «-£0 liefert die Approximation (14) jedoch ein anderes Bild. 
Hier kann die Verteilung im Bereich 1 —/ bis 1 nicht in erster Naherung 
durch die Verteilung im restlichen Gebiet ersetzt werden, da infolge des 
Herausdampfens der Fremdsubstanz beim gerichteten Erstarren weniger 
eingebaut wird und die herausgedampfte Menge teilweise beim nachsten 
Zug wieder eingebaut wird. 

Um uns einen Uberblick iiber die in diesem Fall erreichbare Endver- 
teilung zu verschaffen, berechnen wir die der Gl. (15) entsprechende End- 


70° a@ 10" 
Fig. 4. Anfangswert und Exponent der approximativen Endverteilung Ae? in Abhangigkeit von « flr 
1=0,1 und k=0,5 bzw. 0,9 


iO 


verteilung fiir k =/=0,5. Hier ergibt sich: 


©. eng = eT Ra+D) (27 = Fhe 0< %<0,5 
a \2a+1/ 4 Vx/(% + 0,5) + 0,5) + F(0) ; 
“+ 0,5 


On OS ( st -} 05<*%<15 (46) 


iy eee 


F(x) = ell(@a+2) + IE [o (Vas -o(|/2 —. sic} ee), 


Dieser Konzentrationsverlauf ist fiir «=0, 0,1 und 1 in Fig. 3 auf- 
getragen. Man erkennt aus dieser Figur die schon an Hand der Fig. 2 
diskutierte Tendenz einer Nivellierung des Bereiches 0< x<1 —1. 


Um wenigstens in erster Naherung die Endverteilung fiir den all- 
gemeinen Fall beliebiger Zonenbreite zu gewinnen, fiihren wir die 
Pfannsche Approximation (14) auch fiir «=-0 durch. 


Durch Einsetzen von (14) in (10) folgt unter Benutzung von (9): 


Bile 


as ee ao \ Bie) a 
\= ape ee era (7) 
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und durch Einsetzen von (14) in (12) fiir « =0 und Benutzung von (13): 


Al B(1 +a) , 
Se oe (18) 
e (1+B- alee 


Speziell fiir «=0,1 folgen hieraus die Werte A =0,52, B=O,5 fiir 
k=/=0,5 und fiir «=1: A =0,56, B=0,06. Berechnet man hieraus 
die Endverteilung, so ergibt sich eine ausgezeichnete Ubereinstimmung 
mit der aus (16) folgenden strengen Lésung. Trotz der anfangs betonten 
nur approximativen Giiltigkeit des Ansatzes (14) ist die Endverteilung 
also aus ihm auch im Falle «+0 abschatzbar. 

Wir geben nun noch die Werte der A und B fiir den Fall der Fig. 2 
= 045 k= 055): 


of A B 
O AS 3 AOy = 12,56 
0,01 0,75 O74 
0,1 0,85 0,067 
1 0,645 O 


Ein Vergleich mit Fig. 2 zeigt, daB diese Endverteilung im Falle « =1 
schon nach dem zweiten Zug erreicht ist, wahrend bei « =0,1 ebenfalls 
schon naherungsweise die Endverteilung erfaBt ist. Charakteristisch 
ist der starke Abfall von B mit wachsendem «. Die Abhangigkeit der A 
und B von « ist fiir diesen Fall und fiir k =0,9 in Fig. 4 aufgetragen. 


Die vorliegende Arbeit wurde wahrend meiner Zugeh6rigkeit zum Forschungs- 
laboratorium der Siemens-Schuckertwerke AG durchgefithrt. Herrn O.G. For- 
BERTH danke ich fiir zahlreiche Diskussionen, Herrn H. HoFMANN fir die Ausfth- 
rung eines Teiles der numerischen Rechnungen auf der Integrieranlage der SSW. 


Zeitschrift fiir Physik 162, 516—541 (1961) 


Aus dem Institut fiir angewandte Physik der Universitat Frankfurt a.M. 


Uber die stationaren Schwingungen der Orgelpfeifen * 


Von 
H. DANZER 
Mit 5 Figuren im Text 


(Eingegangen am 18. February 1961) 


Die Schwingungserzeugung in Lippenpfeifen steht in Analogie zu den Vorgangen 
im riickgekoppelten elektrischen Schwingungsgenerator, dessen Schwingkreis- 
kondensator durch eine Leitung ersetzt ist. Die Eigenfrequenzen des Pfeifen- 
kOrpers werden berechnet, und es wird die Abhangigkeit der Betriebsfrequenz vom. 
Winddruck diskutiert. Dabei findet das Uberblasphanomen eine einfache Deutung. 
Die stationaren Schwingungsamplituden werden zunachst unter sehr idealisierenden 
Annahmen diskutiert. Die Rechnung lefert unter diesen Voraussetzungen die 
Existenz eines optimalen Winddrucks und gestattet Aussagen tiber die abgestrahlte 
Schalleistung in Abhangigkeit von konstruktiven Parametern. 


I. Elektro-akustische Analogie 


Die vorliegende Arbeit ist dem Verstandnis des Schwingungsmecha- 
nismus der Labialpfeifen der Orgel gewidmet. Die Erzeugung unge- 
dampfter Luftschwingungen mit Pfeifen steht bekanntlich in vollkomme- 
ner Analogie zu dem Vorgang in riickgekoppelten elektrischen Genera- 
toren (vgl. Fig. 4a und 1b). 

Der Anodenstrom entspricht im Falle der Pfeifen dem vom Blasebalg 
kommenden Luftstrom. Als schwingungsfahiges System dient eine 
,akustische Leitung“, deren Eigenschaften weitgehend mit denen der 
elektrischen Doppelleitung (Fig. 1a) iibereinstimmen. Der Analogie 
entsprechend muB die elektrische Doppelleitung kurzgeschlossen werden, 
da bei oben offenen Pfeifen der Druck an der oberen Offnung in erster 
Naherung verschwindet. 

Im Ruhezustand teilt sich der aus dem Kernspalt K austretende 
Luftstrom am Oberlabium O der Pfeife. Im stationdren Schwingungs- 
zustand la6t die im Aufschnitt A horizontal schwingende Luft den aus K 
aufsteigenden Luftstrom an ihrer Bewegung teilnehmen, und es tritt 
wie beim Rohrensender ein Wechselstrom in den Resonator ein. Der 
Resonator wird auf diese Weise entdémpft und zur Schwingung an- 
geregt. Bei groBen Horizontalamplituden der Luftschwingung in A 
schlagt jeweils wahrend einer halben Periode der gesamte Luftstrom 
in den Resonator hinein. Die periodische Resonatorstrémung setzt sich 


* Meinem verehrten Lehrer, Professor Dr. E. MADELUNG, zum 80. Geburtstag. 
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durch A um 90° abgelenkt in den AuBenraum fort, wobei eine Ouer- 
schnittsverengung mit entsprechender Geschwindigkeitserhéhung_ ein- 
tritt. Dabei sollte bedacht werden, daB ahnlich wie beim Réhrensender 
der aus dem Kernspalt zuflieBende Luftstrom klein ist gegeniiber der 
im Resonator schwingenden 
Luftstr6mung. 

Die aus Kk zustrémende 
Luft erfahrt durch die Be- 
wegung der im Aufschnitt 
schwingenden Luftmasse bis 
zum Eintritt in den Reso- 
nator eine seitliche Verschie- 
bung 7. Wie oben dargelegt 
wurde, hangt die Menge der 
in den Resonator aus K ein- 
str6menden Luft von y ab. 
Diese Abhangigkeit bezeich- 
nen wir daher — in Analogie 
zur Rohrencharakteristik — als 
, Pfeifencharakteristik*“*. 7 ent- 
spricht also der Gitterspan- 
nung der Roéhre. 

Fig. 1a unterscheidet sich 
von der tblichen Darstel- 


Fig.1au. b. Analogie zwischen Rohrensender und Lippen- 
pfeife. 

L Induktivitat, R Verlustwiderstand, C Kondensator, 

@ Phasenschieber, 7g Anodenstrom, Jz Strom durch L, Ig 

Strom im Lecher-System (Kondensator), Uz Spannung 


lung der elektrischen Riick- 
kopplungsschaltung durch den 
zusatzlichen Phasenschieber. 
Dieser soll die von der Induk- 
tivitat auf das Gitter zu- 
rickgefithrte Spannung ohne 
Ampltudenanderung um den 


an L, Ug Spannung am Resonanzkreis, Uy Gitterspannung, 
O Oberlabium, A Aufschnitt, AK Kernspalt, / Lange des 
Resonators, i Hohe des Aufschnitts, 6 Breite des Kern- 
spalts, E—E Eintrittsebene der Luftstromung in den 
Resonator, J/g Luftstrom aus dem Kernspalt, Jz; Luft- 
stromung durch den Aufschnitt, J Resonator-Luftstrom, 
€ Verschiebung der Luftmasse im Aufschnitt, 7 Verschie- 
bung des Luftfilms aus K in E—E. 
In b sind die positiven Richtungen der Str6me so gewahlt, 
daB die Vorzeichen der Gleichungen in der konventionellen 


Form erscheinen. Physikalisch setzt sich die Resonator- 
stromung 7 durch — J; im Aufschnitt 4 fort 


Phasenwinkel @ verstellen. Der 
Phasenschieber ist notwendig, 
um die Analogie mit der akustischen Schaltung (Fig. 1b) herzustellen, 
da die Verschiebung 7 des Luftfilms am Oberlabium im allgemeinen 
dem Druck im Aufschnitt um den Winkel m vorauseilt. Der Druck im 
unteren Resonatorende entspricht im elektrischen Fall der Spannung 
an der Induktivitat. 

Die Rolle der Induktivitaét tibernimmt bei der Pfeife der im Auf- 
schnitt schwingende ,,Luftpfropfen‘‘. Dem Verlustwiderstand des elek- 
trischen Schwingkreises entspricht im akustischen Fall die hauptsach- 
lich durch Abstrahlung aus dem Aufschnitt hervorgerufene Schall- 
reibung. 

Z. Physik. Bd. 162 36 
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II. Die elektrische Ersatzschaltung | 

Der weiteren Behandlung des akustischen Problems sei zum besseren 

Verstandnis eine Diskussion der elektrischen Ersatzschaltung der Pfeife | 
vorangestellt. Zur Vereinfachung ersetzen wir die Doppelleitung durch 


den Schwingkreiskondensator C. Die Ergebnisse werden wir im nach- | 


sten Abschnitt auf die Lippenpfeife iibertragen. 


Fiir die Spannung U, an der Induktivitat setzen wir 


U, =uze?*. (1) 


6 


Sie werde iiber einen Ubertrager 1:1 und iiber einen Phasenschieber | 


dem Gitter zugefiihrt (s. Fig. 1a). Die Gitterspannung U, hat demnach | 
die gleiche Amplitude wie U,, mdge jedoch eine Phasenverschiebung @ __ 


gegeniiber U; aufweisen, so daB gilt 


= 1 (wt+p) 
U, = uu, € ; 


Die Gitterspannung wirkt auf den Anodenstrom ein. Dabei iiberstreicht 
U, im allgemeinen auch gekriimmte Teile der Charakteristik, so daB 
der Anodenwechselstrom / nicht sinusférmig ist und in komplizierter 
Weise von der Gitterspannung abhangt. Beachten wir jedoch, daB in 
der von uns betrachteten Schaltung am Schwingkreis bei schwacher 
Dampfung praktisch alle Frequenzkomponenten, die nicht der Schwin- 
gungsfrequenz des Kreises entsprechen, kurzgeschlossen werden, so ist 
fiir die Riickkopplung nur die Fourier-Komponente 

db = 1, et (t+¢) (2) 


\ 


wirksam. Es geniigt daher, in unseren Uberlegungen allein diese Fre- 
quenzkomponente des Anodenstroms J in Betracht zu ziehen. Die 
Amplitude 2, hangt im allgemeinen ebenfalls nichtlinear von der Gitter- 
spannungsamplitude uw, ab. Wir wollen diesen Zusammenhang unter 
Einfiihrung einer Funktion € in Anlehnung an die iibliche lineare Dar- 
stellung in der Form 


ies) U6 (Ug) (3) 


schreiben. Sf(u,) bedeutet hier die ,,Arbeitssteilheit’, sie ist infolge 
der Kriimmung der Kennlinie kleiner als im linearen Fall. Es ist zu 
erwarten, daB ¢ der Bedingung 


. O abet (4) 
gentigt. 


Die Funktion €(u,) werden wir fiir eine bestimmte Charakteristik 
berechnen. 


Bezeichnen wir mit U; die Spannung am Kondensator C, mit I¢ 
und J; die Stréme durch C bzw. die Induktivitat, so ergeben sich — wie 
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man Fig. 1a leicht entnehmen kann — die Beziehungen 


Uc a 1 = 

peepee: ee) (5) 
Ur, wae” 

ane —= 1 ODL 

lo= Lely, 

Ur, ores iwmL 

ie TOS (6) 


Mit (1) und (2) folgt 


i 1 
Io =_£4U; eb? — Ub. 
© hig Ol 


5S 


Beachtet man noch (6), so erhalt man hieraus 


I¢ Fhe yp twL ip 1 
Uc Ug R+ioLl R+iaLl 


=O). 


Zusammen mit (5) ergibt sich die ,,Frequenzbedingung“ 


NR(w)- G(@) =1, (7) 
eine komplexe Gleichung, die mit der Thomson-Frequenz a, = oa 
die Gestalt ae R . yLe 

o(1—i =t27 4 oe" (8) 
ws \ aL, Ug 


annimmt. Gl. (8) ist identisch mit den beiden reellen Gleichungen 


te aoe , (9) 
OL 
Wy 1 
ae (10) 
RE 08" 


(9) gilt in dieser Form nur fiir schwache Dampfung, die wir im folgenden 
stets voraussetzen. Nach Gl. (10) ist cos mw nur auf positive Werte be- 
schrankt mit 


Fiihren wir die halbe Halbwertsbreite der Resonanzkurve 


R 
ee ai 
ein, so laBt sich (9) auch in der Form 
Ay 
tS eng (11) 
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schreiben. Hier ist Ay =y—v, die Abweichung der Betriebsfrequenz y 
von der Resonanzfrequenz 1). Eine ganz entsprechende Beziehung 
werden wir in III. bei den Pfeifen wiederfinden. Die Hinzunahme einer 
Phaseninderung bewirkt also zusammen mit dem Dampfungswider- 
stand R eine Abweichung der Betriebsfrequenz von der Resonanzfrequenz. 
GréBe und Vorzeichen dieser Frequenzinderung konnen aus (11) ent- 
nommen werden. Bedenken wir, daB der Quotient 7,/u, nach (3) eine 
Funktion der Gitterspannung ist, so legt (3) die Gitterspannungsampli- 
tude uw, fest, auf die der riickgekoppelte Sender einschwingt. 

Der Einschwingvorgang kann mit (8) ebenfalls behandelt werden, 
wenn wir @ als komplexe Frequenz betrachten. Loésen wir nach @ auf, 
so erhalten wir fiir den linearen Teil der Charakteristik mit der Steilheit S 


Sa - S cos 1 
OW) +> sng —t se é (12) 
S) SCORN 
RC 


Gl. (12) beschreibt den linearen Einschwingvorgang. Das Vorzeichen 
der Klammer entscheidet dariiber, ob eine vorhandene Schwingungs- 
amplitude angefacht wird 
oder exponentiell abklingt. 
Bei positivem Vorzeichen 
tritt eine /Errerungeader 
Schwingung ein. 

Zur Berechnung§ der 
Endamplitude, der sich die 
Schwingung nach (10) durch 

Fig. 2. arctg-Charakteristik die Sattigungserscheinung 

des Anodenstroms ndhert, 

wollen wir eine Annahme tiber die Charakteristik machen. Wir 

wahlen die arctg-Charakteristik mit dem Ruhepunkt des Anoden- 
wechselstroms in der Mitte (Fig. 2). 


of 


Bezeichnen wir mit /, den Sattigungsstrom, so erhalten wir fiir J 
die Darstellung 


oe) a = aretg |e sin (@ ¢ + ”)| : (13) 


Die GroBe e hat die Dimension einer Spannung. Bedenkt man, daB sich 
bei kleinen Aussteuerungen der Gitterspannung fiir Anodenstrom und 
Gitterspannung der lineare Zusammenhang 


J =Su,sin (wt + ¢) 
ergibt, so liefert ein Vergleich mit (13) 


S —— Js 


Ge 
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Durch geeignete Wahl des Parameters e kann also unabhangig vom 
Sattigungsstrom J, die Steilheit der Charakteristik eingestellt werden. 

Fur die Amplitude 7, der 1. Fourier-Komponente (2) von J finden wir 
in bekannter Weise 


22 


i ee p)aretg |" sin (x- + @)pae. 


Die durch (3) definierte Funktion € hat hiernach die Gestalt 
eae f sin(x +9) arctg |“ sin (% + \l dx (14) 
yg To f ee ? (Ee atie 


0 


Die Auswertung des Integrals liefert (s. Anhang) 


Ces |e eee 
Mada See (15) 
eas | is apna oie ue 
See 
Aus Gl. (15) und aus der Auflésung dieser Gleichung nach 
ur = 
Ee ee (16) 


folgt sofort die Bedingung (4). 
SchheBlich wollen wir noch die Amplitude w, der Gitterspannung 
bestimmen. Hierzu eliminiert man aus (3) und (10) 7 z, und findet 


S) a COS P 


Setzt man diesen Wert in (16) ein, so folgt das Ergebnis 


u i 1 
Ce v6 RE OE” | { oa ue 


5 me COS P 


In Ubereinstimmung mit (12) ist eine stabile Endamplitude nur méglich, 
wenn der Radikand positiv ist. 


III. Theorie der Lippenpfeife 


Es handelt sich jetzt darum, die fiir die elektrische Ersatzschaltung 
durchgefiihrte Theorie auf die Pfeife zu itbertragen (vgl. Fig. 1). 

Bilden wir an der Eintrittsebene E —E des Resonators den kom- 
plexen Quotienten aus Druck # und Strom J, den wir }i(@) nennen, so 
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erhalten wir mit der Leitungstheorie fiir offene Pfeifen 


2 =R@) =iZtghl. (17) 
k =q/c ist die Wellenzahl, 
Vis 
Q 


bedeutet den akustischen Wellenwiderstand des Resonators, der sich 
aus den akustischen Leitungsgleichungen 


0 Ol op él Q op 
Q at Ox’ Ox oc? at 


berechnen l]48t. Hier bezeichnet @ die Luftdichte, 


(— #Po 
| @ 


die Schallgeschwindigkeit, Q den Querschnitt des Resonators, und J 
den Resonatorstrom, definiert durch das Produkt von Querschnitt und 
Geschwindigkeit, J =Q - v. 

Wir betrachten speziell den Schalldruck # in der Eintrittsebene des 
Resonators in seinem Zusammenhang mit dem Strom J,, der definiert 
ist durch Renee (18) 
Hier ist v,; die Geschwindigkeit der Luftstr6mung im Aufschnitt der 
Hohe h und der Labienbreite d, die wir nach auBen positiv rechnen. Die 
Verschiebung € der Luft im Aufschnitt sei nach zmnen positiv gerechnet ; 
wir setzen also 


Sei fp, die Druckkomponente, die die Tragheit der bewegten Luft iiber- 
winden muB, so ist nach dem Grundgesetz der Mechanik 


2 
Pr =— os Se =eswr€ (19) 
fiir periodische Verriickung 
é = Ey eet 


Die Druckkomponente #, ist also phasengleich mit der Verschiebung & 
der Luftmasse im Aufschnitt. In (19) bedeutet s die effektive Lange des 
, Luftpfropfens“. 

Fihren wir einen Reibungswiderstand R im Aufschnitt ein, so ist der 
Gesamtdruck # in der Eintrittsebene des Resonators mit dem Strom 
I, verkniipft durch ai 
pe Tee ea (20) 
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Der Reibungswiderstand R ist bedingt durch die Strahlungsreibung, 


kann aber auch andere Verluste enthalten. L wird nach RAYLEIGH durch 
die elektrische Kapazitat C dieser Offnung bestimmt, 


L=—-¢. (21) 


(Vgl. Abschnitt IV.) Wie in II. gilt 
al (22) 
und fiir den aus dem Kernspalt austretenden Luftstrom sei gesetzt 
I, =i, err, (23) 


Der Faktor g hat die GréBenordnung 1 und soll beriicksichtigen, daB die 
Symmetrie der Stroémung durch den Pfeifenaufschnitt aus konstruk- 
tiven Griinden im AufSen- und Innenraum gestért ist und daB gewisse 
Voraussetzungen der Rayleighschen Theorie schallabstrahlender Off- 
nungen bei der Pfeife nicht erfiillt sind. Diese St6rungen bewirken, daB 
die Kapazitat der Offnung verandert erscheint. 

Nehmen wir ein festes Verhaltnis d/h an (das im Orgelbau oft gleich 4 
gewahlt wird), so wird man naherungsweise C der Rechteckseite d 
proportional setzen, 


g. (24) 


] 
Gy 
| 
| & 


f ist eine dimensionslose Zahl der GroBenordnung 1, die in praktischen 
Fallen meist zwischen 2 und 3 liegt *. Mit (21) folgt 


Ene. 

i= =) is (25) 
Diese Beziehung laBt sich anschaulich deuten, wenn wir — wie in 
Gl. (19) — der schwingenden Luftmasse im Aufschnitt eine effektive 
Lange 

Saaiiaoh 
zuordnen. Dann gilt namlich 

ee. } dvr men: d(vy:h- a) __ aly 
Ba O81 NS eed aa: ae Tre 


Fiir den Reibungsfaktor R liefert die Rayleighsche Theorie, wenn die 
Reibung am Pfeifenaufschnitt lediglich auf Abstrahlung beruht, 


LOO 

he ; (26 
pace ) 
x Bei kreisférmigen Aufschnitten mit dem Durchmesser d ware nach (67) f= 1 


zu setzen. Dasselbe gilt angenahert fiir quadratische Aufschnitte gleicher Flache. 
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(Der Faktor g’ tragt wieder den oben erwahnten Einfliissen Rechnung.) 
Die Abstrahlung am offenen Pfeifenende, die etwa ebenso grof ist wic 
der Strahlungsverlust am Aufschnitt, beriicksichtigen wir formal da- 
durch, daB wir in Gl. (26) R verdoppeln und einen weiteren Faktor 
y*>1 hinzufiigen, der alle tibrigen Energieverluste beriicksichtigen soll. 
Ziehen wir diesen Faktor mit g’ zu y’ zusammen, g’ - y* =y’, so geht 
(26) tiber in 


hk? 0c , 5 
Ko ae (27) 
und mit (25) ergibt sich 
R POTS ag 
i arias 


Da fiir den Grundton der offenen Pfeife etwa 
[ol = aie 
ist, darf im allgemeinen angenommen werden, dab 


R 
oL 


<<aill 


ist, daB also die Pfeifenschwingung schwach gedaémpft ist. In IV wird 
gezeigt, wie R und L experimentell bestimmt werden kénnen. 

Die (7) analoge Frequenzbedingung fiir die Lippenpfeife laBt sich auf 
die gleiche Weise wie friiher berechnen, indem man mit Hilfe von (22), 
(23) und (20) den Quotienten //f=W(m) bildet und wieder die Be- 
ziehung (7) formuliert. (w) entnehmen wir Gl. (17). An Stelle von (8) 
erhalten wir hier 


OA eee en ees 28 
= (1 ic )etghl = 1 oe a (28) 


Zwischen der Druckamplitude #,, von #, besteht nach (19) die Relation 
Prof WOO" E,. (29) 


Die Phasenverschiebung w hangt mit der Laufzeit t des aus dem Kern- 
spalt austretenden Luftstroms im Pfeifenaufschnitt zusammen!. Wie 
friiher sei 


E — ee elt 


die periodische Verriickung des ,,Luftpfropfens‘‘ im Aufschnitt. Unter ¢ 
moge der Zeitpunkt verstanden sein, zu dem ein Luftteilchen, das 7 
sec frither aus dem Kernspalt ausgetreten ist, am Oberlabium ankommt. 
Es nimmt beim Durchlaufen des Aufschnitts an der Bewegung der 
schwingenden Luftmasse teil und erleidet wahrend seiner Laufzeit + 


1Vgl. Miter, W.: Diss. Univ. Frankfurt a.M. 1956. 
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die Verschiebung 7 (é), die wir im einfachsten Fall in der Form 


nl) =s() —EC 


Ss 


Teen eo (4 — eer) — = Np e (ete) 
ansetzen kénnen (vgl. Fig. 4b) 


(30) 


Fiir die Verschiebungsamplitude 7, und den Phasenwinkel @ ergeben 
sich aus (30) die Beziehungen 


(31) 
OT 
cos my = sin sa (32) 
P OT 
sin 
t OT zZ 
sin y = cos 
SIM ~ COS So | ere (33) 
BY _| 
2 | 
Stabile Schwingungen treten — wie in (10) und wie in der folgenden 
Diskussion der Gl. (28) gezeigt wird — nur auf, wenn cos @ positiv ist 
wenn also gilt 


IU IU 
5 OK =F ae 


wobei wir die engere Umgebung von 4 
(32) muB x auf den 1 


(32) und (33) ergibt sich 


ausschlieBen wollen 


Nach 
. Quadranten beschrankt werden 


» wanxal 2 Aus 
tg mp =ctg — aie (34) 


Zur Diskussion von (28) spalten wir diese komplexe Gleichung in zwei 
reelle Gleichungen 


ta HOE sin DY, 


Pa Nes rie (35) 
Eee hfe 8p Ts 
FON ae S—p 


Lo 


(35 b) 


auf. Eliminiert man aus den Gln. (35) den Quotienten 7,/p;, so folg 
die Frequenzbedingung in der Form 


Zy 


oL MS d= Tg teailige aE tee (36) 
Hier ist im allgemeinen der von der Riickkopplung herriihrende Zusatz- 
term eke tg y| als klein gegeniiber 1 zu betrachten. Ist tg p=0, so 
geht die Frequenzbedingung iiber in 
Jb, Ji, 
Cesta saath 


pee (7a) 
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Die hieraus zu entnehmenden Frequenzen w, sind die Eigenfrequenzen 
des Pfeifenhohlraumes. Dieselbe Bedingung folgt namlich auch aus 
Gl. (17), wenn wir nach Fig. 4a den Resonatorwiderstand %t(@) durch 
Einbeziehung der Induktivitat zu einem geschlossenen Schwingungs- 
kreis erginzen. Im geschlossenen Kreis ist dann 7Z tg kl +1mL =0. 

Bei gedeckten Pfeifen sind die Eigenfrequenzen an Stelle von (37a) 
festgelegt durch 


ctg kal == S0h — A0ee (37) 


Ersetzen wir noch L und Z mit Hilfe von (25) und (17), so erscheinen die 
Frequenzbedingungen (37a) und (37b) in den Formen 


tghl=—1i1 far offene Pfeifen, (37¢) 
ctg kyl = = hol fiir gedeckte Pfeifen. (374) 


Dabei bedeuten Q den Querschnitt der Pfeife, d die Labienbreite und 
1 die Lange des Resonators, und es ist 1</<3. Bei weiten Mensuren 
weichen — wie man (37) entnimmt — die Eigenfrequenzen des Pfeifen- 
kérpers merklich von der harmonischen Folge ab. Sie liegen hdher als 
bei harmonischer Lage zu erwarten ware, ein Effekt, der besonders bei 
schmalen Labien (d klein) auftritt. Im allgemeinen ist in (37) 


Q E86 
Wie FN (38) 


In nullter Naherung erhalten wir deshalb aus (37c) bzw. (37d) die 
bekannte harmonische Folge der Eigenfrequenzen mit einem durch 
kyl =x bzw. kyl =2/2 festgelegten Grundton. In erster N&herung sei 
fiir den Grundton der offenen Pfeife kyl =a — e. Tragt man diesen 
Ansatz in (37c) ein, so ergibt sich eine Verringerung der Grundton- 
frequenz auf den Wert 
Eo a pe (39) 
iS aire 
Der Bewegungsknoten liegt also bei offenen Pfeifen nicht genau in der 
Mitte des Resonators, sondern infolge des Mitschwingens der Luft im 
Aufschnitt etwas tiefer. In der elektrischen Ersatzschaltung wiirde eine 
induktive Belastung einer an einem Ende kurzgeschlossenen Doppel- 
leitung denselben Einflu8B haben. Gl. (39) kann zur experimentellen 
Bestimmung des Faktors f dienen. Die strenge Lésung der Gln. (37) 
liefert uns die héheren Eigenfrequenzen des Resonators. Sie weichen 
von den Harmonischen der Grundfrequenz nach oben hin ab*. Fig. 3 


* Die nicht harmonische Folge der Eigenfrequenzen erscheint deutlich hérbar 
bei stoBhafter Anregung im Einschwingvorgang der Pfeife. Diese Erscheinung 
spielt eine wesentliche Rolle beim Klangerlebnis eines Orgelregisters. 
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und die Tabelle geben die Eigenfrequenzen fiir vier verschiedene Men- 
suren wieder. 

Die Eigenfrequenzen der gedeckten Pfeifen erhalten wir aus (374), 
wenn in Fig. 3 das System der tg-Kurven um z/2 nach rechts verschoben 


“3 
} 
-Y 
} 
I 
Fig. 3. Bestimmung der Eigenfrequenzen w, = ky: c als Losungen der Gleichung tg ky! = — mkyl, m= ot 


fur 47 — 030550315 0;250)3 


und die verschobenen Kurven (die jeweils in der Mitte zwischen zwei 
tg-Kurven der Fig. 3 legen) mit den Strahlen zum Schnitt gebracht 
werden. Auch hier sinkt die Grundfrequenz der Pfeife mit wachsendem 


Tabelle. Eigenfrequenzen bis zuv 4. Havmonischen ftir vier offene Lippenpfeifen mit 


Qf 


i = OKO 3 Op OAR NOs 
ihe ee re) 


1.Har- | 2. Har- 3. Har- 4. Har- 

monische | monische monische 
6) 3,14 6,28 yl Il) AL) 
0,05 2,99 5,99 9,00 NAC? 
0,1 2,86 SVK) 8,71 11,70 
0,2 2,65 5,46 8,39 11,41 
0,3 2,48 5,28 8,24 | 11,28 


m ab. Im Grenzfall m>>1, der im Orgelbau nie vorkommt, kann 
tgkyl ~kjl gesetzt werden. Man erhalt dann aus (37d) die Eigen- 
frequenz eines Helmholtz-Resonators mit dem Volumen V =Q -J/. Seine 
Wellenlange A ist also gegeben durch 

V-f 


A= 201: \m = 20 ]/ A 
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Sind die Wéande des Resonators diinn gegeniiber dem Durchmesser d 
einer kreisformigen Offnung, so ist f=1 zu setzen. 
Die der Gl. (10) analoge Beziehung erhalten wir, wenn wir Gl. (35a) 
durch (35b) dividieren und nach 7,/f; 9 auflésen: 
ia 0 ee (40) 
Pro w? L? cos p ve a ee 
oL 


: : : ‘ R 
Setzen wir wieder schwache Dampfung voraus, so kann Aer tggm gegen 
(69) 


{ vernachlassigt und der zweite Faktor auf der rechten Seite von (40) 
durch 1 ersetzt werden. 

Wir werden unten Gl. (40) zur Berechnung der stationaren Pfeifen- 
amplitude heranziehen. 

SchlieBlich wollen wir noch die Giiltigkeit der Gl. (9) auch im akusti- 
schen Fall zeigen. Hierzu gehen wir aus von Gl. (36) in der Form 


ol 


Zz 

(69 =k etek! (36) 
Beschranken wir uns auf die Nahe der Eigenfrequenz ky und beachten, 
daB fiir die Eigenfrequenzen tg g=0 wird, so konnen wir tg k/ an der 
Stelle k,/ entwickeln, 

— lA k / — 7 
a ea SG ay reer Ak =k — hp, 

und es gilt genahert 

tgkl=tgkjl +1 Ak. 


Setzt man diese Naherung in (36) ein, so folgt 
1: Lot 
tgp =Ak—— + Ak—_. (44) 


Hier kann nach (38) der erste Summand gegen den zweiten auf der 
rechten Seite vernachlassigt werden, so daB (41) die Gestalt 


Za 
tgp =z! Ak (42) 


annimmt. Berticksichtigen wir noch, daB fiir die halbe Halbwertsbreite 
der Resonanzkurve die Beziehung 
Ro4 
A Ry = Z . = 


besteht, wie im IV. Teil dieser Arbeit gezeigt wird, so geht (42) in der 
Tat in die mit (11) identische Gleichung 


tg 2) = Ak 


iiber. Aky 
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Fir die folgenden Betrachtungen nehmen wir zur Vereinfachung 
an, daB der Winddruck zunachst so gewahlt ist, daB die Pfeife mit der 
Phasenverschiebung g=0 auf der ungedimpften Eigenfrequenz der 
Grundschwingung arbeitet. Nach (34) sei alsowt =z. Steigert man den 
Winddruck, so wachst die Pfeifenfrequenz nach (34) und (42) zunichst 
stetig an. Dies ist ein Effekt, der jedem Orgelbauer zur Geniige bekannt 
ist. Dabei erfahrt der Pfeifenklang eine Aufhellung und die Pfeife klingt 
scharfer. Wie ist das zu verstehen ? Das Klangspektrum der Pfeife ist zu- 
nachst durch das Fourier-Spektrum des ,,Anodenwechselstroms‘’ be- 
stimmt, das harmonisch liegende Oberténe besitzt, die entsprechende 
Eigenfrequenzen des Resonators anregen kénnen. Die Resonanzfrequenzen 
des Resonators liegen aber nach der Tabelle nicht harmonisch, so da® 
insbesondere bei weiten Mensuren schon die erste Fourier-Komponente des 
,Anodenwechselstroms eine Eigenfrequenz des Resonators vorfindet, 
die einige Hertz zu hoch liegt. Bei hinreichend groBem Frequenzabstand 
bleibt deshalb die Resonanzverstarkung bereits bei der Oktave des Grund- 
tons aus, so daB der Klang weit mensurierter Pfeifen sehr dunkel ist. 
Wird der Winddruck erhoht, so wird die Grundfrequenz mit allen ihren 
Fourier-Komponenten angehoben*®, und es kann auf diese Weise die 
Oktav-Resonanz herbeigefiihrt werden. Das Klangspektrum hellt sich 
also mit wachsendem Winddruck auf, wobei schlieBlich die Oktav so 
stark in Erscheinung treten kann, da der Grundton der Pfeife ganz aus- 
geloscht wird: die Pfeife ttberblast. Bei dieser sehr bekannten Erschei- 
nung wirken also, wie wir sahen, zwei verschiedenartige physikalische 
Phanomene zusammen: die nichtharmonische Lage der Eigenfrequenzen 
und das Ansteigen der Pfeifenfrequenz mit wachsendem Winddruck. 

Wir wollen nun in die Diskussion der stationaren Endamplitude der 
Pfeifenschwingung eintreten. 

Betrachten wir wie in II. die Charakteristik als symmetrisch und 
legen den Ruhepunkt des ,,Anodenstroms“ in die Mitte, so ist die Am- 
plitude des Stromes durch den halben Wert des Sattigungsstroms hk 
gegeben. /, wird als Emissionsstrom des Kernspaltes durch 


festgelegt. Hier bedeuten v die Geschwindigkeit der aus dem Kernspalt 


austretenden Luftstrémung, d und 6 Breite und Weite des Kernspaltes. 
Damit kénnen wir in Analogie zu (13) setzen 


arctg ae (44) 


Die Verschiebung  tritt jetzt an die Stelle der Gitterspannung. ¢ ist 
ein Parameter, der ebenfalls die Dimension einer Verschiebung hat. 


* Dieselbe Wirkung hat nach (34) und (42) eine Verringerung der Aufschnitts- 


hohe h. 
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Die Steilheit im Ruhepunkt der Charakteristik 


$= (aghce 


betragt nach (43) und (44) 


-d. (45) 


In (45) konnen wir 


eee eee (46) 


als die Geschwindigkeit des Luftfilms bei seiner Ankunft am Ober- 
labium auffassen, weil damit (44) beientsprechend kleinen Elongationen 
iibergeht in 


Jav-d-n. (47) 


J l&Bt sich anschaulich deuten, wenn wir bedenken, da im linearen 
Fall bei einer Verschiebung des Luftstroms um y ein zusatzlicher Strom 
durch die Flache d-7 in den Resonator eintritt, dessen Stromstarke 
durch das Produkt aus Flache und Geschwindigkeit [also Gl. (47)] 
gegeben ist. 

Da w’ sicher kleiner als v ist, denken wir uns in (46) den Parameter « 
so gewahlt, daB 


ist. 
Wie friiher ist die 1. Fourier-Komponente von J 


I, (t) =%sin(wt+ q). 


Fiir die Amplitude z, erhalten wir mit komplexer Integration — in 
Verallgemeinerung von (47) und im Sinne von Gl. (3) — 


bp HT Hig eh, (48) 


wobei genau wie in II. € gegeben ist durch 


She (49) 
= 2e 1] \ 
ie 
Aus (49) folgt durch Auflésen nach 7%» 
Ne A 
ae eS (50) 


Die Amplitude 7, ist mit diesen Gleichungen als Funktion von 7) bekannt. 
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Andererseits ergibt sich im Rahmen unserer Naherung aus (40) 
wenn man £9, %, L, R und cos mit Hilfe der Gln. (29), (31), (25) 
(27) bzw. (32) eliminiert, 


ta =o 


d 


hd? k? cy’ 
22 f sin? (=) 
é) 


(54) 


Setzt man diesen Ausdruck mit (48) gleich, so gelangen wir zu einer 
Darstellung von ¢ 
k?hdcy’ 


c= , 
: Ot 
22f v’ sin? (=) 


(52a) 


Dieses Ergebnis bedarf noch einer Erginzung. Bisher war namlich 
angenommen worden, daB der ,,Anodenstrom‘‘ (48) sich in seiner vollen 
Starke an dem Zustandekommen der Resonatorschwingung beteiligt. 
Man wei aber, daB8 durch Wirbelbildung in der Nahe des Oberlabiums 
ein Teil dieser Str6mung fiir die Schwingungserzeugung nicht wirksam 
ist. Deshalb darf man die Str6mungen aus (48) und (51) erst dann einander 
gleichsetzen, nachdem man auf der rechten Seite von (48) einen Faktor 
0<1 hinzugefiigt hat, der den ,,Anodenstrom“ auf seinen wirksamen 
Anteil erniedrigt. Man erhalt dann an Stelle von (52a) fiir ¢ 


eee Rehdcy’ ; ot 
en 

nfl COE 

2afv’bsin® (2) 


=e, (52b) 


also eine Korrektur, die darauf hinauslauft, da anstatt des friiher de- 
finierten Faktors y’ der Faktor y>vy’ eingeftihrt werden muB8. 

Setzt man diesen Wert in (50) ein und beachtet man den Zusammen- 
hang (31) zwischen 7) und &), so erhalt man als Ergebnis fiir die Ver- 
riickungsamplitude ¢, der Luft im Pfeifenaufschnitt 


eet 260. f. “19 OT hd y 
Hier ist 
= U 
== 
und nach (46) 
Cea gee: 
a Cc - It E 


Unter Einfiihrung zweier Zahlen n und n’ sei gesetzt 


h / 1 / 
T a ed und fp arial n >n 1. 
n trigt der Verlangerung der Laufzeit Rechnung, die durch die Ab- 
nahme der Geschwindigkeit der Luftstromung im Aufschnitt bedingt 
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ist. Die Luftgeschwindigkeit 6’ am Oberlabium sei gleich dem n’-ten 


Teil der Austrittsgeschwindigkeit. 


Verwenden wir nun die Abkiirzung 


OT mh-n 
2 Pe 
so geht (53) ttber in 
mee y 
o) / sin? x i Py oh 
oo == Ln Mee Ki ee : 
: kd y | Gg EE 


G3 OY OS G6 


Fig. 4. Verriickungsamplitude €, der Luftstromung im Aufschnitt in Abhangigkeit von der relativen Ge- 
schwindigkeit 6 = v/c der aus dem Kernspalt austretenden Luftstromung ftir ein Pfeifenmodell mit / = 83cm, 


: 38 70°°R 
aa i 


Qik 


Ae Cm. a —=97 Cy O— 0.03: CI — 1 O00) Sn 9t— 91, ay en 


&, nimmt als Funktion von f — man beachte (54) — ein flaches Maximum 
an bei Bf =Bymax- Fir hinreichend kleine x, fiir die man die Entwicklung 


einfiihren kann, ergibt sich aus (55) fiir B 


max 


y= a 
Se DM If 
sex = 2 m-h- \/ 8 we a APagl © 


(56) 


(57) 


In Fig. 4 ist die Funktion &,(f) fiir die Daten eines Pfeifenmodells 


dargestellt. “Die Zahlenwerte: sind” =n ==4597 = = 2.5) ore 


Ly 


d=7cm; h=1,75cm; 6=0,03 cm; w=1000sec?; c=3,4-10!cm- 


sect. 


Der Zeichnung entnimmt man in Ubereinstimmung mit (57) den 
Wert Bmax =0,056. Dieser Wert entspricht einem Winddruck von 22 mm 
Wassersdule. Mit den Zahlenwerten ergibt sich ferner x =0,46 fiir Baas, 
so daB die Entwicklung (56) noch erlaubt ist. Fiir diesen Wert x erhalt 
man aus (34) einen Phasenwinkel von 63°. SchlieBlich wollen wir noch 
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die Maximalverschiebung der Luft im Aufschnitt mit den Werten 


5 Gj . oe ° . in2 
unseres Zahlenbeispiels berechnen. Hierzu kénnen wir in (55) ase 1 
x 


setzen und im Radikanden den zweiten Summanden gegen den ersten 


vernachlassigen. Man findet & =0,13 cm. Fiir die Schalldruckamplitude 
Por am unteren Ende des Resonators ergibt sich damit und mit (29) 


f? a) 
aged Te dove e (58) 


mit unseren Werten f,, =7,8 mm WS. 

Mit Hilfe von (18) laBt sich leicht ein Vergleich zwischen der Ampli- 
tude von J; und der gré8ten méglichen Amplitude von J,, die nach 
(43) gegeben ist, durchfiihren. Es ergibt sich naherungsweise — wenn 
der Wurzelausdruck in (55) gleich 1 gesetzt wird — 

Gam as Bl h . a 
ye” ee (59) 
Die rechte Seite hat die GréBenordnung 5 Ac 


Die abgestrahlte Schalleistung, die bei offener Pfeife etwa der ver- 
doppelten Ausstrahlung aus dem Aufschnitt mit der Flache F ent- 
spricht, ist unter gewissen Voraussetzungen gegeben durch 


W = 


re Oi ie (60) 


7 


Setzt man F = d-h und & aus (55) ein, so folgt 
WHF. pcm stn. (61) 
Dag We 
In unserem Zahlenbeispiel ist W =1,8 - 107-3 Watt. 

Fiir héhere Frequenzen oder weitere Kernspalte wiirde (58) Schall- 
drucke liefern, die sehr bald tiber dem Winddruck hegen wiirden. Dies 
liegt daran, daB wir in unserer Rechnung die ,,Anodenriickwirkung“ ver- 
nachlassigt haben, also die Behinderung der austretenden Kernspaltluft 
durch die entgegenwirkende Schalldruckamplitude. Wird diese Behinde- 
rung sehr kraftig, so kann die Schalldruckamplitude nie tiber den Wind- 
druck ansteigen, und man darf annehmen, daB die Schalldruckamplitude 
durch den Winddruck limitiert wird. Ob man mit derart groBen Schall- 
drucken zu rechnen hat, hangt indessen davon ab, wie groB der Wirkungs- 
grad @ in (52b) ist. Kleine # erhéhen y und erniedrigen in (58) den 
Schalldruck und nach (61) die abgestrahlte Leistung. Die genaue Er- 
mittlung von # und y muB den Experimenten vorbehalten bleiben. 

Zum SchluB wollen wir noch eine Folgerung aus der vorgetrage- 
nen Theorie ziehen, die fiir den praktischen Orgelbau wichtig ist. Hier 


Z 
37 


Z. Physik. Bd. 162 
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geht es unter anderem darum, die Pfeifen eines Registers in bezug auf 
ihre Schallabstrahlung aufeinander abzustimmen. Gl. (61) fiir die ab- 


. : e: O-h\2 
gestrahlte Schalleistung zeigt, daB diese genahert durch ( aa ge- 


geben ist. Entsprechend den Erfahrungen des Orgelbaus kann also eine 
Pfeifenreihe durch Anderung der Weite 6 des Kernspaltes ,,intoniert™ 
werden. Im mittleren Bereich setzt man etwa h/l =1/80. Damit bei 
den Bassen die Abstrahlung gentigend stark ist, miissen die Kernspalte 
bei den tiefen Frequenzen erheblich erweitert werden. 


IV. Theorie eines akustischen Resonanzversuchs mit Lippenpfeifen 


Zur experimentellen Priifung von Gl. (42) miissen die durch Ab- 
strahlung und andere Ursachen bedingten Pfeifenverluste ermittelt 
werden. In dem in Fig. 5 dargestellten Resonanzversuch kann der 

Quotient R/Z in (42) bestimmt 


W werden. Man strahle in das offene 

; si Ende der Pfeife mit Hilfe eines 

ie Ve Lautsprechers die Frequenz w ein 
g, \ Q; ; ~\. und untersuche mit einem im 
ai Inneren des Resonators befind- 


lichen Mikrophon die Resonanz- 
erscheinung, die bei Variation 


; ie von @ zu beobachten ist. 
ae In Fig. 5 seien unter g, und 
Te k y; die Geschwindigkeitspotentiale 
R gm, im Auenraum links von der 
a Schallwand W —W bzw. im In- 
2 2 nern der Pfeife verstanden. Druck 


Fig. 5au.b. Akustischer Resonanzversuch an der und Geschwindigkeit an jeder 


Lippenpfeife (a) und elektrische Analogieschaltung (b). : : 2 
W—W Schallwand, gg und g; Geschwindigkeitspoten- Stelle sind dann in bekannter 


tial im AuBen- bzw. Innenraum, L, und L, ,,Induk- Weise gegeben durch 


tivitat‘‘ der Luftmasse in der Pfeifendffnung bzw. im 


Aufschnitt. / Lange des Resonators, n Normale auf ———— grad QP 
W—JW, R, Vorwiderstand, R Eingangswiderstand der 
Doppelleitung zwischen den Klemmen / und 2, = a 07) 
R, AbschluBwiderstand p are ater 


Aut der Schallwand muf die Normalkomponente der Geschwindigkeit 
a verschwinden. 


Wir machen daher den Ansatz 


EY, Pies -p—tkhr 
Pq = ae it® 4 getike +f = (62a) 


peace tapes (62b) 
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Das Integral tragt der auftretenden Streustrahlung in den linken Halb- 
raum Rechnung. Integriert wird tiber die Offnung der Pfeife. Das in 
(62b) auftretende Amplitudenverhiltnis 
B — 
a — q 
ist durch den komplexen AbschluBwiderstand }t, bei « =/ bestimmt. 


Definieren wir eine i, proportionale dimensionslose GréBe 385 durch 


(63) 
so ergibt sich nach (62b) 


(64) 
In der Nahe der Offnung kénnen wir bei x =0 im Integral von (62a) 
die e-Funktion entwickeln. 


Brechen wir die Entwicklung nach den 
ersten beiden Ghedern ab, so erhalten wir 


—ik ae Sel falbed 
[= “df= {2 ik- [ods 
* if « y « 
und fiir die Geschwindigkeit im AuBenraum in Richtung der Normale 
bzw. in x-Richtung bei x =0 


(2) =e 
On }x=0 


2 } = 20. 
On /x=0 
Zur Bestimmung der Amplitude A schlieBen wir die Potentiale gm, und 
g, und die akustischen Stréme J =v 
aneinander an und gelangen zu 


Q =— Q grad p bei x =0 stetig 


2a+ f° ik fodf = At +9), 
I, (0) = 


(65) 
-—2nfodf=ikQ A(t —g) =1,(0). 


(65 b) 
Fiihren wir noch die elektrostatische Kapazitat C, des Pfeifenquer- 
schnitts bei x =O ein, definiert durch 


iol: sen 


so folgt aus den beiden Gln. (65) die Amplitude 4 


4 hae 2a 
SP sheer eSwilereby © 
Dabei wurde gesetzt 
. k? 5 BO 
ened 


(66) 
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Fiir eine kreisrunde Offmung mit dem Radius 7 betragt diese Kapazi- 
Caner, 


C,= 27. (67) 
It 
Damit ergibt sich fiir den in den Resonator einflieBenden Strom 
bers ==0 
1(0) as 2aikQ 
el +o + 1B, 
NU 
p (0) (68) 
= 2 p (0) 


Law apogee sae 
+ a + 1B, Zoe Ala + if) 


Hier bedeuten #(0) den Druck der ankommenden und reflektierten 
ebenen Wellen bei x =0 und 


und 


dann geht (68) iiber in 


I(0) = #(O) (70) 


Ww bedeutet den Eingangswiderstand der Leitung, Jt = BS , wie 
sich aus (62b) ohne weiteres ergibt. : 


Gl. (70) laBt also eine einfache Deutung zu, wenn wir die elektrische 
Ersatzschaltung der Pfeife betrachten (vgl. Fig.5b). St ist hier der 
Eingangswiderstand der Leitung zwischen den Klemmen 1 und 2, , 
der den Klemmen 1 und 2 vorgeschaltete komplexe Widerstand, der 
akustisch durch die mitschwingende Luftsaiule vor der Offnung (bei 
x =0) zustande kommt. Dabei entspricht der Streustrahlung, die von 
der Offnung in den linken Halbraum ausgeht, ein Strahlungsverlust, 
der durch « gegeben ist; der Tragheit der mitschwingenden Luft, die 
durch £, dargestellt wird, entspricht im elektrischen Ersatzschaltbild 
eine Induktivitat L,. Der Eingangswiderstand § ist durch die akustische 
Leitung und deren AbschluBwiderstand St, festgelegt. Fiir den AbschluB- 
widerstand }, gilt mit den Bezeichnungen von (63) 
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%» und f, kénnen in Analogie zu (66) ebenfalls berechnet werden, wobei 
die Schallstro6mung durch das offene Pfeifenende durch den Schall- 
strom im Pfeifenaufschnitt zu ersetzen ist. Die entsprechende Betrach- 
tung ergibt 
ay. OIF -kQ | 
Oa bee eee as (71) 
Oe ai g bedeutet — wie in (24) angegeben — die elektrische Kapazitat 


, 


der Aufschnitts6ffnung. Die Bedeutung der Faktoren g und g’ wurde 


ebenfalls in III. dargelegt. 
Der Vergleich der Gln. (71) und (66) fithrt auf die Beziehungen 


hy = 0 8, Bo =F f- By. 


Da fiir die Lippenpfeifen annahernd 47 =3d angenommen werden kann 
und fa 2 gilt, ist mit einem Verhaltnis £,:£, von etwa 6 zu rechnen. 
Wegen der Proportionalitat der Induktivitéten der Ersatzschaltung L, 
und L, mit B, bzw. 6, kann man also L, gegen L, in erster Naherung 
vernachlassigen. 

Zur Berechnung des Eingangswiderstandes %t bzw. des Quotienten 
M/Z setzen wir g aus (64) in (69) ein und erhalten 


ae 
ea pee 
ae 5 (72) 
i = tgklt1 
Wie bei (41) kénnen wir hier voraussetzen, daB 
IER Ow 3 
lak << 1 (37) 


ist, was bedeutet, daB wir in (72) den Nenner durch 1 ersetzen kénnen. 
Damit folgt 
See erie . 
tg Ae (73) 


Wie sich unten und in Erweiterung von (37a) ergibt, sind die Eigen- 
frequenzen ky des Pfeifenkérpers gegeben durch 


tg kyl = — Corti (74) 
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Entwickeln wir tg k/ in der Nahe der Eigenfrequenz k,, so erhalten wir | 


LAk ante es 
tg kl = tg hol +5), © 18 hol +1AR = ala Ee Are 


Ak =k — fo, 


und (73) nimmt damit die Gestalt 


MN dike a (enw Be. = Wo (Ea)! RR, - OL, : 
Bue ey 2D Se: aa Ola Bau hl A RS 2 =f = SE GIL Ale 
Z Z a! Zz ‘ Z, Z, G us 


an. Tragt man dies in (70) ein und setzt 


R=R eR, Raul 
R 


7 
so erhalten wir fiir den Resonatorstrom 
ee) 
1(0) == (75) 


Ak war die Abweichung der Betriebsfrequenz gegeniiber der durch (74) 
definierten Frequenz ky, die hier als Resonanzfrequenz des Systems er- 
scheint. 


= @. Ree O37 4 


Fiir die Diskussion der Resonanzerscheinung multiplizieren wir (75) 
mit seinem konjugiert komplexen Wert und tragen | /(0)|? als Funktion 
von k auf. Die so gebildete Resonanzkurve wird dargestellt durch 

| (0)? 


et P(dae (76) 


a ergibt sich aus der halben Halbwertsbreite der Resonanzkurve, es ist 


ARkyl =. (77) 


Damit ist R/Z bestimmt. L, +L, erhalt man mit (74) aus einer Messung 
der Resonanzfrequenz @,. 


Setzen wir schlieBlich noch fiir R die Werte fiir «, und «, nach (66) 
und (71) ein, so hat R/Z den Wert 
ie RaO) i 
= ele 


270 


Allen auftretenden Dampfungswiderstanden tragen wir wie frither Rech- 
nung, indem wir setzen 
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(77) geht dann iiber in 


Damit haben wir eine Beziehung gewonnen, aus der sich die Konstante y’ 
bestimmen 1aBt. 


Zum SchluB sei noch bemerkt, da die beschriebene Resonanzerscheinung im 
Sinne der aus der Kernphysik bekannten Breit-Wigner-Formel diskutiert werden 
kann. Hier handelt es sich darum, fiir die einfallende Welle zwei Wirkungsquer- 
schnitte, o, und o, anzugeben, die aus dem einlaufenden Energiestrom diejenigen 
Teilstrome herausschneiden, deren Energie sich in der Streustrahlung (die in Fig. 5a 
in den linken Halbraum lauft) bzw. der im Resonator absorbierten Energie mani- 
festiert. Auf Grund der vorliegenden Betrachtung lat sich die gestreute und ab- 
sorbierte Energie berechnen. Streuung und Absorption sind im Resonanzzustand 
am starksten, so da die beiden Wirkungsquerschnitte o, und o, Resonanzkurven 
durchlaufen. Fiir die Streuung sei der Gang der Rechnung noch kurz angedeutet. 
Der gestreute Energiestrom W ergibt sich nach (60) als 


r @ ‘ =A (66) 
V = ——— q)? ai 
J tek |/(0)| 


Wir definieren also den Wirkungsquerschnitt der Streuung durch 


< Q 2 2 HO 
Sn tee Ce (78) 
Dabei ist 
Se 
der Poyntingsche Vektor des einfallenden Energiestroms, 
SS ee ok. (79) 
Setzt man noch 
iS aad : “Oy 
. 
Vig = ] “Ge 


Zusammenfassung 
In TeilI wird gezeigt, daB die Lippenpfeifen der Orgel als riick- 
gekoppelte Schwingungsgeneratoren aufzufassen sind, die aihnlich wie 
elektrische Oszillatoren dieser Art arbeiten. Da in den Teilen IIIT und IV 
die elektro-akustische Analogie laufend benutzt wird, wird in II eine 
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Theorie der elektrischen Schaltung vorangestellt, wobei eine beliebige | 
Phasendrehung zwischen Gitter- und Schwingkreisspannung in Rech- | 


nung gesetzt wird. 


Die Behandlung der Schaltung fiihrt auf eine komplexe Gleichung, — 
die eine Frequenz- und eine Amplitudenbedingung enthalt. Die Ab- | 
weichung der Betriebsfrequenz von der Resonanzfrequenz hangt von — 
der obigen Phasendrehung und der Dampfung des Kreises ab. Die Be- | 
rechnung der stationaren Amplitude erfordert zusatzlich eine Annahme | 
iiber die Form der Charakteristik, die als symmetrische arctg-Charakte- | 


ristik gewahlt wird. Durch komplexe Integration ergibt sich streng 


die Fourier-Amplitude des Anodenstromes bei sinusférmiger Gitter- | 


spannung (also entsprechend hoch zu wahlender Anodenspannung), 
deren stationare Amplitude berechnet wird. 


In Teil III werden die in II gewonnenen Ergebnisse auf die Pfeifen 
iibertragen. Die Phasendrehung zwischen ,,Anodenwechselstrom* und 
Schalldruck im Resonator bewirkt hier eine Abhangigkeit der Betriebs- 
frequenz vom Winddruck. Die Eigenfrequenzen des Pfeifenkérpers 
werden berechnet und bilden als Eigenfrequenzen einer Leitung mit in- 
duktivem AbschluB eine nicht harmonische Folge. Das Klangspektrum 
der Pfeifen kann qualitativ von diesen beiden Aspekten her verstanden 
werden. 


Bei der Berechnung der stationdren Pfeifenamplituden werden im — 


Sinne einer ersten Orientierung sehr idealisierende Annahmen gemacht 
(symmetrische arctg-Charakteristik, Vernachlassigung der ,,Anoden- 
riickwirkung“). Wie diese Annahmen im einzelnen abzuadndern sind 
und wie die in die Theorie eingehenden empirischen Parameter zu wahlen 
sind, um den praktischen Betriebsbedingungen der Orgelpfeifen gerecht 
zu werden, soll in einer nachfolgenden experimentellen Arbeit unter- 
sucht werden. 


Herrn Pfarrer R6ssLerR in Hohenzell (Kreis Schliichtern) danke ich fiir wichtige 
Hinweise zu Fragen des Orgelbaues. Herrn Diplom-Physiker DretTricH WOoLF 
danke ich nicht nur fiir sehr wertvolle Diskussionen, sondern auch fiir seine Hilfe 
bei der Abfassung des Manuskriptes. Herrn cand. phil. nat. F. Horrz danke ich 
fir die Durchfiihrung numerischer Rechnungen. 


2x 


Anhang. Lésung von I= f sinw arctg (q-sinwx) da, q=u,/e 
0 
Durch partielle Integration folgt zunachst 


27 


taf cot axdy y 
: 1+qsintx 7 ; 


0 
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Setzen wir im Integral Y als neue Variable u = ¢2'*, so ergibt sich 


y 1 ope du 


21g? w—2yu+1 u 
mit 
il Sp = 
MS rat 
P 


Die Integration ist zweimal tiber den Einheitskreis zu erstrecken. 


taten des Integranden sind 
u=0, 
a V2 sith 
Ug = X + Ve —1. 
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Die Singulari- 


uy, liegt auf der reellen Achse innerhalb des Einheitskreises, vu; auBerhalb. Der 


doppelte Umgang um die Pole u, und wz, liefert schlieBlich 


2m 1+y%—Vx?—1 


Y= = 
q? Ve-1 


a (1—xy + Vx? —1). 
Nach (14) war 


so daB man mit (I) findet 


(1) 


Zeitschrift fiir Physik 162, 542—556 (1961) 


Aus dem Institut fur Theoretische Physik der Universitat Gottingen 


Elektrische Leitungsphanomene 
in anisotropen Medien I. 

Stark konvergente Lésungen linearer 
Operatorgleichungen, insbesondere der 
Blochschen Integralgleichung * 

Von 
D. LANGBEIN 
Mit 1 Figur im Text 
(Eingegangen am 1. Médrz 1961) 

Die Frage nach der starken Konvergenz von Naherungslésungen der Blochschen 
Integralgleichung und damit nach der gleichmaBigen Konvergenz samtlicher 
elektronischer Transportkoeffizienten laBt sich auf die Frage nach der monotonen 
Konvergenz eines einzigen Integrals zuriickfiihren. — Bei der Durchfiihrung des 
der Integralgleichung aquivalenten Variationsverfahrens erhalt man dann stark 
konvergente Naherungsldsungen, wenn jede im Variationsansatz vorkommende 
Funktion , die Verschiebung von g,_, unter der Wirkung der StoBe und des 
Magnetfeldes beschreibt und q@, gleich der St6rung durch die iibrigen 4uBeren Krafte 
ist. AuszuschlieBen sind dabei lediglich diejenigen Magnetfeldstarken, fiir die die 


mit den @, gebildete Matrix des Stof-Magnetfeld-Operators einen von Null ver- 
schiedenen Defekt hat. 


1. Einleitung 

Zu den bisher ungelésten Problemen bei der Berechnung der elektri- 
schen Transporteigenschaften eines Systems gehért neben der Frage nach 
der exakten Wechselwirkung zwischen Elektronen und Schallquanten 
die konvergente Loésung der sog. Blochschen Integralgleichung. Im all- 
gemeinen anisotropen Fall handelt es sich hierbei um eine Integral- 
gleichung in drei Variablen, bei deren Lésung man bisher weitgehend 
intuitiv vorgegangen ist. Von UMEDA und KoHLErR?!? konnte zwar 
einerseits ein schon frither von KRoLL® benutztes Lésungsverfahren als 
das Ergebnis eines Variationsverfahrens gedeutet werden, da bei diesem 
Verfahren aber nicht die Verteilungsfunktion der Elektronen im Wellen- 
zahlraum, sondern nur die elektrische Leitfahigkeit notwendig konver- 
giert, wurden in anderen Arbeiten mittels Iteration oder mittels ana- 
lytisch angepaBter Naherungsfunktionen numerisch konvergente L6- 
sungsverfahren fiir die Verteilungsfunktion selbst entwickelt #5, 


1 Umepa, K.: Sci. Pap. Inst. Phys. Chem. Res., Tokyo 39, 342 (1942). 
2 KOHLER, M.: Z. Physik 125, 679 (1949). 

3 KROLL, W.: Z. Physik 80, 50 (1933). 

4 RuovEs, P.: Proc. Roy. Soc. A 202, 466 (1950). 

° LANGBEIN, D.: Z. Physik 152, 123 (1958). 
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Ziel der folgenden Arbeit soll es sein, ein von speziellen Ansatzen un- 
abhangiges, in jedem Fall stark konvergentes Naherungsverfahren fiir 
die Verteilungsfunktion der Elektronen im Wellenzahlraum anzugeben. 
Dabei verstehen wir unter starker Konvergenz einer Naherungsfunktion 
Py (k) gegen die exakte Funktion ¥ (f) 


lim J (Py (A) — ¥(h)) 2 dk =0, (1) 


wahrend im Gegensatz dazu schwache Konvergenz mit einer beliebigen 
normierbaren Funktion (k) 


dim Sx (b) (Pc (®) —¥(R)) 4k =0 (2) 


bedeutet. Wahrend also die schwache Konvergenz lediglich heift, daB 
die Koeffizienten y,(,) der Zerlegung von Y% (k) nach einem normierten 
Orthogonalsystem y, (k) gegen die exakten Koeffizienten y, konvergieren, 
ist die starke Konvergenz mit dem Verschwinden der Summe der Diffe- 
renzenquadrate aquivalent = 
oo Py (k) = Da Von) Xy (h) 

lim >) (Yy~w)—¥,)2 =O mit re 

SS 


N=>0O y=1 


Aus der starken Konvergenz von WY, (k) folgf mit einer beliebigen nor- 


mierbaren Funktion ma 

x) = 2.6, x, (F) (4) 
wegen = 
lf xh) (Py Sa Pe) dk| aaa 2% (Yr) —y,)| = | Ls : 2 (Yrew yy) (5) 


die gleichmaBige Konvergenz simtlicher Integrale [ 7(k) Wy (k) dk*, so 
daB insbesondere aus der starken Konvergenz der Verteilungsfunktion 
der Elektronen im Wellenzahlraum die gleichmaBige Konvergenz samt- 
licher Integrale iiber die Verteilungsfunktion und damit auch die gleich- 
maBige Konvergenz samtlicher elektronischer Transportkoeffizienten 
bei deren Darstellung durch solche Integrale folgt. 

Den Vorteil des Variationsverfahrens, namlich die besonders giinstige 
Konvergenz der elektrischen Leitfahigkeit, konnen wir aufrechterhalten. 

In Abschnitt 2 wollen wir zunachst allgemein die Lésung einer line- 
aren Operatorgleichung darstellen durch eine der Konvergenzfrage 
angepaBte unendliche Summe, deren N-te Teilsumme gerade gleich ist 
der Naherungsdeterminante, die wir erhalten, wenn wir die Lésung als 
Linearkombination N bekannter Funktionen ansetzen und die Gleichung 


* Umgekehrt folgt auch aus der gleichmaBigen Konvergenz samtlicher Integrale 
J z(k) Py (hk) dk die starke Konvergenz von Wy (k) gegen ¥(r). 
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mit ebenfalls N Gewichten gemittelt erfiillen®. In Abschnitt 3 gehen wir | 


dann auf die speziellen Eigenschaften der Blochschen Integralgleichung 


und insbesondere auf das zugehdrige Variationsverfahren ein, um | 


schlieBlich in den Abschnitten 4, 5 und 6 die starke Konvergenz der 
Naherungslosungen sicherzustellen. Dabei entspricht das Verfahren in 
Abschnitt 4 véllig dem von Minvz? fiir Integralgleichungen erster Art 
angegebenen stark konvergenten Naherungsverfahren, wahrend das 
stark konvergente Lésungsverfahren der Abschnitte 5 und 6 auf der 
Existenz eines einzigen monoton konvergierenden Integrals beim Va- 
riationsverfahren beruht. 

In einer spdteren Arbeit werden wir die Auswertung der fiir die 
folgenden Rechnungen notwendigen Integrale in anisotropen Metallen 
durch den Beweis einer geeigneten Integraltransformation erméglichen, 
um dann schlieBlich einige einfache Beispiele durchzufiihren. 


2. Allgemeines Lésungsverfahren 
Wir stellen uns zunachst allgemein die Aufgabe, die Lésung ®(f) 
der linearen Operatorgleichung 
A @(k) = X (k) (6) 
zu finden*. 
Dazu bilden wir mit einem beliebigen vollstandigen System y,, (A) 
(u =1, 2,...) und dem transponierten Operator A die Funktionen 


Ay, (R)- 
Dann wahlen wir aus einem zweiten Funktionensystem 9,(k) (y= 
1, 2,...), das zur Darstellung von ®(k) ausreichen muB, Linearkombina- 
tionen g, (k) so aus, daB 
<A Wy > =0 fiir uc (7) 


gilt (mit dem Diracschen Symbol <a, b> = f a(k) b(k) dk). 
Mit der Abkiirzung 


Ay, 9.) =, 19,7 =A, (8) 
erhalten wit 
a Bap ia Yy 
; A Tt 
P»(h) ne Gyulipnsel (9) 
Le ey\s Aaa Y, 


* Wir wollen hier A reell annehmen, die Erweiterung unserer Uberlegungen auf 
hermitische A ist jedoch leicht méglich. 

§ Vgl. z.B. Enskoa, D.: Diss. Upsala 1917. 

* Mtntz, Cu. H.: Math. Ann. 87, 131 (1922). 
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Die Funktionen 


andererseits sind orthogonal zu P1> +++» Pu—1» also auch zu Pi ee i pats 
so daB schlieBlich gilt 


A Yur > = Pr AG = |e — 1 (Or (11) 
mit 
? 7 Ap gs 
| | =A Pur Pur = CAL Pu» ata 2 oa ae SO : (1 2) 
cA rey We 


Damit lassen sich aber die Koeffizienten a, der Entwicklung von ®(f) 
nach dem System @, (A) 


© (b) =¥ 4,94 (0 (13) 


angeben, denn durch Multiplikation von (6) mit y,,(k) und Integration 
folgt 


<yi. A By = <Ayy,, > =a, |u — ||| = yy, XD (14) 


also 


Wy, x» (k 
=> ee op 9) 


Die Naherungslésungen ®,(k), die wir erhalten, indem wir die Summe 
in (15) bei y =N abbrechen, sind Linearkombinationen von q,, ..., Py; 
die Koeffizienten sind durch Mittelung mit yj, ..., Wn DZw. Mt wry ces 
wy ethalten worden. Es mu8 daher zugleich gelten 


Ayy Ay <p, X> | 
a Ne acetlaiy po, X> | 
ge Teac PAE aeteri ier ee ee, 
yi Ay,--- Ayn <yy, X) 
Q, ++» Qn O 


(16) 1aBt sich durch Multiplikation mit Ayt, eee und nachfolgende 
Integration sofort bestatigen. 
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3. Die Blochsche Integralgleichung 
und das zugehorige Variationsverfahren 
Bevor wir uns der Aufgabe zuwenden, die Funktionensysteme wp, (), | 
p,(k) geeignet so zu wahlen, daB die Lésungen ®y (k) stark gegen P(A) | 
konvergieren, wollen wir zundchst die speziellen Eigenschaften des _ 
Operators A der Blochschen Integralgleichung betrachten. 


Mit dem Ansatz 


\ ¢ ey — — O(8 2 — op fol —h) 
fiir die gestérte Elektronenverteilung im Wellenzahlraum (f,(f) = un- 
gestoérte Verteilung) und nach Linearisierung in der Verschiebung 
@ (f) 1aBt sich die Blochsche Integralgleichung in der Form 


(L + M) O(f) = X(¥) (18) 


schreiben. Dabei ist 
LO) = [ Vit ty (G(r) — Op) at (19) 


gleich der Abnahme der Elektronenverteilung an der Stelle f unter dem 
EinfluB der St68e mit den Phononen, und es gilt als Folge des ohne 
dauBere St6rung vorhandenen detaillierten Gleichgewichtes 


Vit, f) =Vit, fp. (20) 


Die Anderung der Elektronenverteilung durch duBere Stérungen an- 
dererseits haben wir in 
X (f) — M @(f) 
mit 
: Cad 4 ; 

M &(t) =. “0 [y, BIA (1) (21) 
zerlegt, d.h., wir haben beriicksichtigt, daB der Einflu8 des Magnet- 
feldes verschwindet, wenn keine weitere 4uBere Stérung vorliegt, wah- 
rend wir andererseits bei der Betrachtung eines auf eren elektrischen 
Feldes und eines Temperaturgradienten ®(f) neben f, (f) vernachlassigen 
kénnen und dann die Inhomogenitat X(f) erhalten. 


Um (18) in die allgemeine Form (6) zu bringen, haben wir zu setzen 


wahrend wir unter der allgemeinen Variablen k aus (6) jetzt speziell 
den dreidimensionalen Vektor f und die bisher nicht explizit ange- 
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schriebenen Parameter Magnetfeld, elektrisches Feld, Temperatur- 
gradient zu verstehen haben. 


Wegen (20) und (21) folgt 
A=L—M=A(-). (23) 
Die Zerlegung von A in die Komponenten L und M entspricht der 


Zerlegung in einen symmetrischen und einen antimetrischen Operator. 


Bezeichnen wir noch allgemein mit Y(f) die Funktion Y/(f, —%) 


W(t) = Y(t, —%) (24) 
so folgt auch (23) auch 


A @(f) =(L — M) O(f) =X (fp. (25) 


Von GARCcIA-MOLINER und Simons*® wurde das von UMEDA und KoH- 
LER}? zunachst fiir den Fall 8 =0 angegebene, der Blochschen Integral- 
gleichung adquivalente Variationsverfahren zu dem folgenden Satz fiir 
den Fall 8 +0 erweitert: 


(I) Es sei ¥(€) irgend eine Funktion mit 
WL+MY=9M,X+1—-NG,X), (26) 


dann ist von allen Y(t) die Lésung B(f) von (18) dasjenige, fiir das die 
Variation von <W,L+M,W) verschwindet. [Der Ausdruck rechts des 
Gleichheitszeichens in (26) ist fiir alle B gleich, da <P, L+M, WY) eine 
gerade Funktion von 8 ist und daher <W, X> =<W, XY gilt. 

Der Beweis von (1) wird zweckmaBig durch unabhangige Variation 
von Y(f) und Y¥/(f) gefiihrt. Wir wollen ihn hier iibergehen, uns jedoch 
mit der Frage befassen, welchen Charakter das Extremum von ¢<Y¥, 


L+M,W)» bei <@, L+M, ®)y besitzt. 


Wegen (18) kénnen wir (26) zunachst in der Form schreiben 
(Y,L+M, ®—P>=0 (27) 
so daB wegen (25) folgt 


@—-V,L4M,0—-W=@,L4+M,0—¥Y) 


i es 28) 
20, LEM, DS = ar eM. 


8 GarcrIA-MOLINER and Simons: Proc. Cambridge Phil. Soc. 53, 848 (1957). 
9 Siehe auch: Ziman, J.M.: Canad. J. Phys. 34, 1256 (1956). 
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Da nun im Fall 8 =0 fiir beliebiges ¥(f) gilt 


(L+M, > =<¥, L,Y) 


29) 
= oe [fv t) — (P(t) — P())*a¥ atZ0 


folgt aus (28) 


WL +M,PyYS<G,L+M,O>" (B=), (30) | 


Im Fall B=0 ist (O,L+M, ©) das Maximum der méglichen ¢<¥,, | 
L+M, >. Im Fall 8+0 dagegen kann iiber das Vorzeichen des Aus- | 
drucks (WY, L +M, WY)» keine allgemeine Aussage gemacht werden. Es | 


gilt 
YA lB tiene elke V2 sanike YY Ww oder | 


(W,L+M,>=0 
alle ¥ mit (L + M)¥ =(L—M)V 


und 
z.B. fiir alle ¥ mit Y¥ = — Y, oder ee 


(WL+M,¥><0 
alle YW mit (L+M) V=—(L—M 


Damit ist aber wegen (28) <®, L + M, ®) nur dann notwendig das Ma- 
ximum der bei der Variation auftretenden <Y, L + M, WY), wenn @— WV 
stets zu den Funktionen aus (31) gehért. Andernfalls konnen wir ledig- — 
lich sagen: 

Die stationdre Verteilung D(f) ist diejenige, fiir die der Ausdruck 
WL+M,P) die grobte Steifigkeit gegeniiber Vertetlungsinderungen 
besitzt [unter der Nebenbedingung (26)]. 


4. Das Lésungsverfahren von Miintz 
Die ®,(k) aus (16) konvergieren jedenfalls dann stark gegen die 
exakte Losung ®(k) von (6), wenn die Funktionen q, (k) ein Orthogonal- 
system bilden, denn dann gilt [wegen der Normierbarkeit von ®()] 


lim <@y — ©, By — ©) = lim Yagi, gy =0. (33) 
> 00 y= N41 
Wenn die gy, (k) ein Orthogonalsystem bilden, miissen wegen (11) aber 
auch die Aw,,(k) ein Orthogonalsystem bilden und damit gerade gleich 
den orthogonalen Linearkombinationen der Ay, sein. Das gibt uns das 
folgende Losungsverfahren: 


Man wahle ein beliebiges vollstindiges System Pr (R), setze p,(k) = 
Ay, (k) und orthogonalisiere die p,(k) zu Funktionen p(k). Die mit diesen 


a 
‘l 
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Pulk) gebildeten Naherungen Dy (k) [gemaB (16)] konvergieren stark gegen 
die exakte Lésung B(k). 

Dieses Verfahren entspricht véllig dem fiir Integralgleichungen erster 
Art von Miintz7!° angegebenen Lésungsverfahren. Sein Vorteil besteht 
darin, da uns die Wahl besonders geeigneter w,(k) freibleibt. Nach- 
teilig dagegen ist es, daB wir dann keinerlei Freiheiten bei der Wahl der 
p(k) haben, sondern die », (k) gleich den meist nicht leicht angebbaren 
Ay, (k) setzen miissen. Da die ®y(k) aus (16) auch aufgefaBt werden 
k6nnen als die Ritzschen Lésungen der Variation von <¥Y, A, ®> unter 
der Nebenbedingung «WY, A, ®) =} <(Y%+@, X> und unter Zugrunde- 


legung der Ansatze 
N 


N 
Ce aT Yelk); Oy = Diy yp, (*) 
= i= 
heiBt die Forderung 9, (*) =Ay, (k) zugleich, daB das hier geschilderte 
Verfahren einem unsymmetrischen Ansatz fiir Y(f) und Y(f) bei der An- 
wendung des Variationsverfahrens (I) der Blochschen Integralgleichung 
entspricht. Damit geht uns einmal im magnetfeldfreien Fall die aus (30) 
folgende monotone Konvergenz von LV, L+M, W> und zum anderen 
im Fall S=-0 die quadratische Abhangigkeit der Jouleschen Warme 
<W, X> von % verloren. 


5. Starke Konvergenz von ®,(k) 
als Folge monotoner Konvergenz von (®y, @,> 


Wir wollen jetzt untersuchen, was wir iiber das in Abschnitt 4 an- 
gegebene Verfahren hinaus dann iiber die Konvergenz unserer Nahe- 
rungslosungen @, (k) aussagen kénnen, wenn wir allgemeiner 


y-+-1 y+1 
7) 4 Seale a Sey 
<A Wu , A Yy> az d a {2 Pu , Po> a = ho + i 0 (34) 
Q= o= 


fordern. 

Dazu wahlen wir zunachst ein passendes Orthogonalsystem y,,() 
so, daB in der Entwicklung von ®y (k) nach den y,,(k) die Koeffizienten 
von 7,(k),..., xv (k) die exakten sind. Das heibt, daB y,,(k) orthogonal 
sein muB zu @,,1, P42) ---» also wegen (7) aus den Ay, zu bilden ist. 

| <Ayy, Aw) vee Ay, Ay, as Ay, | 

| <Ayp,, Ap --- Aye, Ap, Aye (35) 
| 
ear aie ene, Gen inser Sy ol 
| <Ay,, Ay,» spe Ayu, Ap, DAY, | 


10 Siehe auch SCHMEIDLER, W.: Integralgleichungen I. Leipzig 1950. 


Z. Physik. Bd. 162 38 


550 D. LANGBEIN: 


Es folgt dann mit (16) 


Ay, . Ain YW) xX» 


eee. 562 5>, £651.00 Ith OBIS a” A 


Av dv Ap Apa) 4 


Ayn <py, X> 
Ae nvertha a (6) 
CO. Xo = ae na] eC Seomere OME, eo. Varner; we Tete Ger Oey) ch RO ty oo an 
Ay, Ain Yr, X> 
Avi AWD AN ONE AO) Ge SOs 
Re Reve rard ben O | 
oder 
| <Ay,, Ay) Ay, Ap,» 0 Ay Ay 
«Px 3 Ss — _1 | <Ay,, Av ta Ap, Av,» 0 aes Bive® Ayn | 
NIA N t 
IMI 0 ae 0 wi, X> Ady ee hee 
0 see 6) KWo) Alina age 


also insbesondere wie gefordert fiir BSN 


| <Ay,, Ap) © Ayr, Ayy—1> “yr, X> | 
cD... Has = | Me eane, ler aS easy” fe) Pelee is! SWwel ted sie sptieth-aeelsee. fe | = <®, Hie (38) 
| <Ay,, Ay,» ee CAE Ay,—»D> Wu» ne | 


Die Vereinfachung der Determinante in (37) auch fiir W2ZN gelingt uns 
folgendermaBen: 


Betrachten wir nur die yw ersten Zeilen in (37), so ist wegen (34) jede 
der (N — 1) ersten Spalten eine Linearkombination der N letzten Spal- 
ten. Wir kénnen also durch geeignete Subtraktion der N letzten Spalten 
in den yw ersten Zeilen und (N — 1) ersten Spalten lauter Nullen erzeugen 
und haben dann nur noch eine von Null verschiedene Unterdeter- 
minante der mw ersten Zeilen. Es gilt mit (38) 


hes tN be Pez ity <Ay,, Ayy> abo Ay, Ay, 1) | 
(Oy 4, > — INI <D, Xn> BE ROM MON a Bt OW: RAE Ga ARAMA) Ses” at ns 


Ay Ose Ayn Ap, Apy> FG) <Ay,, Ap, 4) | 
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so das bei erneuter Anwendung von (34) folgt* 


@D Ty — D, Foe SP x Kur c O 

< N Ane < yx <P, 4NY (4 ) 

Das Konvergenzverhalten von <®,,, Lu |<Pr1» %,> Wird also unabhiangig 

von w durch <®, 7y>/<p,, yy> allein bestimmt. Um eine Aussage tiber 
diese GroBe zu erhalten, wollen wir 


Aye Ghai _ Ay, 1) Xu— D> 


Xe 4b tl Ue 
al ea et A (41) 


beweisen. Beide Seiten von (41) sind Linearkombinationen von Aw, ae 
Ay,, stimmen also dann tiberein, wenn sie bei Multiplikation mit yu 
linear unabhangigen Funktionen und anschlieBender Integration tiber- 
einstimmen. Bei Multiplikation mit Ay,, ss | AYy—2 erhalten wir 
wegen (35) links, wegen (34) rechts Null. Bei Maltiplikation mit Ay,_, 
stimmen beide Seiten iiberein wegen (Ay, Ap, = und 
schlieBlich ergibt Multiplikation mit ,, Ubereinstimmung beider Sain 
wegen 


Xp La = Ay Vie Apes Vay = (42) 


Durch Multiplikation von (41) mit ®(k) und Integration erhalten wir 
bei Beriicksichtigung von (14) 


<®, Mo» <®, Xu- re, a= (| u-l <A, 1 Xu 2 Pu ae 4 
= ( ) B=1- ail ( 3) 
Pr Xu Pr Xp—VD Weal Nee — allots ++ 03 


Fiihren wir jetzt neben dem durch Orthogonalisierung von Ay, ara 
Ay, gewonnenen Orthogonalsystem x, noch ein zweites Orthogonal- 
system yj, ein, das wir durch Orthogonalisierung von y,, Ay, ..., Ap, 
gewinnen. 
CP Pr Pr AY? P 
A ae eo eee 
AUER eee ore oD 
| Ap; Pr tad <Ayp,, Apy-D AY, 
(u =0, 1, ...) so gilt analog zu (42) 


CHa» te = Ay, > Ais. ie (45) 


* Den Fall «14 =0 fiir irgendein y kénnen wir hier ausschlieBen, da das die 
Darstellbarkeit von Ay, durch @,, -.., gy bedeuten und uns zu Abschnitt 4 zurtick- 


fiihren wiirde. 
38* 
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und wir erhalten durch Multiplikation von (16) mit 9, 


n—1 <Ayn-1.4n—-D “Yn, X> 46 
BN et ae OO? 


(Py — Dy_1,M> =4y <py, Py =(— 


wobei das rechte Gleichheitszeichen aus (34) folgt. Der Vergleich von 
(40), (43) und (46) ergibt schlieBlich 


Dy — Dar 4, ti = “aes <Ayw=1, NE (Dx Py _1, Py M1» Ki, (47) 
<Apy_1 UNA 


Clie n> = O02 “Mayers Xn 220 (48) 


wegen (42) und (45), oder 


Sy Aves S 
DD. es Na Yy—1» Xv—-1 <®, P,_ : S <p ye (49) 
< N> Xu? 7 Aras ay 1 Fi rw X 


Bilden wir jetzt den Ausdruck 


ee a 2 
C0, 0-0. = Sian ae (50) 
RTS oI uw Xu 


so folgt aus der Normierbarkeit von @®(k), daB ®, (k) jedenfalls dann 
stark gegen ®(k) konvergiert, wenn 

[KO Oe Cr Ciro (51) 
(C beschrankt), bzw. 


te A ) 4 aN | 
| S$ S41 tod CDi Oe | 


aE ; 
eas NW, = iy SD 


u 
Ay cee | 
5?) yh ee ee 

| p=1 AYpy— 1> es > | 


gilt. Wegen (48) ist das aber schon fiir C =1 der Fall, wenn <@,—@,_,, 
y,> unabhangig von y stets das gleiche Vorzeichen hat, also <®,, Yi> 
monoton gegen <®, y,> konvergiert. Konvergiert <®y,,> dagegen 
erst fir N > N, monoton, so ist im allgemeinen C +1 einzusetzen. 


(II) Ist unter der Nebenbedingung (34) eine Wahl der Funktions- 
systeme w,, P, So mdglich, daB das Integral «Dy, g,> fiir N > N, monoton 
konvergiert, so konvergieren stmtliche Koeffizienten (Dy, 4,> fiir N>N, 
mit N monoton, und Dy (k) selbst konvergiert stark gegen Pk). 
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6. Starke Konvergenz der Lésung der Blochschen Integralgleichung 


Unsere Lésungen ®,(#) aus (15) sind dann Ritzsche Lésungen des 
der Blochschen Integralgleichung Aquivalenten Variationsverfahrens 
(1), wenn wir setzen 


Pull) =9.() [= 9, (6 —8)] (53) 


(53) und die aus der Nebenbedingung (34) und der Vollstandigkeit des 
Systems y,,(k) folgende Beziehung 


aes B11 
Dee (54) 


[bis auf Lésungen ®) (k) der homogenen Gleichung A ®© (k) =0] legen 
uns bei beliebiger Wahl von g, die samtlichen iibrigen @, fest. Jede 
Variationsfunktion ist so zu wahlen, daB die Verschiebung von ,_, 
durch die St6Be und das Magnetfeld als Linearkombination der q, ..., 
P, geschrieben werden kann*. Die , bilden jetzt einen Satz von ite- 
rierten Verschiebungen **. 
Wir erhalten zunachst im magnetfeldfreien Fall wegen (30) sicher dann 
starke Konvergenz, wenn wir das gema8 (II) entscheidende Integral 
<@®y, g,> gleich dem monoton konvergierenden Variationsintegral 
REO MPS == UX also 

gi (f) = X (f) (55) 
setzen. 

(Illa) Wahlen wiry im Fall der Blochschen Integralgleichung ohne 
Magnetfeld als Variationsfunktionen die Inhomogenitat X(t) und die 
daraus folgenden iterierten Verschiebungen, so erhalten wir mit dem 
Variationsverfahren eine stark konvergente Verteiluhgsfunktion und damit 
zugleich auch gleichmafige Konvergenz sdmtlicher elektronischer Transport- 
koeffizienten. 

Es bleibt zu untersuchen, wie sich das Konvergenzverhalten von 
(Dy, > =<Dy, X> mit dem Magnetfeld @ andert. Aus (46) folgt 
zunachst bei Beachtung von (53), (54) und (55) 


r cA N , “i Awn_ , Ap 
(Py — Oy, X) = Atau nav SYNau ive? (56) 
[NIN = tI) (ey 3)” 


* Durch passende Wahl der ae steht es uns noch frei, z.B. Gy, 14 =Ay, oder 
Orthogonalitat der gy, untereinander zu verlangen. 

xx Dieses System gy, wird im allgemeinen nicht vollstandig sein. Unser L6- 
sungsverfahren kann daher nur dann stark konvergent werden, wenn die Darstell- 
barkeit von @®(k) durch die ,,(k) gewahrleistet ist. Diese Darstellbarkeit laBt sich 


aber durch Betrachtung der Eigenfunktionen zu AA gerade fiir die unten getroffene 


Wahl gy, = X allgemein beweisen". 
1 Vel. einen analogen Beweis bei MUNn7z, Cu. H.: Math. Z. 21, 96 (1924). 
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wobei wir die rechte Seite auch schreiben kénnen in der Form 


oe LAX XA CAAAX | CX ED CXARS CA 
| <x AX» <XAAX> <XAAAXY--| | <XAX> <XAAXD CX AAAX) +++ 
<XAAX (XAAAX) (XAAAAXY XAAX) <X AAAX) <X AAAAX) =| 
| SN : : C tN 


lie ARS Oe Adee (KAAAX) «| 
| <XAAX> <XAAAX) (XAAAAX)::- 
yaa <XAAAX> (XAAAAXY (XAAAAAXY- 

| . . SEN 


| CRAR CA) 
<XAAX> (XAAAXY 


(der Index der Determinanten gibt die Anzahl der Reihen an). Da nun 
der Zahler von (56) wegen (48) stets positiv ist, kann <®y — ®y_,, X> 
mit wachsendem 8% sein Vorzeichen nur dann wechseln, wenn eine der 
Determinanten im Nenner von (56) (etwa ||N |) ihr Vorzeichen wechselt. 
Der Bereich monotoner Konvergenz von <®y, X> wird also beziiglich 8 
durch die Nullstellen der Determinanten ||N|| begrenzt. 

Wir wollen dazu zeigen, daB jede Determinante ||N|| als Funktion 
von |¥| (||| ist eine gerade Funktion von %) jedenfalls [N/2] Nullstellen 
besitzt und da unterhalb der Nullstelle von |N|| mit kleinstem |%| 
sowie zwischen je zwei Nullstellen von ||N|| eine Nullstelle von |N +1 | 
liegt *. 

NV ist wegen (21), (22), (23) ein Polynom vom Grade 2[N2/2] in den 
Komponenten von %. Betrachten wir ||N || bei festem %/|%| als Funktion 
von |B, so andern wir am Koeffizienten der héchsten Potenz von |B 
nichts, wenn wir in den Zeilen oder Spalten von || || A geeignet durch 


—A (und umgekehrt) ersetzen. Das heiBt, es gilt in bezug auf die héchste 
Potenz von |8| 


(one)? (etc ag) 
KXAXS  LRAAXS~ -<CHMAAR sn, 
| KRAAXS SXAAAS ACKNAAARS.--. 
|<XAAAX) (XAAAAX) (XAAAAAX) >» 


| 


<XAX> <KAAXS <KAAAIS. 
Ale] (<XAAX> <XAAAX) <(XAAAAX)--- 
= (XAAAX) (XAAAAX) (XAAAAAX) += 


Von der Determinante rechts des Zeichens 4 in (58) kénnen wir auf 
Grund der Tatsache, da L ein positiv definiter Operator ist [vgl. (29)], 


* Den Fall, da®B die Determinanten ||N|| fir N>WN, identisch verschwinden, 
wollen wir hier ausschlieBen, da in diesem Fall On, schon die exakte Lésung ist. 
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zeigen, daB sie positiv ist, d.h., fiir groBe |B] gilt 
sign ||N || =(—1)'%"1_ (|B| > Max. der Nullstellen von |N|). (59) 


Da andererseits bei 8 =0 samtliche ||| positiv sind, besitzen zundchst 
die Determinanten ||N | mit N =2, 3; 6, 7; ... mindestens eine Nullstelle. 

Obwohl gemaB (56) <®,— @y_,, X> in der Umgebung einer Null- 
stelle |[B| =|%|,x von ||N|| tiber jede Grenze steigt, bleibt <®, yy) in 
(49) wegen <q, %v> ~||N|| an dieser Stelle endlich. Bei Existenz einer 
Lésung ®() von (6) muB aber auch <@, y,,> mit «4 > N endlich bleiben, 
also 


Aun atin AYN tn 


<Ayn, tn> <Any, 1N> | 


NAPA och. 20d)? © NE al ean ineg)*) 9 > p (00) 
(|| =[¥ hes) 
oder 
sign |N —1|=-sign|N +1] (bei |N | =0) (61) 


gelten, so daB wir jetzt die obige Behauptung durch vollstandige In- 
duktion beweisen kénnen: 

1 | =<XAX> ist von B unabhangig und iiberall positiv, |2|| ist 
positiv bei 8 =O, negativ fiir groBe |B], besitzt also mindestens eine 


|B 
: Seg 5 (5) 


3 ay ie HNN !) ) 
Ih 


3 


s= 
= 
+ 
£ 
= 
y 
wy 
icy 
—_— 
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Fig. 1. Nullstellen ||» der Determinanten der endlichen Naherungsmatrizen fiir A. Die schraffierten 
Bereiche sind Bereiche monotoner Konvergenz von <®y, X> 


Nullstelle und kann als Polynom zweiten Grades in |%|? auch keine 
weitere Nullstelle besitzen. ||3|] mu8 dann wegen (61) an der Nullstelle 
von |2|| schon negativ sein, die Nullstelle von ||3 || muB also bei kleinerem 
|] als die Nullstelle von |2|| liegen. Ebenso muB |4| an der Nullstelle 
von ||3|| negativ sein, also eine Nullstelle bei kleinerem |%| besitzen. 
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||4|| ist aber fiir groBe |B] gemaB (59) wieder positiv, besitzt also oberhalb 
der Nullstelle von | 3 | mindestens eine weitere Nullstelle, usw. 

Wir kénnen die Nullstellen der Determinanten |N | also zu mit N 
monoton fallenden Folgen |%8|,, ordnen. Wegen |%|,y 20 miissen 
Grenzwerte |%|,.. existieren, und es folgt: Besitzen die Grenzwerte 
|B, keinen Haufungspunkt, so konvergiert (Py ,X > bei gentigend 
groBen N-in den Bereichen zwischen den |%|,,. monoton (Fig. 1). 


(IIIb): Wahlen wir beim Variationsverfahren (I) der Blochschen 
Integralgleichung mit Magnetfeld als Ansatzfunktionen ,(f) dre Inhomo- 
genitat X(f) und die daraus folgenden iterierten Verschiebungen, so sind 
folgende Fadlle zu unterscherden: 


1. Endlich viele p,(u=1,...,.No) sind linear abhingig, dann ver 
schwindet die Determinante der zu A gehérigen unendlichen Matrix iden- 
tisch, und es gilt schon Py, (ft) =@ (f). 

2. Die Determinante der zu A gehorigen Matrix verschwindet nicht 1den- 
tisch, dann hat sie abzahlbar unendlich viele Nullstellen |B \wao [an denen 
A®=F‘(f) nicht fiir jedes durch die yp, darstellbare F(f) losbar ist]. Unser 
Lésungsverfahrcn konvergiert dann nur in den Bereichen zwischen den 
|B] 00 stark. 

3. Besitzen die Nullstellen |B8|,., der Determinante zu A einen Héu- 
fungspunkt H(|%|,.0), so konvergiert unser Lésungsverfahren nur fiir 
[B|<A(|B],00.) stark. 


Herrn Professor F. HuNp méchte ich fiir anregende Diskussionen herzlich 
danken. 


Zeitschrift fiir Physik 162, 557—569 (1961) 


Aus dem Institut fiir Angewandte Physik, Erlangen 


Uber den Zusammenhang 
zwischen der elektrischen Dunkelleitfahigkeit 
und der griinen Lumineszenz von ZnO-Kristallen* 
Von 
E. MOLLWo 
Mit 6 Figuren im Text 


(Eingegangen am 21. Februar 1961) 


Die Lumineszenzausbeute der griinen Emission und die elektrische (Dunkel)- 
Leitfahigkeit synthetischer Zinkoxydkristalle mit verschiedener Dotierung werden 
durch Messungen mit Licht- und Potentialsonden bestimmt. Es wird versucht fiir 
den Zusammenhang dieser beiden GréGen eine reaktionskinetische Deutung zu 
geben. Einige Messungen zur Abklingdauer werden mitgeteilt und diskutiert. 


Die Frage nach dem Zusammenhang zwischen der elektrischen Leit- 
fahigkeit und den Lumineszenzeigenschaften fester Stoffe, ist alt und 
schon oft bearbeitet worden. Die ersten Untersuchungen! vor 40 Jahren 
wurden gleichzeitig und in Verbindung mit den ersten quantitativen Ar- 
beiten zur lichtelektrischen Leitfahigkeit durchgefiihrt. Auch die spa- 
teren Messungen? befassen sich stets mit der Verkniipfung der durch 
Bestrahlung erzeugten Leitfahigkeit mit den ebenfalls durch Bestrah- 
lung hervorgerufenen Lumineszenzerscheinungen. Das ist verstandlich, 
weil bei den am meisten untersuchten Kristall-Phosphoren fir die 
normalerweise benutzten Bestrahlungsstarken die lichtelektrische Leit- 
fahigkeit groB ist gegentiber derjenigen im Dunkeln. 


Derartige Messungen sind im allgemeinen nicht leicht auszuwerten, 
zumal wenn sie, wie bisher in den meisten Fallen, an Pulvern durch- 
gefiihrt wurden. Die Konzentration der Elektronen wird durch die 
Bestrahlung in allen am Reaktionsablauf beteiligten Niveaus gegeniiber 
dem Gleichgewichtszustand wesentlich geaindert. Das kompliziert die 
Vorgange und erschwert z.B. eine reaktionskinetische Behandlung. In 
dieser Beziehung einfacher liegen die Verhaltnisse bei Kristallphosphoren, 


* Herrn Professor E. MaADELUNG zum 80. Geburtstag gewidmet. 

1 GUDDEN, B., u. R.W. Pout: Z. Physik 2, 181, 361 (1920); 4, 206 (1921). 
Zusammenfassung bis 1927 bei GuDDEN, B.: Lichtelektrische Erscheinungen. 
Berlin: Springer 1928. 

2 Literaturzusammenstellung z.B. bei GoBpREcHT, Haun, MOncuH: Z. Physik 
136, 57 (1953); 146, 87 (1956). — Broser, J., u. R. BROSER-WARMINSKY: Ann. d. 


Phys. (6) 16, 361 (1955). 
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deren Dunkelleitfahigkeit groB ist gegentiber der durch Bestrahlung ent- 
stehenden. Notwendig fiir die Feststellung des Zusammenhanges 
zwischen Leitfahigkeit und Lumineszenz ist dann allerdings, daB die 
Leitfahigkeit auf anderem Wege beispielsweise durch passende Dotie- 
rung in weitem Bereich gedndert werden kann. Dabei ist ein direkter 
Einflu8 der Dotierungszusdtze auf den LumineszenzprozeB zu erwarten 
und zu beriicksichtigen. 


Ein geeignetes Versuchsmaterial fiir derartige Untersuchungen sind 
synthetisch hergestellte Zinkoxydkristalle. Ihre Dunkelleitfahigkeit fiir 
Zimmertemperatur liegt bei nicht dotierten Kristallen, wegen Abwei- 
chungen von der stéchiometrischen Zusammensetzung relativ hoch 
(140-2 bis 4 Q cm) und kann durch Dotierung zu gr6Beren und kleine- 
ren Leitfahigkeiten um mehrere Zehnerpotenzen verandert werden. Die 
durch Elektronen- und Lichtbestrahlung anregbare Lumineszenz des 
ZnO zeigt eine unmittelbar an der Absorptionskante (Maximum bei 
Zimmertemperatur 385 my.) sowie eine im griinen Spektralgebiet (Maxi- 
mum bei Zimmertemperatur 520 my) liegende Bande. Beide Banden 
treten mehr oder weniger intensiv stets, d.h. bei den verschiedensten Do- 
tierungen auf. Schon im Jahre 1954 wurde iiber eine Léschung der 
griinen Lumineszenz in ZnO-Kristallen, die mit Wasserstoff dotiert 
waren, berichtet*. Eine vorlaufige quantitative Messung ist In einem 
zusammenfassenden Bericht? wiedergegeben, eine kurze Ubersicht iiber 
die neueren Ergebnisse wurde bei der internationalen Halbleitertagung 
in Prag vorgetragen®. In der folgenden Arbeit soll weiteres zu diesem 
Thema mitgeteilt werden. Zugleich wird kurz iiber eine Abhangigkeit 
der Abklingdauer von der Leitfahigkeit bzw. Dotierung berichtet. 


1. Versuchsmaterial und Versuchsanordnung 


Die untersuchten ZnO-Einkristalle waren ausnahmslos im hiesigen 
Institut nach dem hier entwickelten Verfahren® hergestellt worden. Die 
Dotierung mit Indium und Kupfer geschah wahrend des Wachstums der 
Kristalle. Die Dotierung mit Zink, Wasserstoff und Sauerstoff erfolgte 
durch Diffusion in die erhitzten Kristalle?. Die Leitfahigkeit der Kri- 
stalle bei Zimmertemperatur konnte auf diese Weise zwischen 107° Q74 


3 Motiwo, E.: Z. Physik 138, 478 (1954). 

4 HEILAND, G., E. Mottwo and F. StécKMANN: Electronic Prozesses in Zinc 
Oxide, in SE1Tz, F., and D. TuRNBULL: Solid State Physics, Vol. 8. New York: 
Academic Press Inc. 1959. 

> Motitwo, E.: Proceedings of the International Conference on Semiconductor 
Physics, Prague 1960 (im Druck). 

° Bogner, G., and E. Mortwo: J. Phys. Chem. Solids 6, 136 (1958). 

7 (Zink) ScHarowsky, E.: Z. Physik 135, 318 (1953). (Wasserstoff) MoLt- 
wo, E.: 1. c. — (Sauerstoff) BERNuTH, G. v.: Diplomarbeit Erlangen 1959. 
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em“? und 10?Q21 cm verandert werden”. Bei den relativ stark dotierten 
Kristallen war die hohe bzw. niedrige Leitfahigkeit homogen iiber den 
ganzen Querschnitt verteilt. Bei schwacher oder fehlender absicht- 
licher Dotierung dagegen ergaben sich meist starke Inhomogenitaten 
der Leitfahigkeit tiber den Querschnitt. Der Durchmesser (sechs- 
eckiger Querschnitt) der bleistiftformigen Kristalle lag zwischen 0,1 bis 
0,7 mm, ihre Lange bei etwa 1 cm. Die Lumineszenzausbeute bei An- 
regung mit ultraviolettem Licht und Elektronen variierte ebenfalls 
stark mit der Dotierung und war bei schwacher oder fehlender Dotie- 
rung meist inhomogen tiber den Kristallquerschnitt verteilt. 


Um trotz der genannten Inhomogenitaten Leitfahigkeit und Lu- 
mineszenzausbeute miteinander verkniipfen zu kénnen, war es notwen- 
dig, beide GréBen in méglichst 
kleinen Bereichen zu messen. 


Die  bleistiftformigen Kri- 
stalle wurden zwischen zwei 
verschiebbaren Backen eines Kri- 
stallhalters parallel zur Lange 
des Kristalls so gefaBt, daB 
zwel einander gegeniiberliegende 
Seiten abgedeckt waren. Auf die Coldelektroden 
freibleibenden 4 Seiten wurde im Fig. 1. Halterung des Kristalls unter dem Mikroskop 
Hochvakuum eine diinne Gold- 
schicht aufgedampft. Um Sperrschichten unter diesen Goldelektroden 
durch adsorbierten Sauerstoff zu vermeiden, wurden die Kristalle mit- 
samt dem Kristallhalter wahrend des Aufdampfens auf 250° C erhitzt®. 
Danach wurden beidseitig die Enden des Kristalls abgespalten und das 
etwa 3mm lange Kristallstiick zwischen zwei mikrometrisch verstell- 
baren, mit einer Schicht aus Indiummetall bedeckten Spaltbacken eines 
Kristallhalters eingespannt. Die Langsachse des Kristalls stand dabei 
senkrecht zu den Spaltbacken (Fig. 1). In dieser Halterung wurde der 
Kristall auf den mikrometrisch verstellbaren Kreuztisch eines Mikro- 
skops gebracht, das sich auf einem ZeiBschen Mikromanipulator befand. 
Mit Hilfe des Mikromanipulators konnte eine durch elektrolytische Ab- 
atzung eines Wolframdrahts in 0,6 normaler Natronlauge hergestellte 
Wolframspitze® als Potentialsonde auf den Kristallquerschnitt aufgesetzt 


74 Wesentlich kleinere Leitfahigkeiten kénnen durch Dotierung der Kristalle 
mit Lithium erreicht werden. Solche Kristalle zeigten bei Zimmertemperatur gar 
keine, bei — 186° C eine orangefarbene Lumineszenz. Sie werden zur Zeit naher 
untersucht. Zur Reaktion und Diffusion von Li in ZnO vgl. J.J. LANDER: J. 
Phys. Chem. Solids 15, 324 (1960). 

8 HiLanpD, G.: Z. Physik 142, 415 (1955). 

9 NreMEcK, F.W., u. D. Ruppin: Z. angew. Phys. 6, 1 (1954). 
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und, meBbar im Okularmikrometer, sehr fein in allen Richtungen ver- 
schoben werden. Die Sonde war hochisoliert und stand mit einem 
Elektrometerverstarker (Frieseke u. Hoepfner, schwingender Kondensator 
MeBbereich 0,01, 0,1, 1 V) in Verbindung. Zur Messung wurde zwischen 
die beiden aufgedampften Elektroden eine Spannung von 0,1 bzw. 1 V 
gelegt und durch punktweises Abtasten die Spannungsdifferenz gegen 
die geerdete Elektrode bestimmt. Die MeBpunkte lagen im allgemeinen 
auf einer Geraden durch den Mittelpunkt des Sechsecks. Gelegentlich 
wurden auch andere Verlaufe gemessen. Die MeSpunkte hatten im 
Mittel Abstainde von etwa 102mm. Aus dem Verlauf des Potentials 
wurde die GréBe der Leitfaihigkeit als Funktion des Ortes berechnet. 


Der Quotient: Emittierte Strahlungsleistung (A 500 my)/absor- 
bierte Strahlungsleistung (A =366 mu) wird definiert als Lumineszenz- 
ausbeute. Sie wurde als Funktion des Ortes folgendermafen bestimmt. 
Eine in Hohe und Breite verstellbare Rechteckblende (Spalt) wurde mit 
dem ausgefilterten ultravioletten Licht (A =366 my) einer Quecksilber- 
héchstdrucklampe (HBO 200) beleuchtet und itiber einen Vertikal- 
illuminator (ebener Oberflachenspiegel in der Halfte des Biindelquer- 
schnitts) mit einem Mikroskopobjektiv groBer Apertur auf die Kristall- 
oberflache abgebildet. Das Bild hatte eine GroBe von 107? x10 mm?. 
Das Lumineszenzlicht gelangte durch das Mikroskop und ein Sperrfilter 
(A> 400 my), welches die gestreute und reflektierte anregende Strahlung 
absorbierte, in einen Multiplier. Das in den Strahlengang eingeschaltete 
Einstellokular einer Aufsetzkamera gestattete die Lage und Scharfe des 
leuchtenden Fleckes zu kontrollieren. Die Verschiebung der Lichtsonde 
auf der Kristalloberflache erfolgte bei unverandertem Strahlengang 
durch mikrometrische Verschiebung des Kreuztisches, auf dem der 
Kristall in seinem Halter montiert war. Gemessen wurde sie mit einer 
in 102mm geteilten MeBuhr. Die Lichtintensitat wurde punktweise 
gemessen. Dabei lagen die MeBpunkte in etwa 10°2mm Abstand und 
auf derselben Linie, langs derer der Potentialverlauf gemessen wurde. 


2. Auswertung der Messungen 


a) Elektrische Messungen. Zur Berechnung der Leitfahigkeitsvertei- 


lung o (x) aus dem gemessenen Spannungs- bzw. Potentialverlauf wurde 
die Formel 


benutzt. Dabei wurde die Stromdichte 7 =7/F als unabhangig vom Ort 
angenommen und ihre GréBe als Mittelwert fiir den ganzen Kristall 
bestimmt. Die Relativwerte der Leitfahigkeitsverteilung langs einer 
Feldlinie durch den Mittelpunkt der Kristallflache diirften dadurch 
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keine wesentlichen Fehler zeigen. Die Absolutwerte kénnten jedoch 
wesentlich unsicherer sein, da wegen Parallelschaltung von Bereichen 
mit verschiedener Leitfahigkeit die gemittelte Stromdichte von der- 
jenigen in der MeBstrecke abweichen kann. Zur Kontrolle wurden 
auch Kristalle ausgemessen, die parallel zur Feldrichtung soweit ab- 
geschliffen waren, daB bei ihnen die 
Bereiche verschiedener Leitfahig- 
keit in Feldrichtung nur_hinter- 
einander lagen. AuBerdem konnten 
bei stark dotierten Kristallen ganz 
homogene Feldverteilungen, d.h. 
homogene Leitfahigkeitsverteilun- 
gen gemessen werden. Im Zusam- 
menhang mit den Lichtsonden- 
messungen lieferten alle Messun- 
gen praktisch dasselbe Ergebnis. 
Bestimmungen der Leitfahigkeits- 
verteilung an verschiedenen Quer- 
schnitten desselben Kristalls zeig- 
ten, daB in Richtung der Lings- 
achse (c-Achse) praktisch keine 
Anderungen auftraten. 


Strom 


Wichtig fiir die einwandfreie Fest- 
legung des Potentialverlaufs war die 
bereits beschriebene Beseitigung von 
Sperrschichten zwischen den aufge- 
dampften Elektroden und dem Kristall. 
Andernfalls lag praktisch die gesamte 
angelegte Spannung uber den Rand- Fig. 2. Stromspannungskurven fiir einen gleich- 
schichten. Die Anderung des Potentials richtenden Kontakt an einem ZnO-Kristall (Gold- 


auf der Kristalloberflache war dann aufdampfschicht auf nicht ausgeheiztem Kristall). 
' Die eine Kurve wurde im Dunkeln, die andere 


unmeBbar klein. Dabei lag zwischen wahrend der Bestrahlung der sechseckigen Quer- 
der negativen Elektrode und dem Kri- _ schnittsflache des Kristalls mit Gliihlicht an Luft 
stall stets der gr6Bere Spannungsabfall gemessen 
(Sperrelektrode). Mit Hilfe der fest 

aufgesetzten Sonde wurde die Stromspannungskennlinie derartiger Sperrschich- 
ten!® bestimmt. Das Ergebnis ist in Fig. 2 aufgetragen. Die Kurve mit + MeB- 
punkten gilt fiir einen im Dunkeln gehaltenen Kristall. Die Kurve mit o Mef- 
punkten wurde beobachtet an demselben Kristall, wahrend sein Querschnitt senk- 
recht zur Feldrichtung mit Glihlampenlicht beleuchtet wurde. Sperr- und Flu6- 
strom sind fiir gleiche Spannung bei Belichtung betrachtlich vergréBert, der Sperr- 
strom jedoch wesentlich mehr. Die Einstellung der reversiblen Gleichgewichts- 
zustande ist trage (Zeitdauer etwa 1 min). Beleuchtung ohne anliegendes Feld 
hat keine Anderung gegeniiber dem Zustand im Dunkeln zur Folge. Vermutlich 
handelt es sich um die Photodesorption einer adsorbierten Sauerstoffschicht, die 


Spannung 


10 Vel. HeILanp, G.: Z. Physik 148, 15, 28 (1957). 
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a 


den ganzen Kristall umgibt und eine Verarmungsrandschicht erzeugt. Beseitigung 
dieser schlechtleitenden Sperrschicht auf den Seitenflachen im Gebiet der Elektro- 
den wirkt ahnlich wie cin NebenschluB und setzt die Gleichrichterwirkung be- 
trachtlich herab. 


b) Optische Messungen. Um bei den verschiedenen Kristallen trotz 
Anderung der Intensitaét der anregenden Strahlung und der Justierung 
vergleichbare Relativwerte zu erhalten, wurde ein Kristall als Normal- 
oder Vergleichskristall benutzt. Die gemessenen Intensitaten wurden 
auf gleiche Lumineszenzintensitat des Vergleichskristalls reduziert. Zur 
Bestimmung des Absolutwertes der energetischen oder quantenmaBigen 
Ausbeute war es notwendig, die gesamte zur Anregung dienende ge- 
richtete und die gesamte zur Emission kommende ungerichtete Strah- 
lung in willkiirlichem aber gleichem MaB zu messen. 


Im ersten Falle wurde an die Stelle der Kristalloberflache ein Alu- 
miniumoberflachenspiegel gebracht. Die einfallende Anregungsstrah- 
lung gelangte dann ohne Abblendung im Vertikalilluminator nahezu 
verlustlos in den Multipher. Zum Vergleich mit den Messungen des 
Lumineszenzlichts wurden als Korrekturen gemessen und beriicksichtigt : 


a) Reflexion an der Kristalloberflache (20%). 


b) Die Tatsache, daB die gefilterte Anregungsstrahlung der Hg- 
Linien 366 my, eine geringe Intensitat der Linie 405 my enthalt, die 
keine Fluoreszenz anregt (mit Beriicksichtigung der spektralen Emp- 
findlichkeitsverteilung des Multiphers 2%). 


Im Falle der Lumineszenzstrahlung wurde angenommen, daB die 
Richtungsverteilung der Strahlung jedes Lumineszenzzentrums isotrop 
ist. Wegen Fehlens von Absorption ist dann bei Vernachlassigung der 
Reflexionsverluste auch die Richtungsverteilung der Strahlung auBer- 
halb des Kristalls isotrop. Fiir die Umrechnung der gemessenen Strah- 
lungsleistung auf die insgesamt ausgestrahlte wurde gemessen bzw. 
berechnet: 


a) Der vom Mikroskopobjektiv (halb abgedeckt durch den Spiegel 
des Vertikalilluminators) erfaBte Offnungswinkel der Lumineszenz- 
strahlung ; 


b) der entsprechend der Brechzahl kleinere Raumwinkel der erfaBten 
Strahlung im Innern des Kristalls. Es gelangten nur 3% der gesamten 
Ausstrahlung ins Mikroskop. 


c) SchlieBlich war noch bei der Berechnung der energetischen Ausbeute 
die verschiedene Empfindlichkeit des Multipliers im Bereich der anregen- 


den und der emittierten Strahlung zu beriicksichtigen (Fa ~ 1,4). 
~366 
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3. MeBergebnisse 


Als Beispiel sind in Fig. 3 und 4 die Ergebnisse zweier MeBreihen 
mit Licht- und Potentialsonden dargestellt. Der Verlauf der Intensitat 


(Strahlungsdichte) langs der MeBstrecke ist dabei in willktirlichen Ein- 
heiten, der der Leitfahigkeit in Q~ cm™ jeweils in logarithmischer Dar- 
stellung wiedergegeben. Fig. 3 zeigt die Verhiltnisse an einem nicht 


bi —— 5 =. 
WIITk. Q'em 1 x 
; Mk y ae 
Linh Bak Leittanigkelt | oo 
a é aha 
x 
% 7200 
70° 70 A iO” 
ie Lumineszenz xh of : 
° forow ¥ 
af a tama ! ‘ 
a ee ee ee a : a 
‘ 
BS i sal : ae i : BN 
S aes: \ Ss SS S 
S i ? £ 8 d Nas 
& ! 4 1 dS S ‘ 9! S 
S i] ass S sed Ly aS 
Se 2s Ss : 428 
S SS Lumineszenz & 
§ Ss . 
& S 
Ss 70 7 \ 0? 
to) a +45 
2 iz) Zin =|2 
7 5 Ze | [seem Sen rey i 
0 70 20 30 -10°mm OQ 0 20 30 40 $0 606-70°mm 
Abstand Abstand 
Fig. 3 Fig. 4 


Fig. 3. Verteilung der Leitfahigkeit und der Lumineszenzausbeute tiber den Querschnitt eines ZnO-Kristalls. 

Die MeBstrecke lief parallel zur Richtung des elektrischen Feldes durch den Mittelpunkt der Sechseckfliache. 

Der Kristall war 20sec bei 800°C in einer Wasserstoffatmosphare von 50 Atm Druck erhitzt und dann 
abgeschreckt 


Fig. 4. Analoge Messung wie in Fig. 3, jedoch an einem ZnO-Kristall, der 200 Std bei 1000°C in einer 
Sauerstoffatmosphare von 10 Atm Druck erhitzt worden war 


dotierten Kristall, der 20 sec bei 800° C in einer Wasserstoffatmosphare 
von 50 Atm Druck erhitzt und dann abgeschreckt war. Die Leitfahig- 
keit nahe der Kristalloberflache liegt bei 20021+cm™ etwa gerade so 
hoch, wie es der Gleichgewichtsleitfahigkeit eines unter den beschriebenen 
Bedingungen behandelten Kristalls bei Zimmertemperatur entspricht. 
Zum Kristallinneren fallt die Leitfahigkeit rapide ab (Diffusionsprofil). 
Im Kristallinneren treten drei ausgepragte Maxima, ein gréBeres in der 
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Kristallachse, zwei kleinere symmetrisch dazu auf. Derartige achsen- 
symmetrische Inhomogenitaéten waren bei vielen nicht dotierten Kri- 
stallen zu beobachten. Sie hangen vermutlich mit Schwankungen der 
Wachstumsbedingungen wahrend der Ziichtung zusammen. Die Lumi- 
neszenzintensitat langs der MeBstrecke zeigt mit allen Einzelheiten 
einen inversen Verlauf. Je gréBer die Leitfahigkeit, desto kleiner die 
Lumineszenzintensitat. 

Fig. 4 zeigt eine analoge Messung, ausgefiihrt an einem undotierten 
Kristall, der 200 Std auf 1000°C in einer Sauerstoffatmosphare von 
10 Atm Druck erhitzt war. Hier liegt die Leitfahigkeit nahe der Kristall- 
oberfidche bei 10-2021 cm. Sie entspricht wieder der Gleichgewichts- 
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Fig. 5. Zusammenhang zwischen Lumineszenzausbeute (griin) und Leitfahigkeit bei ZnO-Kristallen. In den 
verschiedenen Leitfihigkeitsbereichen [Q-'cm™] wurden folgende Dotierungen angewandt: 103 bis 1072, 
O, und Cu, 10~? bis 107! Cu, O, undotiert, 10-' bis 1 undotiert (Zn), H., 1 bis 102, Zn, H,, In 


leitfahigkeit bei Zimmertemperatur fiir einen unter den genannten 
Bedingungen behandelten Kristall. Zum Kristallinnern steigt die Leit- 
fahigkeit an und erreicht ihr Maximum in der Kristallachse. Entgegen 
dem Befund in Fig. 3 wachst hier die Lumineszenzintensitat bei kleinen 
Leitfahigkeiten mit zunehmender Leitfahigkeit an. Erst bei Leitfahig- 
keiten gréBer als 101024 cm™ zeigen Lumineszenzintensitat und Leit- 
fahigkeit in Ubereinstimmung mit Fig. 3 inverses Verhalten. Das in der 
Kristallachse liegende Maximum der Leitfahigkeit bzw. Minimum der 
Lumineszenz hat offensichtlich die gleiche Ursache wie beim Kristall 
der Fig. 3. 

In Fig. 5 ist fiir verschiedene derartige Mefreihen sowie fiir Mes- 
sungen an homogenen mit verschiedenen Zusatzen dotierten Kristallen 
die energetische Ausbeute der griinen Lumineszenz als Funktion der 
Dunkelleitfahigkeit aufgetragen. Man sieht, da die Ausbeute ein 
Maximum etwa bei der Leitfahigkeit ¢ =101Q4 cm hat; das ist im 
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Mittel die Leitfahigkeit der undotierten Kristalle. Fiir alle Kristalle 
unabhangig von der Art der Dotierung findet man sowohl zu groBeren 
wie zu kleineren Leitfahigkeiten ein Absinken der Ausbeute. Bei kleinen 
Leitfahigkeiten ist die Ausbeute etwa proportional o, bei hohen etwa 
proportional 1/o. Die Quantenausbeute betragt im Maximum etwa 2%. 


4. Diskussion 


Bei dem Versuch, die gefundenen Zusammenhange zu deuten, ist zu- 
nachst die Frage zu erértern, ob die gemessene Leitfahigkeit mit der am 
Ort der Lumineszenzemission vorhandenen iibereinstimmt. Die Volum- 
leitfahigkeit hinter der lumineszierenden Flache (Lichtsonde) diirfte 
nach Abschnitt 3a hinreichend genau bestimmt sein. In einer Ober- 
flachenschicht (Anreicherungs- oder Verarmungsrandschicht durch Ad- 
sorption von atomarem Wasserstoff!® oder von Sauerstoff) kann die Leit- 
fahigkeit aber betrachtlich groBer oder kleiner sein als im Volumen. 
Versuche von Herrn HOFFMANN im hiesigen Institut, der analoge Mes- 
sungen im Hochvakuum mit ausgeheizten, mit Sauerstoff und mit ato- 
marem Wasserstoff beladenen Kristallen ausfiihrte, zeigten, daB trotz 
betrachtlicher Anderungen der Oberflachenleitfahigkeit praktisch keine 
Anderungen der Lumineszenzausbeute auftrat. Die beobachteten Ande- 
rungen lagen in der GréBenordnung weniger Prozent, spielen also fiir 
die hier beschriebenen groBen Anderungen durch Dotierung keine Rolle. 
Das kann bei Anreicherungsrandschichten daran liegen, daB ihre Dicke 
klein ist gegeniiber der Eindringtiefe des zur Anregung benutzten Lichts 
(Absorptionskonstante K =2.-10°® cm). Bei Verarmungsrandschichten 
weisen diese Messungen darauf hin, daB die Lumineszenzausbeute nicht 
allein von der Leitfahigkeit abhangt. 


Es soll versucht werden ohne auf spezielle Vorgange an der Ober- 
flache einzugehen, ein einfaches Modell anzugeben, das die gefundenen 
Zusammenhange zwischen Lumineszenzausbeute einerseits und Leit- 
fahigkeit bzw. Donatorenkonzentration andererseits erklaren kann. 
Dabei wird die Leitfahigkeit proportional der Elektronenkonzentration 
gesetzt, was nach den Messungen von BOGNER”™ bei Zimmertemperatur 
zulassig ist. Es handelt sich um einen RekombinationsprozeB zwischen 
Léchern im Valenzband, die durch die Einstrahlung in die Eigenabsorp- 
tion (Ubergang 1 in Fig. 6) entstehen, und Elektronen aus dem Leit- 
fahigkeitsband. Die letzteren stammen ganz tiberwiegend aus Dona- 
toren nahe der unteren Kante des Leitungsbandes. Die durch Bestrah- 
lung auftretende Anderung der Elektronenkonzentration ist sehr gering 
und kann bei reaktionskinetischen Uberlegungen gegeniiber der im 


11 Bocner, G.: J. Phys. Chem. Solids (im Druck). 
Z. Physik. Bd. 162 39 
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Dunkeln vorliegenden Elektronenkonzentration vernachlassigt werden”. 
Die Erzeugungsrate der Lécher im Valenzband ist, da die Bestrahlung 
mit Licht aus dem Spektralgebiet der Eigenabsorption mit unverander- 
licher groBer Absorptionskonstante geschieht, lediglich proportional der 
Bestrahlungsstarke B. Der RekombinationsprozeB zwischen den Elek- 
tronen aus dem Leitfahigkeitsband und den Léchern im Valenzband 
kann auf mindestens drei verschiedenen Wegen vor sich gehen. Das 
folgt aus der Tatsache, dafi 1. eine an der Absorptionskante legende 
Kantenemissionsbande, 2. die hier behandelte griine Emissionsbande 
vorhanden ist und 3. die 
Quantenausbeute fiir die- 
se beiden Banden zusam- 
men nur einige Prozent 
der Quantenausbeute 1 be- 
tragt. Es mu8 also noch 
mindestens ein fiir Auge 
und Multipher unsichtba- 
rer strahlungsloser Kekom- 
binationsprozeB vorliegen. 
Das ergibt im Termschema 
der Fig.6 mit den Kon- 
zentrationen der Leitungs- 
Fig. 6. Termschema zur Deutung der Lumineszenz in ZnO. elektronen ph der Defekt- 


Das Aktivatorniveau ist, obwohl das Frank-Condon-Prinzip elektronen Np » der neu- 
sicher nicht anzuwenden ist, der Einfachheit wegen fiir An- tralen Aktivator 
lagerung und Abspaltung eines Elektrons in gleicher Lage ge- € KU1Vatoren N40; 


zeichnet. E bedeutet: Richtung des elektrischen Lichtvektors der ionisierten Aktivato- 
Ten 4s: 


Leitungsband 
LY. 


Valenzband 


1. Ubergang eines Elektrons unmittelbar aus dem Leitfahigkeitsband 
in ein Loch im Valenzband. (Ubergang 3 Ubergangsrate k31,N,.) Die 
dadurch verursachte Kantenlumineszenz ist in Lage und Intensitat ab- 
hangig von der Polarisationsrichtung relativ zur c-Achse des Kristalls ®. 
Nach HopFIELD"™ ist diese Tatsache durch zwei je nach Polarisations- 
richtung energetisch verschieden liegende Valenzbander zu erklaren. 
Genauer ist also die Ubergangsrate als Summe zweier Glieder mit ver- 
schiedenen n,, aber gleichen m, darzustellen. Die Konstante k, scheint 
fiir beide Glieder die gleiche GréBe zu haben. 


} Der Zuwachs des Leitwerts in Schichtdicken von 107° cm ist bei Bestrahlungs- 
starken von 1074 bis 1073 Watt/cm?, wie sie etwa bei unseren Versuchen vorlag, 
selbst bei den kleinsten hier benutzten Leitfahigkeiten noch kleiner als der Dunkel- 
leitwert. MoLtwo, E.: Ann. d. Phys. (6), 3, 230 (1948). — Maur, H.: Diss. Erlangen 
1957 und 8, 

13 ANDRESS, B., u. E. Mottwo: Naturwissenschaften 46, 623 (1959). 

14 HOPFIELD, J.J..: J. Phys. Chem. Solids 10, 110 (1959). 
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2. Ubergang eines Elektrons aus einem zwischen Leitfahigkeits- und 
Valenzband liegenden Niveau (Ubergang 2a, Ubergangsrate Ry q N4oNp) 
in ein Loch. Dieser Ubergang ist gekoppelt mit dem Ubergang 20 
(Ubergangsrate ky,1,14+) eines Leitfahigkeitselektrons in das entleerte 
Niveau. Beide Prozesse treten im stationdren Zustand gleich haufig 
auf. Einer von ihnen liefert die griine Emissionsbande. Fiir die Annahme, 
da der griinmstrahlende ProzeS dem Ubergang 2b zuzuordnen ist, 
spricht die Tatsache, daB bei der griinen Emission im Gegensatz zur 
Kkantenemission weder nach spektraler Lage noch nach Intensitat ein 
PolarisationseinfluB gefunden wurde®. Das macht nach den Bemerkun- 
gen unter 1. eine griinstrahlende Rekombination ins Valenzband sehr 
unwahrscheinlich. 

3. Ubergang eines Elektrons aus dem Leitfahigkeitsband in ein Loch 
im Valenzband iiber unbekannte Zwischenzustande nach einem Mecha- 
nismus, der keine Strahlung im sichtbaren Spektralgebiet liefert. Wir 
setzten die Ubergangsrate empirisch versuchsweise X = (k,n, -+C) Ny» 
wobei C eine positive Konstante ist. 

Mit diesen Ansitzen folgt fiir die Anderung der Lécherkonzentration 

— ee =—h B+ hy, Ngo, + hyn, My + (Rg, + C) My. 


Fiir die Anderung der Konzentration entleerter (Aktivator-)Niveaus 
= ae = hy, 0, 4+ — Ryg Ngo Np: 
Im stationaéren Zustand verschwinden die zeitlichen Ableitungen. 
Dann ergibt sich unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB der tiber- 
wiegende Teil der Ubergange strahlungslos erfolgt, fiir die Ausbeute 7 
der Lumineszenzemission der griinen (gr) und blauen (bl) Bande 


Ry g@N 4p hyNe Np 
ee ) we 5 
"ex (Rig Me + C) Mp ” Tol = ‘(Rye + C) Np 


Diese Gleichungen beschreiben den beobachteten Zusammenhang zwi- 
schen Ausbeute 7 und Leitfahigkeit o unter folgenden Voraussetzungen: 


Bei groBem o soll sein: 24 =const, k,n, >C. Dann ist 
[50 a ———— + —_ ~ 
ks 
ii == = COUSe... 
]bl h 
Bei kleinem o soll sein: m4 —=m,, kyn,.<C, dann ist 
Nex = 24 -n, ~O 


— 3 , 
ii = Chie de ea} 
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Diese Bedingungen ergeben sich einfach mit folgendem Modell: Der 
Aktivator fiir die griine Lumineszenz mit der Konzentration m4 ist 
eine mit einem Elektron besetzte Sauerstoffliicke. Sie entsteht aus dem 
bei kleinen Leitfahigkeitswerten (6<1074Q7*cm7) allein wirksamen 
Donator (Konzentration 2p), namlich einer mit 2 Elektronen besetzten 
Sauerstoffliicke, durch Abgabe eines Elektrons. up+=n,=14. Die 
Behandlung der Kristalle in Sauerstoff bei hoher Temperatur sowie die 
Dotierung mit Kupfer! vermindert die Konzentration der Sauerstoff- 
leerstellen insgesamt. Es sinken also gleichzeitig die Konzentrationen 
der Donatoren, Leitfahigkeitselektronen und Aktivatoren. Bei Dotie- 
rung der Kristalle mit Wasserstoff, Zink auf Zwischengitterplatzen, In- 
dium usw. bleibt die Konzentration der Sauerstoffliicken nadherungsweise 
ungedndert. Die Leitfahigkeitselektronen stammen jetzt im wesent- 
lichen aus den Fremddonatoren, aber die Sauerstoffliickendonatoren 
bleiben wenigstens bei nicht sehr hohen Leitfahigkeiten ionisiert, die 
Konzentration der Aktivatoren also konstant. 

Die in dieser Arbeit beschriebenen Versuche beschaftigen sich ledig- 
lich mit der Frage nach der Ausbeute der griinen Lumineszenz bei An- 
regung mit UV-Licht als Funktion der Leitfahigkeit. Der oben gegebene 
Versuch einer Deutung macht dariiber hinaus Aussagen iiber die Aus- 
beute der blauen Kantenemissionsbande. Diese Zusammenhange sind 
inzwischen von Herrn ANDRESS bei Anregung durch Elektronenbe- 
strahlung in seiner Dissertation untersucht und in weitgehender Uber- 
einstimmung mit den theoretischen Erwartungen gefunden worden. 
Die Ergebnisse werden in Kiirze verédffentlicht werden. Nach den zur 
Deutung benutzten Reaktionsgleichungen bestehen nicht nur fiir die 
stationaren Zustande, sondern auch fiir das Abklingen der Lumines- 
zenz nach Abschalten der Erregung Zusammenhange mit der Leitfahig- 
keit. Auch hier liegen inzwischen experimentelle Untersuchungen an 
ZnO-Einkristallen von Herrn STENz! vor. Er findet bei Anregung mit 
kurzen Lichtblitzen in allen Fallen exponentielles Abklingen /J(¢) = 


Jyexp ——. Die Zeitkonstante 7 ist fiir o<1010Q74 cm unabhangig 


von der Leitfahigkeit und besitzt etwa den Wert t=20- 10-8 sec. Bei 
héheren Leitfahigkeiten sinkt t ab. Fir o=10Q7%cm7 wird r= 
6-10 sec. Dieser Befund ist mindestens naherungsweise in Uberein- 
stimmung mit dem beschriebenen Modell. Dabei wird wieder Ubergang 
2b (Fig. 6) als der griinstrahlende angenommen. Zusatzlich wird vor- 
ausgesetzt, der Dissoziationsgrad der neutralen Aktivatoren sei gering, 
d.h. m4 >n4+ oder gleichbedeutend n4(¢) const. Diese Bedingung 
wird iibrigens bereits bei der Diskussion der Lumineszenzausbeute still- 
schweigend benutzt, wenn man die gesamte Aktivatorenkonzentration 


15 StENZ, H.: Diplomarbeit Erlangen 1960. 
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gleich der Konzentration der neutralen Aktivatoren m4 setzt. Zeit- 
bestimmend fiir die Rekombination von Elektronen und Defektelek- 
tronen muB bei der vorliegenden Parallelschaltung von Ubergangen der 
Ubergang mit der kleinsten Zeitkonstante t sein, dh. derjenige mit der 
groBten Ubergangsrate. In unserem Fall ist das der Ubergang 4 mit der 


Zeitkonstante tT, = oe In Traps gefangene Defektelektronen sind 
bei diesen Uberlegungen allerdings vernachliassigt. Aus den obigen 
Voraussetzungen folgt dann, daB auch das Abklingen der griinen Lu- 
mineszenz durch den Ubergang 4 bestimmt wird. Das entspricht etwa 
den experimentellen Ergebnissen. Die genauere Diskussion zeigt, daB 
der Ubergang 2 insgesamt zwar eine gr6Bere Zeitkonstante tT, besitzt 
(tT > T,), es muB aber t,,<7,<T., sein. Wegen der Hintereinander- 
schaltung der Ubergange 2a und 20 ist dann 1, &T),- 

DaB der griinstrahlende Ubergang 25 die kleinste Zeitkonstante 
besitzen soll, ist nicht unverniinftig, da der Elektroneniibergang 26 
in unserem Modell in eine nicht mit Elektronen besetzte, also doppelt 
positiv geladene Sauerstoffleerstelle erfolgt. Gleichzeitig erscheint 
dann der geringe Dissoziationsgrad 1 4. > 4+ verstandlich. 
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Zum optischen und elektrischen Verhalten der Metalle 
auf Grund von Messungen an sehr duinnen 
durch Aufdampfen erzeugten Schichten 


I. Verhalten der optischen Absorption von Kupfer, Silber und Gold 
im Gebiet von 0,3 bis 5,5 eV bei verschiedenen 
Aufdampfbedingungen * 


Von 
WERNER FLECcHSIG ** 


Mit 13 Figuren im Text 
(Eingegangen am 17. Februar 1961) 


Zur Aufklarung der UnregelmaBigkeiten der Lichtabsorption in diinnen Metall- 
schichten werden Messungen an Schichten verschiedenartiger Herstellung aus- 
gefiihrt. Es findet sich bestatigt, da die Anomalien vor allem im langwelligen 
Absorptionsgebiet, das mit der Leitfahigkeit in Zusammenhang steht, auftreten. 
Der Absorptionsverlauf setzt sich hier aus einem Anstieg zur Energie Null hin und 
einem vorgelagerten Maximum zusammen. Erhéhen der Schichtdicke, Vorbekei- 
men der Unterlage, Nachaufdampfen eines anderen Metalles, rasches Aufdampfen 
und Abkiihlen der Unterlage fordern in Ubereinstimmung mit bekannten elektronen- 
optischen Befunden die Beritihrung zwischen den Schichtbestandteilen, begiinstigen 
die Ausbildung des Anstieges und verlagern das Maximum im allgemeinen nach 
kleinen Energien, wobei es schlieBlich in dem Anstieg untergeht. Wahrend sehr 
diinne Schichten nur das Maximum aufweisen bei vélliger Durchlassigkeit im Infra- 
rot, ist es durch Vorbehandeln der Oberflache méglich, das Maximum zugunsten 
des Anstieges zu unterdriicken. Der Anstieg wird der unverfalschten Absorption 
auf Grund der Leitfahigkeit zugeschrieben. Die bekannten, auf der Maxwell- 
Garnett-Formel fuBenden theoretischen Ansatze werden eingehend erértert und 
erweitert. Einige Abweichungen von dem einheitlichen Gesamtbild der Messungen 
lassen sich mit einer zweigliedrigen Maxwell-Garnett-Formel verstehen. Anschau- 
lich wird als wesentliche Ursache der Anomalien das Abweichen des Feldes im 
Metallinnern vom aufgepragten mittleren Feld in Form einer Feldvesonanz heraus- 
gestellt. Von einer Beriicksichtigung geometrisch bedingter Anderungen der Di- 
elektrizitatskonstanten und der spezifischen elektrischen Leitfahigkeit des kom- 
pakten Metalles wurde dabei noch abgesehen. 


1. Einleitung 


Sehr diinne Schichten von Metallen zeigen in ihrem optischen Ver- 
halten oft auffallende Anomalien!. An kompaktem Material oder dickeren 
Schichten ergeben Bestimmungen des komplexen Brechungsindex 


* Herrn Professor E. MADELUNG zum 80. Geburtstag gewidmet. 

*x Braunschweig 

1 Pocany, B.: Phys. Z. 17, 251 (1916); zusammenfassend: FALKENHAGEN, H. 
In GeEuHRCKES Handbuch der physikalischen Opiky Baek S794 tte 10272 
ScHOPPER, H.: Fortschr. Phys. 2, 275 (1954). 
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n=n—vtk nach sehr verschiedenen Verfahren befriedigend tiberein- 
stimmende Werte, an diinnen Schichten kénnen sich dagegen die op- 
tischen Konstanten m und k stark mit der Schichtdicke2 und den Her- 
stellungsbedingungen® der Schicht andern. 


Allgemein sind zur Kennzeichnung des optischen Verhaltens isotroper 
K6rper stets zwei optische Konstanten zu ermitteln, Reflexion und Ab- 
sorption lassen sich aber sehr einfach getrennt behandeln, wenn die Ab- 
sorption in einer Schicht von der Dicke einer Wellenlange klein ist (z. B. 
bei Farbfiltern und verdiinnten Lésungen). Das ist bei Metallen nicht 
der Fall, da im optischen Bereich praktisch jeder ihrer Gitterbausteine 
einen Beitrag zur Absorption liefert. und k hangen daher bei ihnen in 
verwickelter Weise mit den von der Messung direkt erfaBten Werten 
zusammen. MeS- und Auswerteverfahren werden dann zu einem 
Problem, das in der Literatur vielfach behandelt wurde?. 


Die gegenseitige Beziehung zwischen den optischen Konstanten undden 
elektrischen GréBen, der Dielektrizitatskonstante e und der spezifischen 
Leitfahigkeit o, ist durch den als giiltig vorausgesetzten mathematischen 
Formalismus in einfacher Weise festgelegt als n2=e’, wenn e’ =e— 
, 400 

@ 
wird®. Eine Aufgabe ist dann wieder die Herleitung der Werte ¢ und o 
aus den besonderen Eigenschaften der untersuchten Stoffe. Diese soll 
jedoch in dieser Arbeit nicht behandelt werden. Bei Absorptionen, die 
nicht durch Leitfahigkeit verursacht werden, tritt an Stelle von o eine 
auf das Quadrat der elektrischen Feldstarke © im Stoffinnern bezogene 
Absorptionskonstante f, dergestalt, daB 6? der bei einer Leitfahigkeit 
entnommenen Energie o &? entspricht. 


ee y-1, @ =2az¥ Kreisfrequenz, als komplexe DK eingefiithrt 


Von den vielfaltigen entwickelten Verfahren zur experimentellen 
Bestimmung von » und k, die entweder auf der bei kleinen k-Werten 
naheliegenden Messung der Schichtdicke und der Reflexion und Durch- 
lassigkeit bei senkrechter Inzidenz oder auf der Feststellung der Ver- 
anderung des Polarisationszustandes einer einfallenden polarisierten 


2 Goos, F.: Z. Physik 100, 95 (1936); 106, 606 (1937). — ScHopPER, H.: Z. 
Physik 130, 565 (1951). — IsHicuRo, K., and G. Kuwanara: Phys. Soc. Japan 6, 
71 (1951). — Mars#, D.: Ann. Phys., Paris 9, 10 (1954). 

3 SmaKuLA, A.: Z. Physik 86, 185 (1933). — FuxKuRo1, T.: Sci. Papers Inst. 
phys. and chem. Res. Tokio 32, 172 (1937). — KRAUTKRAMER, J.: Ann. Phys., 
Lpz. (5) 32, 537 (1938). — SENNET, R.S., and G.D. Scott: J. Opt. Soc. Amer. 
AY) KOS (HOO), —= (CupeG,, 12 10,6 Isrore, lelowys, Store, Iovarl, Ise, y/7eh (Goby). 

4 Scuwink, Cu., u. H. Penvanp: Z. Physik 158, 12 (1960). Zusammenfassung: 
Mayer, H.: Physik diinner Schichten, TeilI. Stuttgart 1950. — SCHOPPER, H.: 
1. c. 1. — GinsBuRG, W.L., u. G.P. MotuLEwitscu: Fortschr. Phys. 3, 310 (1955). 
HEAVENS, O.S.: Optical Properties of Thin Solid Films. London 1955. 

5 Zum Beispiel MAYER, H.: 1. c. 4, S. 128. 
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Welle oder auf einer kombinierten Intensitats- und Polarisationsmes- 
sung beruhen4, sei ein bereits sehr lange bekanntes Verfahren heraus- 
gegriffen: die Messung des Polarisationsverhaltens bei der Reflexion an | 
vollig undurchlassigen Schichten oder kompakten Metallstiicken®. Fig. 1 
zeigt Messungen? der Lichtabsorption von Silber, die in dieser Art ge- 
wonnen wurden, in Abhangigkeit von der Energie der Lichtstrahlung 


ime Viz |Die Konstante « ist auf ein Intensitatsabfallgesetz 10~*%* im 
4nkx 


Metallinnern (statt e 7% , A= Wellenlange des eingestrahlten Lichtes 


a-1o* 
(cmi") 


50 
LG Stulz 
40 INGERSOLL R. Spite (WOR 
30 FORSTERLING UNA a = 
FREEDERICKSZ eZee, 
re x & R Sturw [1wor 


70 


2 3 
Quantenenergie der Lichistrahlung 


Fig. 1. Absorptionsmessungen an Silber. a, b, c nach dem Verfahren von Martin; a und b gemessen an drei 

Schichten aus der gleichen Aufdampfung, a staérkste und mittlere, b mittlere und diinnste Schicht. Zum 

Vergleich Messungen von Smita Minor, INGERSOLL, FORSTERLING und FREEDERICKSZ, L.G. ScHutz?. 

a, b, csind Relativmessungen ohne Schichtdickenbestimmung, sie wurden an der mit Pfeil bezeichneten Stelle 
auf gleiche Héhe umgerechnet 


im Vakuum) bezogen.| Als Beispiel der erzielbaren Ubereinstimmung 
sind dazu einige beilaufig ausgefithrte Messungen des Verfassers nach 
dem Verfahren von MartTIn® eingezeichnet. Bei dieser véllig anders- 
artigen Methode wird die Durchliassigkeit von zwei verschieden dicken 
Schichten verglichen; dabei werden die Dicken so groB gewahlt, daB die 
in das Metallinnere reflektierten Wellenztige unberiicksichtigt bleiben 
kénnen. So wird als Ausnahmefall auch hier die véllig getrennte sehr 
einfache Bestimmung der einen Konstante k verwirklicht; wenn die 
Differenz der Schichtdicken bekannt ist, auch als Absolutwert. Die 
Ubereinstimmung ist nicht so gut, wie sie nach einer Abschatzung der 


§ DruvE, P.: Ann. Phys., Lpz. (3) 64, 159 (1898). 

? SMitH Minor R.: Ann. Phys., Lpz. (4) 10, 5814 (1903). — INGERSOLL, L.R.: 
Astrophys. J. 32, 265 (1910). — FOrstErRLinG, K., u. V. FRREDERICKSZ: Ann. 
Phys., Lpz. (4) 40, 201 (1913). — Scuutz, L.G.: J. Opt. Soc. Amer. 44, 357 (1954). 

8 Martin, G.: Ann. Phys., Lpz. (5) 38, 615 (1940) 
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moglichen Fehlerquellen sein miiBte, selbst nicht zwischen den nach der 
gleichen Methode und bei der gleichen Aufdampfung erhaltenen Werten. 
Das deutet auf einen Schichtdicken- oder Schichtstruktur-EinfluB hin. Die 
vorliegende Arbeit wird dies aber nicht weiter verfolgen, sondern sich mit 
wesentlich starkeren Abweichungen an viel diinneren Schichten befassen. 

Ungeachtet dessen, ob die beobachteten UnregelmaBigkeiten von 
einer Anderung der ¢)- und o,-Werte des Metalles selbst (der Index soll 
die Werte des Metalles selbst von denen der Schicht unterscheiden) bei 
einer Verkleinerung der Abmessungen, von einer anderen Modifikation® 
oder von einer besonderen Struktur der Schicht herriihren, werden 
ublicherweise zunachst einmal aus den Beobachtungen mu- und k-Werte 
hergeleitet, die fiir den als ,, makroskopisch‘‘ homogen angesehenen Stoff 
gelten, aus dem die Schicht besteht und der nicht unbedingt mit dem 
kompakten Metall identisch sein muB. Bereits hier treten erhebliche 
Schwierigkeiten auf, wenn die Schichten sehr diinn sind*#. So konnte 
WOLTER?® zeigen, daB dann Reflexion und Durchlassigkeit nicht mehr 
zwei voneinander unabhangige Bestimmungsgleichungen fiir m und k 
liefern. Weitere Komplikationen ergeben sich bei der Frage nach der 
Schichtdicke, weil bei Dicken von wenigen Atomlagen nicht mehr mit 
der Fiktion einer ideal glatten Oberflache operiert werden kann. Man 
muB eine optisch wirksame Dicke einfiihren, die sich im allgemeinen 
von der Dicke unterscheiden wird, die etwa durch Wagung und Um- 
rechnung mit der Dichte des Metalles berechnet werden kann. Ob der 
normale Dichtewert dabei giiltig ist, ist eine weitere Frage. Eingehende 
Untersuchungen dieses Komplexes verlangen notgedrungen eine Ein- 
schrankung der Messungen auf wenige Wellenlangen. Tatsachlich ist 
das bisher vorliegende Material hinsichtlich der Frequenzabhangigkeit 
sehr wenig umfangreich. Hauptsachlich sind hier wohl Untersuchungen 
von Goos?2 an Silber und Gold, die aber auch nach unten hin bel 1,18 eV 
abbrechen, zu nennen und Messungen von Hasse! an Silberschichten, 
die bei 20 °K erzeugt wurden. In diesem Zusammenhang ist ein in 
jiingerer Zeit von FLEISCHMANN und SCHOPPER™ entwickeltes Inter- 
ferenzverfahren von Interesse, das durch Messung der _ ,,absoluten“ 
Phasen die rechnerische Auswertung wesentlich erleichtert und von 
ScHopPeR?!* auf diinne Goldschichten angewandt wurde. 


9 KRAMER, J., u. H. ZAHN: Naturwissenschaften 20, 792 (1932). — Z. Physik 
86, 413 (1933). — KRAmeErR, J.: Ann. Phys., Lpz. (5) 19, 37 (1934). — Z. Physik 
106, 675, 692 (1937). 

10 WotTeER, H.: Z. Physik 105, 269 (1937). 

11 Hasse, J.: Z. Physik 157, 166 (1959). 

12 FLEISCHMANN, R.: Z. Physik 129, 275 (1951). — FLEISCHMANN, R., u. 
H. Scooprer: Z. Physik 129, 285 (1951); 130, 304 (1951); 131, 225 (1951). — 
ScuoppEr, H.: Z. Physik 130, 427 (1951); 131, 215 (1951). 

13 ScHopPER, H.: Z. Physik 130, 565 (1951). 
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Um zu einem weiteren Uberblick zu kommen, wird im folgenden 
statt einer exakten Auswertung ein einfacher Weg eingeschlagen und 


dafiir mehr Wert darauf gelegt, den Spektralverlauf der Erscheinungen — 


geschlossener zu erhalten. Es wird sich zeigen, daB Abhangigkeiten, die 
bei fester Wellenlange sehr untibersichtlich erscheinen, dann durchaus 
verstandlich werden. Das gilt z.B. fiir die befremdlich wirkende Tat- 
sache, daf in gewissen Spektralbereichen eine Schicht lichtdurchlassiger 
werden kann, wenn ihre Dicke zunimmt!. Zur Charakterisierung des 
optischen Verhaltens wird daher im folgenden ausschlieBlich nur em 


Wert, das logarithmierte Verhaltnis lg A der auf die Schicht auffallenden 


Lichtenergie J, zu der aus ihr austretenden Energie J dienen. Weiter 
unten wird nachgewiesen, daB dieser Wert ein um so brauchbareres MaB 
fiir die von der Schicht aufgenommene Energie ist, je diinner diese ist 
(was sich damit deckt, daB nach WoLTER Durchlassigkeit und Reflexion 
bei diinnsten Schichten in einem festen Verhaltnis zueinander stehen, das 
nur vom Brechungsindex der Umgebung abhangt). Bei dieser Naherung 
geht die Schichtdicke als ,,optische’’ Dicke nur als Proportionalitats- 
faktor ein*. Der spektrale Verlauf kann daher durch sie direkt nicht 
wesentlich gedndert werden. GréBere Abweichungen, wie sie wirklich 
auftreten, wird man also Veranderungen oder einem verdnderten Ver- 
halten der Schichtsubstanz zuschreiben miissen. 

Der in Fig. 1 wiedergegebene Absorptionsverlauf mit einem deut- 
lichen Minimum ist fiir die optischen Eigenschaften der einwertigen 
Edelmetalle charakteristisch. Joos und KLoprer® konnten sehr ein- 
drucksvoll zeigen, daB das Temperaturverhalten des Absorptionsan- 
stieges rechts vom Minimum die je nach Temperatur mehr oder minder 
groBe Unscharfe der Fermi-Kante wiedergibt. Danach kann heute 
kaum noch ein Zweifel bestehen, daB die Absorption rechts vom Mini- 
mum Interbandiibergangen aus dem Leitfahigkeitsband zuzuordnen ist, 
links dagegen Energieverlusten durch die elektrische Leitfahigkeit?®. 
Silber weist fiir die optischen Untersuchungen den Vorteil auf, daB 
diese beiden Erscheinungen recht deutlich (wie spater noch besser 
herauskommen wird) voneinander getrennt sind, wahrend sie sich bei 
Kupfer und Gold starker tiberlappen. Es ist bekannt, daf& die Anomalien 
vor allem links vom Minimum vorkommen, wahrend sie im UV so 


wenig hervortreten, daf der lg on hier unter Vorbehalt als MaB fiir die 
Schichtdicke gebraucht werden kann. 


* Von dem Fall, daB die ,,optische‘‘ Dicke einer materiellen Schicht wellen- 
langenabhangig sein kénnte, kann abgesehen werden. Dies diirfte nur eine geringe 
I<orrektur bedingen. 

UO(GGOS, 1852 IC, Be 

15 Joos, G., u. A. KLoprer: Z. Physik 138, 251 (1954). 

16 FROHLICH, H.: Elektronentheorie der Metalle, S. 105, 112, 329ff. Berlin 1936. 
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Auf die zur Deutung der Anomalien benutzten Vorstellungen wird 
im theoretischen Teil naher eingegangen werden. Es soll hier vorweg- 
genommen werden, da8 sich immer mehr die Ansicht durchgesetzt hat, 
da} eine ,,mikroskopische‘‘ Aufteilung der Schicht in viele kleine Einzel- 
teilchen, deren Vorhandensein auch durch elektronenmikroskopische 
Aufnahmen?!’ weitgehend bestatigt wurde, Ursache der Anomalien ist. 
Bei der Beschreibung der MeBergebnisse wird daher bereits von dieser 
Auffassung Gebrauch gemacht werden. 


2. MeBverfahren 


a) Spektralbereich und Traégermaterial. Die aufgedampften Schichten 
befanden sich auf runden oder quadratischen Tragern von etwa 3 bis 
4cm? Flache. Das waren entweder Deckglaschen aus Glas (0,17 mm 
stark) oder aus Quarzglas (0,2 mm stark), oder Quarzglasplattchen von 
14mm Dicke. Ein paar Messungen wurden mit FluBspat (1 mm stark) 
und Glimmer (etwa 0,1.mm stark) als Unterlage vorgenommen. Als 
MeBgrenzen ergaben sich dabei im IR bei Glas und Quarz 4=4 bis 
4,5 um, bei FluBspat etwa 12 um und bei Glimmer 7 bis 8um. Nach 
dem UV hin war die Grenze hier zuerst mit A = 230 nm durch das Licht- 
eintrittsfenster des Photovervielfachers aus diinnem Uviolglas, spater 
unter Benutzung einer anderen Mefzelle mit 2 =200 bis 210 nm durch 
die ungeniigende Durchlassigkeit der Prismen des Monochromators 
(kristallisiertes Quarz) gegeben. 


b) Art der Bedampfung. Um zufallige Storungen durch variierenden 
UnterlageeinfluB, Schwankungen im Vakuum und Verdampfungsvor- 
gang weitgehend auszuschalten, wurden méglichst mehrere Schichten, 
auch mit Abwandlung der Herstellungsbedingungen, auf derselben 
Platte und im gleichen Aufdampfvorgang erzeugt. Insbesondere finden 
sich in den folgenden Messungen oft fiinf verschiedene Schichten der 
Dicken-(Mengen-)Abstufung 1:2:3:4:5 in 2 Gruppen angeordnet, z.B. 
einmal auf die reine Traégeroberflache, einmal nach einer Vorbedampfung 
der Unterlage aufgebracht. In diesem Falle wurde zunachst eine Halfte 
der Tragerflache mit der Vorbedampfung (oft eine Belegung von im 
Mittel nur einer Atomlage) versehen, und anschlieBend wurden unter 
Beibehalten des Vakuums senkrecht zur Vorbedampfungskante liegende 
Streifen der Untersuchungssubstanz niedergeschlagen. Dabei erfolgte 
der Einsatz der Bedampfung iiber die ganze Flache gleichzeitig fiir alle 
Schichten; nur ein schmaler Streifen blieb fiir die Messung des Ver- 
gleichswertes J, von der zweiten Bedampfung frei. Vorschieben einer 
Abdeckung um jeweils 2,5 mm nach gleich groBen Zeitintervallen ergab 


uv Hass, G.: Kolloid-Z. 100, 230 (1942). — Picarp, R.G., and C.S. DUFFEN- 
pDACK: J. Appl. Phys. 14, 291 (1943). 
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die abgestuften Schichtdicken. Eine einmalige Verdampfung lieferte so 
10 verschiedene Absorptionskurven (mit Vorbedampfungsabsorption 11). 
Diesem Vorgehen entsprechend wurde bei Untersuchungen des Tem- 
peratureinflusses des Tragers stets gleichzeitig je eine Bedampfung bei 
einer festen Unterlage-Temperatur auf einem zweiten Trager vorge- 
nommen. 

Der Dampfdruck wahrend des Aufdampfens war 5 - 10-7 bis 2-10~° Torr 
bei voriibergehendem Anstieg bis auf 10° Torr bei Molybdanaufdamp- 
fungen. Ein RestdruckeinfluB zeichnete sich gegeniiber den beobachteten 
Effekten nicht ab, wenn zeitweise einmal bei héherem Druck verdampft 
worden war. 


c) Schichtdickenbestimmung. Zur Ermittlung der ,,Wagungs’‘dicke 
wurde zugleich mit dem in 20cm Abstand liegenden Trager in etwa 
gleicher Abdampfungsrichtung ein 12cm? groBes diinnes Glimmer- 
plattchen bedampft, das in 8 cm Abstand vom Verdampfer angebracht 
war. Gewogen wurden Mengen von 0,1 bis 0,3 mg bei einem Glimmer- 
gewicht unter 10 mg. Im iibrigen erfolgte ee Umrechnung nach Auf- 
dampfzeiten und geometrischen Verhaltnissen, da Reflexion von Teil- 
chen bei den untersuchten Metallen nicht zu erwarten ist. 


Die zeitliche Konstanz des Aufdampfungsvorganges wurde gepriift, 
indem gleichzeitig zusatzliche Aufdampfungen in der Ebene des zur 
Messung dienenden Schichttragers auf einem Glas-Objekttrager durch 
einen 2,5 mm breiten Spalt hindurch ausgefiithrt wurden. Dieser Kon- 
trolltrager wurde dabei in gleichen Zeitabstanden um eine Spaltbreite 
ruckartig verschoben und spater die Absorptionsgleichheit der entstan- 
denen Streifen gepriift. Die Eingangsspannung zum Betrieb des Ver- 
dampfers war bis auf 0,1% stabilisiert. Bis zum Erreichen einer kon- 
stanten Temperatur (nach einigen Minuten) wurden die Trager abge- 
deckt. Die untersuchte Substanz lag in einer Molybdanblechwanne 
(0,1 mm stark) in einer Menge von wenigstens 1 g, wovon maximal bis 
etwa 4% verdampft wurden, so daB erhebliche zeitliche Veranderungen 
infolge Minderung der Vorratsmenge vermieden waren. 


Die sehr starken Zufithrungen zum Einklemmen der Wanne wurden 
durch Kihiwasserzufuhr bis in unmittelbare Nahe der Einklemmung 
auf konstanter Temperatur gehalten. Gold wurde aus einer ausgehohlten 
spektralreinen Kohle heraus verdampft, die von einem Warmeschutz 
aus Mo-Blech umgeben war. 

Zusatzlich zu dieser Messung wurde die insgesamt verdampfte 
Menge durch Wiegen der Wanne mit Inhalt oder des lose liegenden 
Metallkiigelchens allein ermittelt. Es zeigte sich, da®8 man hieraus bei 
Annahme einer gleichmaBigen Verteilung auf eine Halbkugel sehr nahe 
dieselben Werte wie bei der Glimmerwagung erhielt (auBer bei Au, bei 


Zum optischen und elektrischen Verhalten der Metalle. I SAA 


dem die Abstrahlung durch die Anordnung enger begrenzt wurde). Im 
Verlauf der Messungen ergab sich, daB man als rohes DickenmaB die 
GréBe der optischen Absorption im kurzwelligen UV benutzen kann, da 
der Einflu8 der Schichtstruktur in diesem Gebiet, wie auch aus der 
Literatur bekannt ist, praktisch fortfallt. 

Soweit Dicken aus Griinden der Anschaulichkeit in der Zahl der 
Atomlagen angegeben werden, ist die Dicke einer Lage aus der Atom- 
zahl/em® unter Annahme gleichmaBiger raumlicher Verteilung ohne 
Riicksicht auf die Gitterstruktur berechnet worden, da iiber die Auf- 
wachsrichtung der Schichten keine generellen Aussagen mdglich sind. 

d) Bestimmung von |g Jo(1=" Um den gesuchten Wert lg = zu er- 


i 


halten, wurde bei senkrechter Inzidenz die Lichtintensitat nach Durch- 
tritt einer bedampften und einer unbedampften Stelle des Schicht- 
tragers gemessen. Mit den Bezeichnungen: J,, J, gemessene austretende 
Lichtintensitaten ohne bzw. mit Schicht, J, Intensitat des aus Luft auf 
die Schicht bzw. das Traégermedium auffallenden Lichtes, J Intensitat 
des unmittelbar hinter der Schicht in das Unterlagsmedium austretenden 
Lichtes, 7 Reflexionsvermégen an der Grenzschicht Luft—Trager, 7’ 
Reflexionsvermégen der Aufdampfschicht von der Seite der Unterlage 
aus, lassen sich sofort folgende Gleichungen hinschreiben (Aufdampf- 
schicht auf der Lichteintrittsseite) : 


L=1—72 ya te 
=. 4—7% 
= I ye ae 
I, =I, ie apo adae. are 


wenn man beriicksichtigt, daB das erste Summenglied « =0 von dem 
gerade durchgehenden Strahl, die weiteren Glieder von den mehrfach 
reflektierten Strahlen herriihren, und die anderen Schwachungsfaktoren 
in gleicher GréBe bei jedem Strahl beim Ubergang vom bzw. in den 
Luftraum auftreten. Die Mehrfachreflexionen innerhalb der Aufdampt- 
schicht sind dabei mit dem Faktor J/J,) im ganzen mit in Rechnung ge- 
bracht. 7 ist 0,03 bis 0,04, folglich 7? zu vernachlassigen. Mithin 


lg? —l¢ ee tIg(1—~rr’). 


Der letzte Summand hat den ungefahren Wert —0,43477’ und kann 
ebenfalls unberiicksichtigt bleiben, da bei diimnen Schichten auch 7’ 
wesentlich unter 4 liegt und bei dickeren Schichten der vordere Summand 
groB gegen 0,4347 ist. Es ist zweckmafig, den Faktor 1—7 1m Endwert 


zu belassen. 
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lg —") wird dann im Grenzfall der Schichtdicke 0 ebenfalls 0, 


gibt also die infolge der Aufdampfung auftretende Anderung wieder. 


Io(4 
I 


Zur korrekten Beriicksichtigung des Einflusses der zusatzlichen Ab- 
sorption einer vorher aufgedampften Schicht ware eine sehr komplizierte 
Art der Messung nétig gewesen. Hierauf wurde verzichtet, weil die ge- 
suchte Wirkung der zusatzlichen Behandlung meist um ein Vielfaches 
eréBer war als die recht geringe Absorption der Zusatzbedampfung 
allein. Deren Vorhandensein wurde einfach durch Subtraktion elimi- 
niert, indem die Messung auf die Intensitat 7, hinter dem allein mit der- 
selben Vorbedampfung versehenen Tragerteil als Nullwert bezogen 
wurde. 

3. Apparatur 

Das zur Messung benutzte Licht lieferte ein Doppelmonochromator 
von Letss mit Prismen aus kristallinem Quarz und aus KCl. Als Licht- 
quellen diente im allgemeinen eine Wolframlampe Wi 43 Osram, im 
Infrarot ein Silitstab Cesiwid (8 Amp, ~ 22 V) und im UV eine wasser- 
gekiihlte Wasserstofflampe (KERN und SPRENGER). Ein Hg-Standard 
wurde nur zur Kontrolle der Eichung eingesetzt. 

Der auf etwa 1mm Hohe begrenzte Austrittsspalt des Monochroma- 
tors wurde tiber Spiegelanordnungen auf die zu messende Schicht und 
von dort weiter zum Photovervielfacher hin abgebildet. Es standen die 
Vervielfacherzellen zur Verfiigung: EMI Typ 6256 mit Quarzfenster, 
RCA Typ IP 28 und Typ Vp 690 I mF Maurer mit eingezogenem Uviol- 
glasfenster. Trotz Anbringung leitender AuBenbelage, die auf Kathoden- 
potential lagen, stimmten im Gebiet des langwelligen Auslaufens der 
Photoeffekte zeitweise die Anschliisse an die Messungen mit Thermo- 
sdule nicht genau. Diese Abweichung war am geringsten bei dem Typ 
IP 28 RCA. Die Speisung der Spannungsteilerkette erfolgte aus einem 
elektronisch stabilisierten Gerat, wobei die Endstufe noch getrennt mit 
einer Glimmstrecke stabilisiert war. Die konstant belastete Gesamt- 
einspeisung der ganzen MeBanordnung war auf 220 V +0,1% stabili- 
siert. Im IR wurde mit Hilger-Schwarz-Thermosdule Typ FT 16 und 
einem Galvanometer von 1,1 sec Schwingungsdauer unter Benutzung 
der an anderer Stelle beschriebenen Projektions-Abilesevorrichtung!8 
gemessen. 


4. Einzelheiten zur Ausfuhrung der Messungen, MeBgenauigkeit 


Zur optischen Messung wurden die Schichten an Luft gebracht. Bei 
den diinnsten Kupferschichten wird also die Absorption mehr dem 
Oxydul als dem Metall zuzurechnen sein. Die Haltbarkeit der Schichten 
war aber im tibrigen so gut, daB sich noch nach 3 Wochen fast dieselbe 


8 FLecusiG, W.: Z. Instrumentenkde. 66, 57 (1958) 
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Kurve ergab, wenn fiir einen gewissen LuftabschluB gesorgt wurde. Es 
gentigte dazu eine einfach verschraubte Kapsel mit zwei Quarzfenstern, 
in der die Schicht auch gemessen werden konnte. 


Mit einer im Aufdampfgefa8 geeignet eingebauten 35-Watt-Lampe 
und Photozelle konnte auSerdem die mittlere Absorption wahrend der 
Herstellung der Schichten gemessen werden, damit bestimmte Dicken 
reproduziert werden konnten. 

Die graphisch dargestellten Ergebnisse zeigen zu einem Teil bei gewissen 
Energiewerten Absatze in den Kurven, die nicht durch Umrechnen korrigiert wur- 
den. Es kann sich dabei um drei Ursachen handeln: 1. die schon genannte Insta- 
bilitat der MeBzelle im langwelligen Auslaufer ihrer Spektralkurve, 2. die eben 
erwahnte Alterung der Schichten ohne SchutzgefaB, 3. eine kleine Verschiebung 
des MeBlichtes auf der Schicht beim Wechseln der Prismen, weil die Spalthéhen- 
begrenzung anfanglich am Eingangsspalt des Doppelmonochromators erfolgte. 


Die MeBgenauigkeit bei einer Ablesung ist mit etwa 1/,% anzusetzen 
(auBer im Falle hoher Absorption, wo wegen kleiner /,-Anzeigen schon 
die Ablesegenauigkeit geringer ist). Dabei war wahrscheinlich die In- 
konstanz der MeBzelle der HauptanlaB zu Abweichungen. Die Mebf- 
punktfolge ist in zwei Kurven mit eingezeichnet. 


5. Ergebnisse 


In den folgenden bildlichen Wiedergaben der Messungen ist als 
Abszisse einheitlich die Quantenenergie der Strahlung in eV gewahlt 


; Leeda, ; ; Pune aen 
worden. Ordinate ist eo a , wobei bewuBt eine, auch nur willkiirlich 


mogliche, Umrechnung auf eine bestimmte Schichtdicke unterlassen 
wurde. So entfaltet sich das Gesamtbild fiir die verschiedenen Schicht- 
dicken klarer, und die Beziehung zwischen Kurvencharakter und 
Schichtdicke kommt besser zum Ausdruck. 


An Hand von Fig. 2 werde zunachst das fiir die hier untersuchten 
Metalle typische Absorptionsverhalten am Beispiel des Silbers dargelegt. 
Die Absorption vechts von dem bei 3,8 eV (bei Kupfer 2,1 eV, bei Gold 
2,3 eV) gelegenen Minimum ist dem Ubergang aus dem halb besetzten 
Leitungsband in ein héher liegendes Energieband zuzuordnen!’. Sie sel 
hier als Ma der Schichtdicke genommen. Als Anhaltspunkt sei er- 


wahnt, daB einem Wert lg = = 0,1 etwa 11 Atomlagen entsprechen 


[gleichmaBige kubische Verteilung angenommen, (vgl. Abschnitt 2c), so 
DERE eel 
daB bei Ag ein mittlerer Lagenabstand von V us sls 
y4 
gemaB dem Basiswert 4,078 A angesetzt ist]. Die diinnste gemessene 
Schicht liegt also noch unter einer Atomlage, wahrend die dickste der 
Schichten etwa 100 Atomlagen aufweist. 


=2,57A 


580 WERNER FLECHSIG: 


Links vom Minimum, in dem durch Leitfahigkeit bedingten Ab- 
sorptionsgebiet, zeigt sich jetzt ein ganz anderes Bild als in Fig. 1. Dort 
wurde « bei kleinen Energien konstant, d.h. k = ane anderte sich 
dort wie J, nahm also bei kleinen Energien stark zu. Wenn nun auch 
kein direkter Vergleich der beiden Messungen méglich ist, weil die 
Ordinaten verschiedene Groen darstellen, so widerspricht das Verhalten 
der diinneren Schichten in Fig.2 doch grundsatzlich einer solchen Ab- 
hangigkeit, da die Absorption bei kleinen Energien null wird. 

Allgemein sind jetzt zwei verschiedene Absorptionstypen zu unter- 
scheiden: 1. ein Maximum, das sich mit Zunehmen der Schichtdicke nach 


7 Z 3 a 5 eV 


Fig. 2. Absorptionsverlauf fiir Schichten verschiedener Dicke bei Silber. Unterlage Quarzglas. lg 
= 0,1 bei 5 eV entspricht etwa 11 Atomlagen 


Jt =") 
a 
kleinen Energien hin verschiebt und vor allem den diinnsten Schichten 
eigen ist!®, Diese Schichten werden im IR schlieBlich vollkommen 
durchsichtig. 2. ein Anstieg nach kleinen Energien hin, der bei den 
dickeren Schichten auftritt. In einem Zwischengebiet sind beide, Maxi- 
mum und Anstieg, vorhanden, derart, da8 der Anstieg mit dem Dicker- 
werden der Schicht zunachst als manchmal ziemlich unregelmabig ge- 
formte Uberlagerung im langwelligen Auslaufer des Maximums bemerk- 
bar wird und dann standig zunimmt. Das Maximum nimmt zwar auch 
zu, schiebt sich aber gleichzeitig in den staérker zunehmenden Anstieg 
hinein. (Wegen der fehlenden Umrechnung beziiglich der Schichtdicke 
bedeutet die Zunahme natiirlich nicht eine Zunahme des auf ein Atom 
bezogenen Beitrages zur Absorption.) Diese fast stets (bei Kupfer fehlt 
unter Umstanden die Verlagerung des Maximums) beobachtete Er- 
scheinung ist fiir die Metalle Kupfer, Silber und Gold nach nicht wieder- 


19 Goos, F.> 1. c. 2. — KRAUTKRAMER, J.: l.c. 3. — SENNET, R.S., u. G.D. 
Scott: 1. c. 3. — Isnicuro, K., and G. Kuwauara: 1. c. 2. — ScHoppEr, H.:1.c.1. 
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gegebenen Messungen in gleicher Art vorhanden und fiir Schichtenfolgen 
der Dicken 1:2:3:4:5 in Fig. 31 nochmals bei Verwendung einer 
Glimmerunterlage dargestellt. Es wird so infolge der Verlagerung ver- 
standlich, daB die Absorption auf der kurzwelligen Seite des Maximums 


zal 


16\- 


N 
* 
T 
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Fig. 3. EinfluB einer Molybdan-Vorbedampfung auf den Absorptionsverlauf bei Silber. I ohne, II mit Mo- 
Vorbedampfung. Unterlage Glimmer. Je fiinf verschieden starke Massenbelegungen 1:2:3:4:5. 
III Absorption der Mo-Vorbedampfung allein 


bei wachsender Schichtdicke abnehmen kann trotz Zunahme der Héhe 
des Maximums. 

Bei der darunterliegend wiedergegebenen Messung II handelt es 
sich um die entsprechenden Aufdampfungen mit der in Abschnitt 2b 
beschriebenen Molybddn-V orbedampfung von etwa einer Atomlage. Im 
kurzwelligen Gebiet der Interbandiibergéange lassen sich dann die zu- 
sammengehorigen Kurven beinahe vollkommen iiberdecken; allerdings 
ist eine kleine Verlagerung der Abszissenachse dazu notig. Das ist 

Z. Physik. Bd. 162 40 


582 WERNER FLECHSIG: 
einzusehen, weil natiirlich die Mo-Schicht eine andere Wirkung haben 
wird, als sich mit ihrer Absorption einfach zu der Absorption der anderen 
Metallschicht zu addieren. Ganz auffallend ist dagegen in dem struktur- 
empfindlichen Gebiet die Wirkung der winzigen Mo-Menge. Das Maxi- 
mum erfahrt eine erhebliche Verschiebung nach langeren Wellen, und 
die Ausbildung des Anstieges ist stark begiinstigt, kurz gesagt: die 
Schichten verhalten sich hinsichtlich des Verlaufes der Absorption so, 
als ob sie in dem spater verdampften Metall dicker geworden waren, 
jedoch um erheblich mehr als nur eine Atomlage. Die sehr geringe Ab- 
sorption der Mo-Schicht ist in Fig. 3 III eingetragen. 


7 y 3 4 5 eV 
Fig. 4. Einflu8 verschiedener Behandlung der Unterlage auf den Absorptionsverlauf bei Silber. Unterlage 
Glas, a unbehandelt, 6 feuerpoliert. Bei a und 6b dieselbe Ag-Aufdampfung 


Fig. 4 gibt einen ahnlichen Vergleich fiir gleichzeitige Aufdamp- 
fungen auf eine unbehandelte und eine fewerpolierte Glasunterlage. 
Letztere wurde in einem Ofchen vor dem Einsetzen zum Bedampfen so 
hoch erhitzt, daB die Rander sich verrundeten. Dabei verbog sich aller- 
dings gleichzeitig die ebene Flache. Bei den diinneren Schichten sind 
keine nennenswerten Unterschiede gegeniiber der unbehandelten Flache 
sichtbar. Dies deckt sich mit Beobachtungen von CLEGG?, der zwar 
einen Einflu8 durch bewuBte Verunreinigung findet, jedoch keine 
Unterschiede zwischen normaler, optisch polierter und feuerpolierter 
Unterlage. Bei den dickeren Schichten ist jedoch bei feuerpolierter 
Unterlage der Anstieg nach kleinen Energien angehoben, was im Sinne 
eines besseren Zusammenhaltes der Schicht zu verstehen ist. 

Nach der Theorie” ist fiir o (A) in diesem Frequenzbereich ein Anstieg 
mit A? zu erwarten. Es liegt daher nahe, den Anstiegstyp diesem 


20. DRUDE, P.: Phys. Z. 1, 164 (4899/1900). — Kronic, R. pE L.: Proc. Roy. 


Soc. Lond. A 124, 409 (1929); A 133, 255 (1931). — GinsBuRG, W.L., u. G.P. Mo- 
DULEWAISCH a LC 4 Ss 2ot. 
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metallischen Verhalten, das Maximum dagegen einer Anderung durch die 
Aufteilung der Schicht in kleinste Teilchen zuzurechnen. Falls diese 
Zuordnung richtig ist, kann man hoffen, durch Beseitigung der Unter- 
brechungen in der Schicht den Anstieg allein zu erhalten. Fiir die Aus- 
wahl der Metalle zur Vorbedampfung war folgende Uberlegung aus- 
schlaggebend. Bei einer festen Temperatur der Unterlage lassen sich die 
Metalle nach ihrem Verhalten bei der Schichtbildung grob in drei 
Gruppen einteilen: 1. solche, deren Atome beim Auftreffen auf den Tra- 
ger im wesentlichen liegen bleiben, 2. solche, deren Atome zwar die 
Trageroberflache nicht wieder verlassen, aber in ihr eine erhebliche 
Beweglichkeit fiir eine gewisse Zeit behalten und sich deshalb erst an 
bevorzugten Stellen (Keimen) festsetzen, 3. solche, deren Atome schon 
vor ihrer festen Anghederung die Oberflache wieder verlassen und an der 
gewiinschten Stelle gar keinen Belag bilden?!. Zur letzten Gruppe ge- 
héren bei einer Tragertemperatur von 20 °C vor allem leicht verdamp- 
fende Metalle wie Zink, Kadmium, Quecksilber, zur zweiten Gruppe 
z.B. Silber, zur ersten Gruppe schwer verdampfende wie Wolfram, 
Molybdan, Iridium, Platin. Man weif jedoch aus elektronenoptischen 
Untersuchungen’, daB auch diese in diinnen Schichten nicht zusammen- 
hangend sind mit statistischer Verteilung ihrer Atome in der Oberflache, 
sondern das sie Einzelteilchen bilden, die allerdings sehr klein sind, mit 
einem Durchmesser von nur etwa 3 bis 4 Atomabstanden und gegen- 
seitigen Abstanden etwa gleicher GroBe. Sie stellen also schon ein er- 
hebliches Hindernis fiir Partikel wie Silberatome dar, die sich in der 
Oberflache starker bewegen, und begiinstigen ihr flachiges Anwachsen 
an die vorhandenen zahlreichen Keime. Offenbar reicht das aber nicht 
aus, um das Silber schon in ganz diinnen Schichten zur Bildung ge- 
schlossener Belegungen zu zwingen. Aus diesem Grunde wurden zum 
Vorbekeimen Versuche mit Metallen unternommen, die eine besondere 
Affinitat zu den aufgedampften Metallen aufweisen, d.h. mit ihnen weit- 
gehend mischbar sind und eine ahnliche Gitterkonstante besitzen. Dem- 
gemaB zeigen Fig. 5 und 6 Kurven von Filmen, die in gleicher Weise 
wie vorher erzeugt wurden, jedoch mit einer Vorbedampfung von 
Palladium bei Silber. Dieselbe Wirkung wurde mit Nickel bei Kupfer 
und Gold erzielt. In Fig. 5 sind zwei verschiedene Palladiummengen vor- 
verdampft worden, die aber noch nicht ausreichen, um das Maximum 
ganz zu beseitigen; das wird erst mit im Mittel 12 Atomlagen starken 
Vorbedampfungen erreicht, wie in Fig.6 wiedergegeben ist. Die mit- 
angegebene Absorption des Fremdmetalles allein ist gema& der Meb- 


21 Vel. hierzu MAYER, H.: Physik diinner Schichten, Teil II, S. 99ff. Stuttgart 
1955. 
22 LEVINSTEIN, H.: J. Appl. Phys. 20, 306 (1949). — Ruska, E., u. O. WOLFF: 
Z. wiss. Mikrosk. 62, 566 (1954/55). 
40* 
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methodik in den anderen Kurven nicht mehr enthalten. In einem weiten 
Bereich verkleinert die Vorbekeimung die Absorption um ein Vielfaches. 
Es ist daher unméglich, das Verschwinden des Maximums mit der Uber- 
lagerung einer zusdtzlichen Energieaufnahme des Fremdmetalles unter 


7 2 3 ¥ 5 eV 


Fig. 5. EinfluB8 verschieden starker Palladium-V orbedampfung auf den Absorptionsverlauf bei Silber. Unter- 
lage Quarzglas. I schwdchere, JJ starkere (Kurve JJI) Pd-Vorbedampfung. Bei J und JJ dieselben 
Ag-Aufdampfungen 


dem Einflu8 des anderen Metalles erklaren zu wollen. Gegen das Auf- 
treten einer vollig anders verlaufenden Absorption infolge Legierungs- 
bildung spricht der vollkommen gleich gebliebene Verlauf im UV und 
das grundsatzlich gleiche Verhalten anderer Fremdmetalle wie z.B. 
Molybdan. 

Sofern durch SchlieBen der Unterbrechungen in den Schichten der 
Anstieg auf Kosten des Maximums aufgebaut wird, kénnten die Fremd- 
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metalle aber an der Absorption im Anstiegsgebiet zufolge ihrer Eigen- 
schaft als Metalle mitbeteiligt sein, indem auch sie nach dem Uber- 
briicken der Liicken statt des vorherigen Abfalls der Absorption einen 
Beitrag zum Anstieg zum Langwelligen hin liefern. 


7 2 3 oenig 5 eV 


Fig. 6. Beseitigen der Maxima im Absorptionsverlauf durch starkere Vorbedampfung bei Silber. Unterlage 
Quarzglas. I ohne, II mit Vorbedampfung von Palladium. Je ftinf verschieden starke Massenbelegungen 
1:2:3:4:5. III Absorption der Pd-Vorbedampfung allein 


SchlieBlich sei in Fig. 7 noch der Einflu8 einer nachtrdglichen Auf- 
dampfung von Molybddn auf eine Silberschicht wiedergegeben. Es 
handelt sich bei den vier Absorptionskurven a—d um dieselbe Silber- 
bedampfung. Bei a wurde die Silberschicht auf dem unbehandelten 
Trager gegentiber dem schichtfreien unbehandelten Trager gemessen ; 
bei b war zusatzlich bei beiden Flachen hinterher eine sehr diinne Mo- 
Schicht hinzugedampft worden. Es ist deutlich zu sehen, daB diese Be- 
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handlung ahnlich wie eine vorherige Aufdampfung von Mo wirkt, doch 
wesentlich schwacher. In der Kurve c ist namlich der EinfluB der Mo- 
Vorbedampfung dargestellt, die bei dieser Silberschicht das Maximum 


if 2 ef a omey 


Fig. 7. EinfluB einer nachtraglichen bzw. vorherigen Molybdinaufdampfung auf den Absorptionsverlauf bei 

Silber. Unterlage Glas. a Ag-Schicht auf reinem Trager; b gleiche Ag-Schicht, Mo nachtraglich hinzuge- 

dampft; c Mo vorbedampft, gleiche Ag-Schicht; d Mo vorbedampft, gleiche Ag-Schicht und Mo nachtraglich 
hinzugedampft. Mo Absorption der Mo-Aufdampfungen allein 


ganz zum Verschwinden bringt. Endlich ist Kurve d die Absorption 
nochmals der gleichen Silberschicht, bei der nun zu der Behandlung c 
noch eine Uberdeckung mit Mo hinzugefiigt wurde. Auch hier ist noch 


05 b¢ b3 b2 b7 
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Fig. 8. Anderung des Absorptionsverlaufes von Silber durch Aufdampfen verschieden groBer Molybdanmengen 

auf eine Silberschicht. Obere Kurven J Absorption der Mo-Aufdampfungen allein, untere Kurven II Absorp- 

tion der Ag-Schicht: a ohne, by, bs, bs, by, bs nach Bedecken mit Mo (Mo-Absorption abgezogen). Unterlage 
Glas 


eine Anderung im Sinne: Aufbau bei kleinen Energien auf Kosten der 
Absorption bei gréBeren Energien festzustellen. Die mit Mo gekenn- 
zeichnete Kurve gibt zum Vergleich die Absorption einer der beiden 
Mo-Bedampfungen allein. Bei dem Versuch von Fig. 8 wurde die Ab- 
hangigkeit von der Starke der Mo-Bedeckung untersucht. Die oberen 
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Kurven I geben die Absorptionen der angewandten Mo-Bedampfungen 
allein, die unteren II ihre Einwirkung auf die Ag-Schicht der urspriing- 
lichen Absorption a. Es ist nicht gelungen, den Anstieg hervorzulocken, 
trotz Anwendung ungewohnlich hoher Fremdmetallmengen. Im iibrigen 
aber liegt der EinfluB in der erwarteten Richtung. 

Es seien zu diesen Messungen noch zwei Bemerkungen angefiigt. Trotzdem die 
Unterlage aus Glas bestand, wurde teilweise im IR so weit gemessen, daB schon 
das Absorptionsgebiet des Glases erreicht wurde. Méglicherweise sind hierauf 
kleine negative Werte der Mo-Absorption weit im IR zuriickzufiihren. Es wird 
spater fiir das UV ein sehr krasses Beispiel der UnregelmaBigkeiten gebracht werden, 
die auftreten kénnen, wenn der Imaginarteil des Brechungsindex des Tragers nicht 
null ist. Davon abgesehen ist ein negativer Wert nicht ungewohnlich, er wiirde 
etwa einer Reflexionsminderung durch die Mo-Schicht entsprechen kénnen. 


Ferner kénnen die sehr geringen Werte fiir die Absorption des Mo angezweifelt 
werden, weil die Schichten an Luft gemessen wurden. Gewisse Kontrollwerte 
ergeben sich hier aber aus den Messungen der Gesamtabsorption mit der erwahnten 
Photozellenanordnung, die im Hochvakuum vorgenommen wurden. Beim Auf- 
dampfen der Mo-Schichten wurden 10°, Lichtschwachung schon als unerwiinscht 


groB angesehen. Diese, im lg a -MaBstab etwa 0,04 entsprechend, wiirden 


also auch noch klein im Vergleich zu den Ag-Absorptionen und ihren Anderungen 
sein. 

Die eben erérterten Messungen geben schon einen weitergehenden 
Einblick und lassen es ganz verstandlich erscheinen, da die Abhangig- 
keit von der Schichtdicke bei festen Wellenlangen ein sehr uniibersicht- 
liches Bild ergeben mu. Trotzdem ist es sehr stérend, daB man bislang 
stets noch mit einem zweiten Metall zu rechnen hat. Dies wird bei den 
nun folgenden Versuchen nicht mehr der Fall sein. Zunachst soll in 
Fig. 9 gezeigt werden, wie sich die Schichten ausbilden, wenn verschieden 
vasch aufgedampft wird. Eine Messung solcher Art, die auch tiber einen 
gewissen Wellenlangenbereich verlauft, hat bereits SMAKULA® ausge- 
fiihrt. Messungen fiir einzelne feste Wellenlangen finden sich bei KRAuT- 
KRAMER, bei CLEGG und bei SENNET und Scotr’. Danach ist ein Ein- 
flu8 der Aufdampfgeschwindigkeit sicher vorhanden. Bei unseren Ver- 
suchen tritt eine experimentelle Schwierigkeit auf. Diese betrifft die 
Schichtdickenbestimmung, weil teilweise sehr rasch verdampft wird und 
dann die Zeitproportionalitatsumrechnung in Verbindung mit einem 
gleichmaBig verlaufenden Aufdampfvorgang nicht mehr ausfithrbar ist. 
Daher soll die Absorption im UV als rohes MaB der Dicke dienen, weil 
dort kein deutlicher StruktureinfluB auftritt (eine Begriindung hierfiir 
wird spater auch gegeben). 

Da es nicht leicht ist, die Verdampfungen bei ganz verschiedenen 
Aufdampfgeschwindigkeiten so zu unterbrechen, daB stets die gleiche 
Massenbelegung vorliegt, muB man sich teilweise eine Korrektur der 
dargestellten Messungen auf Grund der bislang erhaltenen Ergebnisse 
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ausgefiihrt denken. Liegt also z.B. bei einer dickeren Schicht das Maxi- 
mum kurzwelliger, so muB es sich um einen Einflu8 der Art des Auf- 
dampfens handeln, da normalerweise das Umgekehrte eintreten miiBte. 

Es ergibt sich eindeutig, daB ein rasches Aufdampfen die Ausbildung 
des langwelligen Anstieges, d.h. im Sinne des benutzten Bildes das 
Zusammenwachsen zu geschlossenen Flachen, begiinstigt. Das ist in 
guter Ubereinstimmung mit elektronenmikroskopischen Aufnahmen?’, 
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Fig.9. EinfluB der Aufdampfgeschwindigkeit auf den Absorptionsverlauf bei Kupfer und Gold. Unterlage 
Quarzglas. Vergleichsaufdampfungen auf verschiedene Stellen derselben Oberflache im gleichen 
EvakuierungsprozeB 


wonach bei langsamem Aufdampfen liickenreichere Schichten entstehen. 
Weniger eindeutig ist die Verschiebungsrichtung des Absorptionsmaxi- 
mums. Mit der Zunahme des Anstieges ist nicht immer eine Verschie- 
bung nach langeren Wellen verbunden, bei I d, e ist deutlich ein gegen- 
laufiges Verhalten festzustellen, also dann, wenn der Anstiegstyp schon 
vorherrschend wird. 

Die Vorstellung, die hier zur Erklarung fiihren kann, ist nicht neu. 
Bei einer sehr langsamen Aufdampfung hat ein in der Oberflache be- 
wegliches Einzelatom die Zeit seiner Beweglichkeit voll zur Verfiigung, 
sich einen Platz zur Anlagerung an vorhandenen Keimstellen zu suchen, 
ohne da im Verlauf dieser Zeit eine Stérung eintritt. Anders bei 
immer rascherer Aufdampfung; hier wird es innerhalb dieser Zeit anderen 


28 SENET, R.S., u. G.D. Scott: 1. c. 3. — Hanssen, K.J.: Wiss. Abh. phys.- 
techn. Bundesanst. Braunschweig 6, Teil I, 80 (1954). 
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Teilchen seiner Art in steigendem MaBe begegnen und sich dabei mit 
einem solchen zu einem Zwilling vereinen. Das bedeutet viele ziemlich 
unbewegliche kleinste Teilchen, die leichter zu gréBeren flachigen Ge- 
bilden zusammenwachsen als in der Oberflache bewegliche Einzelatome, 
die durch Aufnahme an vorhandenen Keimen deren Dicke vergroBern 2}, 
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Fig. 10. Einflu®B der Temperatur der Unterlage wabrend des Herstellens der Schichten auf den Absorptions- 
verlauf bei Kupfer und Silber. Messungen bei 20°C. Unterlage Quarzglas. Vergleichsaufdampfungen auf 
verschiedene Stellen derselben Oberflache im gleichen EvakuierungsprozeB. Reihenfolge der Schicht- 
herstellung von a nach e, bei JV umgekehrt (Aufheizen samtlicher Schichten auf 150 °C) 


Haftet diesen Untersuchungen noch die Ungenauigkeit der Schicht- 
dickenbestimmung an, so werden die Verhaltnisse im folgenden noch 
besser festgelegt. Hier wurde der Dampfstrom in der oben beschriebenen 
Art unter gleichzeitiger Erzeugung von Kontrollschichten konstant ge- 
halten. Variiert wurde nur die Temperatur der Unterlage. Fig. 10 zeigt 
bei Kupfer und Silber das Ergebnis fiir Schichten vollkommen gleicher 
Massenbelegung. Die bevorzugte Ausbildung des Anstieges der Ab- 
sorption bei tiefer Temperatur ist ganz deutlich ausgepragt. Das gilt 
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ebenfalls fiir Gold. Dies ist also dann der Fall, wenn man erwarten muB, 
da® die auftreffenden Atome sehr rasch zur Ruhe kommen, weil sie ihre 
Energie an der kalten Platte schnell verlieren. Sie treten damit zu dem 
Typus der Metalle iiber, deren Atome beim Auftreffen auf die Trager- 
oberflache im wesentlichen liegen bleiben (s. oben!). Je mehr oder 
linger die niedergeschlagenen Teilchen beweglich bleiben, desto eher 
kommt es zur Ausbildung eines Maximums. Von Interesse ist hier noch 
die Alterung der Schichten, die in den gestrichelt gezeichneten, vier 
Tage spaiter gemessenen Kurven II zum Ausdruck kommt. Man konnte 
aus ihnen herauszulesen versuchen, da eine Tendenz besteht, einen be: 
Zimmertemperatur stabilen Zustand wieder zu erreichen. Bei héheren 
Temperaturen ist ein solcher Effekt an frisch hergestellten Schichten 
durch die Messung in Fig. 10 IV gesichert. Hierbei wurden die Schichten 
von tiefer Temperatur des Tragers beginnend, aufgedampft, also schlieb- 
lich alle auf die Endtemperatur mit erhitzt. Die Absorptionsunterschiede 
sind dann verschwunden. 

Im allgemeinen ist auch hier mit der verstarkten Anstiegsausbildung 
eine Maximumsverschiebung nach langeren Wellen verkniipft. Bei der 
Kurve Id fiir Kupfer ist der schon gut ausgebildete Anstieg aber wieder 
mit einer gegenlaufigen Verschiebung verbunden. 

Ein Sonderverhalten zeigt Gold. Bei der Schichtherstellung bei 
+75 °C ist die Neigung zum Anstiegstyp ausgepragter vorhanden als 
bei 0 °C. In diesem Zusammenhang ist die Beobachtung von GILLHAM 
und PRESTON! von Interesse, daB sich mit diinnen Goldfilmen besonders 
gut elektrisch leitende Schichten herstellen lassen, wenn man sie fiir 
einige Minuten auf 200 °C heizt, vor allem, wenn die Unterlagsflache 
nicht mit Saure, sondern mit trockenem prazipitiertem Kalk vorgerei- 
nigt wurde. In Fig. 11 sind Absorptionsmessungen an so hergestellten 
Schichten wiedergegeben. Sehr deutlich zu sehen ist der Abbau des 
Maximums durch das Heizen, wahrend der Unterschied zwischen den 
verschieden vorbehandelten Glasoberflachen gering ist, aber mit der 
langwelligeren Lage des Maximums bei alkalischer Reinigung wenigstens 
bei den dickeren Schichten im richtigen Sinne liegt. 

Wie die Messungen bei Silber von Hasse! zeigen, liegt beim Auf- 
dampfen aut einen ganz tief gekiihlten (20 °K) Trager insofern ein ent- 
gegengesetztes Verhalten vor, als dabei Stérungen eingebaut werden, 
die das Maximum gerade hervorrufen. Durch Erhéhen der Temperatur 
der fertigen Schicht wird hier das Maximum namlich auch beseitigt. 

Das gesamte Bild gibt noch einmal eine Rechtfertigung fiir die rohe 
Auswertung der Messungen hinsichtlich der Berechnung optischer ,, Kon- 
stanten”. Man denke z.B. nur an einen MeBwert weit im IR. Die Ab- 
sorption kann hier bei derselben Schichtdicke einerseits null, anderer- 

24 Girinam, E. J., and J.S. Preston: Proc. Phys. Soc. Lond. B 65, 649 (1952) 
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seits gerade besonders hoch sein. Ebensowenig wire es eine sinnvolle 
Ausrechnung, wollte man die Vorbekeimung etwa als zusatzliche 
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Fig. 11. EinfluB verschiedener Vorbehandlung der Unterlage und einer Warmebehandlung der Schicht auf den 
Absorptionsverlauf bei Gold. Dieselbe Aufdampfung mit zwei Glastrigern: a, a, Trager mit Saure gereinigt; 
b, b, Trager mit Wiener Kalk gereinigt; c, c;: Schichten a, a, | nach Heizen an Luft 
d, d,: Schichten b, b, J auf 200°C fiir 3 min 


7 2 eh 4 5 eV 


Fig. 12. Absorptionsverlauf bei Beryllium. Unterlage Glas, bei den mit x gekennzeichneten Kurven Glimmer 
(wegen der gestrichelt gezeichneten Kurvenstticke vgl. Fig. 13!) 

,,Schicht in die Formeln hereinnehmen. Wahrscheinlich fiigt sich das 

nachverdampfte Metall in die vorhandenen Liicken ein, so dab man 

also von ganz anderen Voraussetzungen ausgehen miiBte. 
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AbschlieBend soll zu den bislang behandelten einwertigen Metallen 
noch mit Beryllium ein Beispiel eines zwe/wertigen angeftigt werden. 
Hier fiihrt erst die Banderiiberlappung zur Leitfahigkeit. Der innere 
Photoeffekt (Interbandiiberginge) muB sich dann bis zur Energie null 
erstrecken. Die Kurven in Fig. 12 sprechen fiir dieses Verhalten. Es 
tritt zwar auch ein Minimum auf, das ist aber zu erwarten, wenn der von 
der Leitfahigkeit herriihrende Anstieg sich einer abfallenden Absorption 
des Photoeffektes iiberlagert. Die Absorption im Minimum ist jedoch 
nicht gering, was darauf hinweist, daB der Photoeffekt wirklich bis zu 
kleinsten Energien zusatzlich wirksam bleibt. Die Strukturempfindlich- 
keit, kenntlich an den relativ zu geringen Absorptionen der diinnen 
Schichten im Langwelligen, ist wenig ausgepragt, so daB man fast von 
einer rein proportionalen Anderung des Spektralverlaufes bei anderei 
Schichtdicke reden kann. Den Grund fiir den wenig ausgepragten 
StruktureinfluB kann man entweder in einem guten Zusammenhalt der 
Schicht bereits bei geringen Bedeckungen suchen oder auch in den im 
theoretischen Teil noch darzulegenden Zusammenhdangen. 


Als weiteres Metall mit geradzahliger Wertigkeit sei mit Fig. 13 
noch kurz Zinn in seinem optischen Verhalten dargestellt. 


Hier liegen anscheinend verwickeltere Verhaltnisse vor. Der Leitfahigkeits- 
anstieg setzt erst bei dickeren Schichten ein. Die vorher vorhandene Absorption 
mit dem Schneiden der Abszisse bei einem ziemlich festen Wert um 0,15 eV herum 
spricht fast fiir einen Halbleiter (die Aktivierungsenergie der grauen halbleitenden 
Modifikation ist 0,08 eV). Eine Klarung fordert eingehendere Versuche. 


Dieses Mal soll die Aufmerksamkeit mehr dem UV zugewandt werden. 
Es werden Kurven aus vier verschiedenen Aufdampfungen gezeigt: zwei 
auf Glas, eine auf Flu8spat und eine auf Quarzglas. Mit Glastrager 
wurden die Messungen I im UV bis in das Absorptionsgebiet des Glases 
vorgenommen. An sich ist der Verlauf der Absorption im UV voll- 
kommen glatt, wie die tibrigen Messungen II beweisen. Die Schichten 
auf dem Glastrager bilden ein Beispiel dafiir, wie bei einem nicht mehr 
reellen Brechungsindex der Unterlage Absorptionsverlaufe vorgetauscht 
werden kénnen, die von den wahren ganz grundsatzlich abweichen. 


Zusammenfassend kann tiber die optische Absorption der einwertigen 
Edelmetalle in diinnen Schichten folgendes gesagt werden: Erhéhen 
der Schichtdicke, Bekeimen der Unterlage, rasches Erzeugen der Auf- 
dampfschicht und Abkiihlen der Unterlage wirken im gleichen Sinne. 
Sie férdern den Aufbau eines Absorptionsanstieges nach kleinen Energien 
hin und verschieben ein vorgelagertes Absorptionsmaximum nach 
kleineren Energien. Einige Abweichungen ergeben sich hinsichtlich der 
Lage des Maximums. Bei rascherem Aufdampfen bzw. beim Nieder- 
schlagen auf kalterem Trager wurde auch eine Verschiebung des Maxi- 
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mums nach kiirzeren Wellen in Verbindung mit einer starken Zunahme 
des Anstieges nach kleinen Energien hin beobachtet. Bei Kupfer zeigte 


sich in einem Falle auch eine feste Lage des Maximums bei Anderung der 
Schichtdicke. 
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Fig. 13. Absorptionsverlauf bei Zinn. Unterlage: obere Kurven Glas (zwei verschiedene Aufdampfprozesse 
a, 6), vorgetauschtes Absorptionsverhalten im UV infolge Absorption des Unterlagemateriales; untere Kurven 
FluBspat, bei den allein im UV gezeichneten Messungen Quarzglas (anderer AufdampfungsprozeB), 
Absorptionsverlauf im UV richtig 


Das optische Verhalten ist damit grundsatzlich in qualitativer Uber- 
einstimmung mit elektronenmikroskopischen Befunden an diinnen 
Metallschichten, nach denen die aufgefiihrten Anderungen der Parameter 
den Zusammenhalt der Schichten in derselben Richtung beeinflussen®®, 


25 ZEHENDER, E.: Optik 7, 200 (1950). — Mayer, H.: l.c. 21, Abschn. 1.1.7. 
und 1.2. 
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6. Bedeutung von igo 


Die exakte Formel?* mit Einrechnung der Mehrfachreflexionen fiir 
eine absorbierende Schicht laBt sich entwickeln in der Form 


fb -- 9 
ait SU ea fete ge ae ee 
wobei gilt 
j _ _2nk | ek (ee Ae ae (os =e 1) (k® — n) + 0% 
d ng +1 2 4 (ng + 1)? 
f= nk (k® — n* + 10) 
3 6 (ng + 1) 
ios [(h2 + n?)? + no | (A? n?) 4 (nd + 1) (k4 + n4) + 4ng n2k? 
es 48 (mg + 1)? 
mit der Abkiirzung « =2t , @ (,,optische“‘) Schichtdicke, 2 Wellen- 


lange des Lichtes, 79 Brechungsindex der Unterlage (Quarz), 2 und k 
optische Konstanten der Schicht. 

Leider sind die praktisch vorkommenden k-Werte oft so groB, da8B 
selbst bei Schichtdicken von nur zwei Atomlagen ein Abbrechen nach 


dem zweiten Gliede ; =a . a -d noch erhebliche Fehler geben kann. 
10 + 

Bei geniigend kleinen Werten von d und & ergibt sich im ganzen: 

2,303 lg . = In iE Aye oe d. mj) +1 hat fiir Quarzglas im 


2 = no +1 
gesamten Spektralbereich den Wert 2,47+2%, der Verlauf der Ab- 
sorption ist also im Falle der Giiltigkeit der Naherung praktisch aus- 


schheBlich durch den Verlauf von = bestimmt. In anderen Fallen 
wird man sich mit der Feststellung begniigen miissen, daB der Faktor 
a von ausschlaggebender Bedeutung ist. 


LaBt sich die Absorption auf eine elektrische Leitfahigkeit zuriick- 


re : : . nk o : ; 
fiihren, so ist nach einer bekannten Beziehung ie wobei c die 
Cc 


Lichtgeschwindigkeit und o die wirksame elektrische Leitfahigkeit sind 
(Werte in elektrostatischen Gr6Ben). Nach Multiplizieren mit dem im 


Nenner stehenden EnergiefluB J = a “q+ &, ©, elektrische Feld- 
It 


starke im Traégermedium, ergibt sich fiir das zweite Entwicklungsglied 


2 od CG 279 2 : 2n, 
6 S65 +d. Fak Q 
eet aa o€9-d. Bis auf den Faktor es 


driickt es also einen Energieverlust o G% - d aus. Der Faktor ee und die 


c= 


weiteren Glieder sind Folge der Energieabzweigung fiir die zusatzliche 


26 Zum Beispiel MAYER, H.: l.c. 4, S. 154f. 
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Reflexion durch die Aufdampfschicht. Sie enthalten gleichzeitig aber 
auch die Umrechnung auf die im Innern der Metallschicht herrschende 
Feldstarke €; mit dem wirklichen Verlust o G@?d. Im Hinblick auf die 
Deutung der MeBergebnisse sei bereits an dieser Stelle auf die Not- 
wendigkeit besonders hingewiesen, zur Erklarung der wirklichen Ver- 
luste die innere Feldstarke zugrunde zu legen. 


n und k treten ing = Ee 


als gleichberechtigte Faktoren auf, trotzdem man 
nls 
gemaB dem Ausdruck e 4 fiir den raumlichen Abfall der Intensitat im kompak- 
ten Materialeine Verkniipfung allein mit # erwarten sollte. Mit dem in den elektrischen 


und magnetischen GréS8en symmetrischen Poynting-Vektor 6 = = [© - H] ergibt 


sich aus bekannten Gleichungen leicht, daB die im Volumenstiick Az bei der Quer- 
schnittsflache 1 cm? aus der Energiestromung entnommene Energie/s 


TUR) es ne ' n : 
“7 ©6,42= kv ©, cos (w?#) moe & , cos (wt—y) Az 
ai ye Ce R cos(@t)cos(wi—y) _ oO 6, (ee cos(2@t ye) 
; cosy 2 cosy 
ist, oder im zeitlichen Mittel: =o G24 mit tg y = —.m kommt also bei dieser Art 


n 
der Betrachtung durch den Ersatz von §) durch € als allein verbleibende Bezugs- 


gréBe hinein, indem die Verkniipfung §, = we A G, (bei w= 1)?" benutzt wird. 
cosy 


Bemerkenswert ist, daB im Falle y+ 0 in gewissen Zeiten einer Periode negative 
FluGBrichtung vorkommt und dabei ein Teil der vorher auf die Leitungselektronen 
ubertragenen Energie diesen wieder entzogen wird. 


7. Theoretische Grundlagen 


1914 hat W. PLancK?® eine Formel vorgeschlagen, die PoGany”® 
erweiterte und zur Erklarung von Absorptionsanomalien an Metallen 
benutzte. Sie hat die Verktirzung der Elektronenwege durch AnstoBen 
an den Oberflachen zur Grundlage. Diesem Verhalten soll in einer 
spaiteren Arbeit Rechnung getragen werden. 

Fiir die in der Folgezeit beobachteten Absorptionen lef sich diese 
Deutung nicht halten. Vor allem war das Auftreten eines Maximums 
zu erklaren. 1927 hat FORSTERLING®® auf eine noch altere Formel von 
MAXWELL-GARNETT®! zuriickgegriffen, welche das dielektrische Ver- 
halten eines Mediums betrifft, das aus Kugeln mit Durchmessern unter 


27 Zum Beispiel BECKER, R.: Theorie der Elektrizitat, 14. Aufl., S. 170. Leip- 
zig 1949. 

28 PLANCK, W.: Phys. Z. 15, 563 (1914). 

29 Pocany, B.: Phys. Z. 17, 251 (1916). . 

30 FALKENHAGEN, H.: In GeuHrcKEs Handbuch der physikalischen Optik, 


S. 795, FuBn. 4. 1927. 
31 MAXWELL-GARNETT, J.G.: Phil. Trans. Roy. Soc. Lond. A 203, 385 (1904). 
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einer Wellenlinge besteht, die in einer Grundsubstanz gleichmaBig ver- 
teilt sind. MAXWELL-GARNETT hatte 1904 seine Berechnungen, die fiir 
die Eigenschaften von Kolloiden gelten sollten, bereits auf diinne Me- 
tallschichten angewandt, die durch Hochheizen ihre Farbe verandert 
hatten *, 


Auch die exakte Berechnung des Verhaltens einer leitenden Kugel im 
elektromagnetischen Feld durch Mre** ist vielfach zur Erklaérung der 
Anomalien herangezogen worden. Ein weiterer Fortschritt war die Aus- 
dehnung der Ansatze auf kleine Ellipsoide durch GANs* und spater 
Davip®>. Im Gegensatz zu der Maxwell-Garnett-Formel wird in den 
anderen Fallen eine gegenseitige Beeinflussung der Teilchen nicht erfaBt. 
In weiteren Arbeiten traten die Schwierigkeiten einer Beriicksichtigung 
der Schichtgeometrie bei der Auswertung immer mehr zutage. SCHOP- 
PER*6 benutzte deshalb schlieBlich fiir ganz diinne Schichten als Nahe- 
rung eine Fldchenpolarisation. Dies gibt, abgesehen von einem Faktor, 
das Gleiche wie die hier benutzte Naherung mit dem wesentlichen Ein- 


flu8 der GréBe “ die sich tibrigens ahnlich auch schon bei MAXWELL- 


GARNETT findet’’. Die Flachenpolarisation wird durch Summation der 
Einzelmomente flachenhaft angeordneter Ellipsoide berechnet. 


Mit der Annahme einer Verteilung fiir die vorkommenden Achsen- 
verhaltnisse dieser Teilchen konnten DAvip und SCHOPPER die Para- 
meter der Formeln der Beobachtung so anpassen, daB eine Uberein- 
stimmung mit den Messungen erzielt wird. Bei der Kompliziertheit des 
Problems, tiber die sich bereits die beiden Autoren unbefriedigt 4uBern, 
diirfte es ohne tieferen Einblick in die vorliegende Struktur tatsachlich 
kaum méglich sein, die Berechtigung der Ansaétze durch exakte Ausrech- 
nung experimenteller Kurven zu beweisen. Zudem sind in Ermangelung 
anderer Werte bei allen diesen Deutungen fiir » und k Werte eingesetzt 
worden, die von Messungen am kompakten Metall herriihren. Eine 
Beriicksichtigung der wahren Verhaltnisse bedeutet eine weitere Kom- 
plizierung. In kritischer Betrachtung des Vorhandenen sollen nun zu- 
nachst eine Erweiterung der Maxwell-Garnett-Gleichung und dann eine 
neue Begriffsbildung vorgenommen werden, die vielleicht eine besondere 
Anschaulichkeit besitzt. 


SL GE Bil, Sy BOR, COR 

$2 Min, Gs: Anns Phys, pz. (4925. 377 (1908). — Jopsst, G.: Ann, Phys., 
Lpz. (4) 76, 863 (1925). 

34 Gans, R.: Ann. Phys., Lpz. (4) 37, 881 (1912). — Mécticu, F.: Ann. Phys., 
Lpz. (4) 83, 609—734 (1927) (Allgemeiner Ansatz). 

85 Davin, E.: Z. Physik 114, 389 (1939). 
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In der Maxwell-Garnett-Formel in der heute tiblichen symmetrischen 
e—1 &) —1 ’ Z 

Jaane oe ei ee 20 komplexe DK des Metalles, ¢ 
komplexe DK der Schicht, g relative Raumerfiillung durch das Metall, 
haben beide Seiten trotz gleicher Form eine grundverschiedene Bedeu- 
tung. Der links stehende Ausdruck entstammt der Lorentz-Lorenz- 


Gleichung. Seine Form kommt in bekannter Weise durch die Einfiih- 


a 


Schreibweise: 


rung der Zusatzkraft — ane a2 , Polarisation, zustande, mit der die Ein- 
wirkung der Saree weiteren Umgebung auf ein ae als Dipol 
betrachtetes Teilchen beriicksichtigt wird. Rechts steht ** der Polari- 


sierbarkeit N-«, N Teilchenzahl/cm?, « puieees cadiecksiaats des 
Einzelteilchens. « hat nun fiir eine gentigend kleine Kugel gerade die 
gleiche Form wie der linke Ausdruck*®. AuBerdem geht mit « das Vo- 
lumen v des Einzelteilchens als Faktor ein, das als Nv dann q ergibt. 
Mit diesem Zuriickgehen auf die Herleitung der Formel zeigen sich 
drei Punkte, die gegen ihre Anwendung auf das vorliegende Problem 
sprechen: 1. Die Teilchen sind sicher nicht immer Kugeln. 2. Die Voraus- 
setzungen fiir die Herleitung der Zusatzkraft sind nicht erfiillt, weil die 
Schichtdicken weit unter einer Wellenlange hegen. 3. Die Teilchen 
werden, wenigstens in den seitlichen Abmessungen, so groB werden 
konnen, daB die Retardierungen wie bei MIE beriicksichtigt werden 
muBten. 4. Dariiber hinaus wird mit wachsender TeilchengréBe das 
Verhaltnis vom freien Abstand zum Durchmesser der Teilchen so klein 
werden, daB das Feldlinienbild mit keiner der benutzten Grenzbe- 
dingungen mehr richtig wiedergegeben wird. 


Bei der Berechnung der Flachenpolarisation durch einfache Summa- 
tion wird die Riickwirkung der Umgebung ganz vernachlassigt. Es ist 
daher von Interesse zu untersuchen, was eine zweckmaBig abgeanderte 
Maxwell-Garnett-Formel ergibt, auch wenn man hiermit den Punkten 3. 
und 4. nicht gerecht werden kann. Rechts wird man die Kugelpolari- 
sation durch die allgemeinere eines Ellipsoids ersetzen. Fiir ein kleines 
Ellipsoid (kleiner als eine Wellenlange und im homogenen Feld) hat die 


Bees Nt 35 — ede: 
Polarisationskonstante den Wert (0° ‘)v __™  Dabei ist fiir eine 
4m (f(e9 — 1) +1) 


Scheibe f=0, fiir eine Kugel f=1/3, fiir eine senkrecht zur Schicht 
stehende Nadel f =1/2, so daB Werte > 1/3 kaum vorkommen werden. 
Fiir die linke Seite wird man in Betracht ziehen miissen, daB die Lorentz- 


sche Zusatzkraft ey gedndert werden mu, weil die Polarisationsrtick- 
‘J 4a 
mitenthalten ist. Man kann dies durch eine Konstante g als Faktor aus- 
driicken, mit Annahme einer Riickwirkung g- 4a 38. Im ganzen erhalt 


Z. Physik. Bd. 162 41 


wirkung benachbarter Schichtlagen, die hier fortfallt, in dem Wert —~ 


598 WERNER FLECHSIG: 


& —4 
man so wieder eine symmetrisch schreibbare Formel: ee 
i} 


—_—, die ftir /=g=1/3 in die tibliche tibergeht. Hinsetzen) der 
(jee) +4, 
Beziehung: e’ =e—1 


2° mit i=|/—1, & reelle DK des Metalles, oy 
Vy 
wirksame elektrische Leitfahigkeit des Metalles, »y Frequenz des Lichtes, 


liefert dann folgende Ausrechnung: 


Bile anid) | ere are. parte Af, eget =| 
feat kee pe | ig eative 
' a [Bisel Nesey ee 
SS ee oe : Abkirzungen: 
g(e’—1) +1 5 ( =o ® |y = 72%, 6 / 
v q-& 
, 522 es Ving. a) — : 14 
? ees 
Oe creerr| 
a) 1 Che ire p? + y? 
fon? Gis Im/ 1 2g Cen eee esr 
Spies 
B-iy 
vo as et je a 
26 NOs ACB? ioe) te BNE head 
WE O _ Cai 1 
Ae Gees 5 lee FEF tg = 


* [E-D]ite <0 0 FE) 


& v 


a ee) +1} (7222)" 


Eine Abschatzung mit praktisch vorkommenden, an kompakten Proben 
gemessenen Werten ¢, o, ergibt, daB man die Glieder (2620) als klein 


ansehen kann. Aus diesem Grunde ist nach der Formel ein Maximum 


nk 


von — sehr spitz und seine Lage daher kaum vom Verlauf von Oy ab- 


hangig. Das Maximum tritt bei dem Wert von ¢, auf, bei welchem der 
im Nenner nach Weglassen von (= (ea) verbleibende Ausdruck null 


wird. Zu der Frage, ob die verwendeten Werte in diesen Fallen richtig 
sind, soll erst in der folgenden Arbeit Stellung genommen werden. Eine 
Angleichung an die wirklichen Verhaltnisse ist hier mit allen ange- 
fiihrten Formeln nur tiber die Annahme einer Verteilung méglich, da 
die Resonanzkurven sonst stets viel zu spitz ausfallen. Diese Streuung 
kann jetzt drei Parameter /, g und q betreffen, wobei in / die verschiedene 
Gestalt der Teilchen, in g eine Schwankung des mittleren gegenseitigen 
Abstandes oder der Teilchenvolumina und in g die Anderung der durch 
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Nachbarteilchen verursachten mittleren Zusatzkraft enthalten ist. Mit 
einer solchen Verteilung wird aber gleichzeitig der Tatsache Rechnung 
getragen, daB die benutzten Voraussetzungen hinsichtlich Fall 4. der 
obigen Aufzahlung nicht zutreffen. Wie man aus elektronenmikro- 
skopischen Bildern** weiB, sind die Teilchen sehr oft groBer als ihr 
gegenseitiger freier Abstand und mit Aus- und Einbuchtungen mit- 
einander verzahnt. Das kann man dadurch beriicksichtigen, daB man 
bereits bei einem Teilchen eine Verteilung annimmt, die etwas roh den 
verschiedenen Verhaltnissen der in einem Teilchen vorkommenden Feld- 
linienlangen zu den Feldlinienlangen im Zwischenraum zugeordnet 
werden kann (vgl. hierzu die Ausfiithrungen in 8.!). Nur bei den diinnsten 
Schichten werden die abgeleiteten Formeln diese letzte Korrektur ent- 
behren kénnen (die tiefstlhegende Absorptionskurve bei Silber in Fig. 2 
ist tatsachlich merklich schmaler). In der nachsten Arbeit wird gezeigt 
werden, daB schlieBlich auch noch iiber ¢) und o, ein EinfluB auf eine 
Verteilung hereinkommen kann. 

Allen angefiihrten Formeln ist gemeinsam, da8 das Maximum mit 
dem Auftreten negativer?° Werte der DK verbunden ist. Diese Tatsache 
wird im folgenden zu einer anschaulichen Darstellung fiihren. 


8. Feldresonanz infolge negativen Wertes 
der Dielektrizitatskonstanten 
als Ursache des Absorptionsmaximums 


Die starke Ahnlichkeit des Absorptionsmaximums mit emer Re- 
sonanzkurve hat in der Literatur verschiedentlich zur Erérterung von 
Bildern gefiihrt °, die diese Resonanz direkt verstandlich machen sollen. 
Diesen sei hier ein weiteres hinzugefiigt. Seine Grundlage ist, daf in 
Abmessungen kleiner als eine Wellenlange die Zusammenfassung eines 
Raumstiickes, gebildet aus einem Teilchen und einem auf einer Seite 
daran anstoBenden Luftzwischenraum, einen elektrischen Serien- 
resonanzkreis darstellt, die ganze Schicht also aus vielen solchen hinter- 
einander geschalteten und seitlich vernetzten Kreisen besteht. Der 
kapazitive Charakter des Zwischenraumes ist ohne weiteres klar. Die 
zugehorige Selbstinduktion bildet das Metall; nicht vermége des auf- 
tretenden Magnetfeldes, sondern wegen seiner negativen Dielektrizitats- 
konstanten. Wesentlich ist dabei, daB der verlustfreie Verschiebungs- 
strom gegeniiber dem Leitungsstrom erheblich iiberwiegt. Das ist in 


dem vorliegenden Spektralbereich der Fall |siehe z.B. die Vernach- 


lassigung des Gliedes (2420, oben!| Das Metall ist hier eine Selbst- 


38 Zum Beispiel MAYER, H.: 1. c. 21, S. 96. 
39 Davin, E.: l..c. 35, S. 396ff. — ScHoprrr, H.: 1. c. 3, S. 301. — HAMpE, W.: 


Z. Physik 152, 486 (1958). 
Z. Physik. Bd. 162 41a 
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induktion mit kleinen Verlusten. Nach viel tieferen Frequenzen zu geht 
es trotz Ansteigens des negativen Wertes der DK (bis zum Grenzwert 
von etwa — 10000) immer mehr in einen mit Selbstinduktion behafteten 
Widerstand®°) iiber. Ersetzt man das Metallstiick durch einen Kon- 
densator ¢,C mit einem Dielektrikum der DK ¢ 9, so ist dessen Wider- 

1 


standssymbol — ae ee \-1, w Kreisfrequenz. €) hat links vom Ab- 
JW Eq ; 2 ! f A 
sorptionsminimum die Frequenzabhangigkeit e¢)—1= &)=— ait 
euie . 7 is doa UD patie Pe Sa BC! 
positive Konstante, wodurch der Wert tibergeht in: ae 


j7@L in der iiblichen Bezeichnung der Elektrotechnik; d.h. aber, daB 
sogar der Frequenzgang vollkommen dem einer Selbstinduktion L ent- 
spricht. 

Der elektrische Resonanzkreis fiir optische Frequenzen ist damit 
mehr als eine Analogie. Es miissen sich also auch die tiblichen Span- 
nungserh6hungen der Serienresonanz zeigen. Wir hatten bereits in 6. 
auf die Notwendigkeit hingewiesen, bei dem Verlust o G? (und natiirlich 
auch bei Verlusten durch einen etwa tiberlagerten Photoeffekt) das 
innere Feld ©; im Metall einzusetzen. Dieses erfahrt gegeniiber dem 
mittleren Feld eine Resonanzerhohung, die in gleicher Weise den Energie- 
verlust trifft. Damit wird die héhere Absorption in nicht zusammen- 
hangenden Schichten und das Auftreten eines Maximums verstandlich. 


Es ist jetzt ebenfalls anschaulich klar, weshalb im UV keine Struk- 
turabhangigkeit der optischen Absorption besteht. Hier liegt der Ab- 
solutwert der DK des Metalles bei 1 oder darunter. Meist ist e9 auch 
positiv, so daB beide Kreisteile dann als Kapazitaét wirken. Das Metall 
ist wieder verlustbehaftet, aber kaum noch infolge der in diesem Bereich 
schon sehr kleinen Hochfrequenzleitfahigkeit, sondern fast ausschlieB- 
lich infolge des inneren Photoeffektes. Das mittlere Feld verteilt sich im 
UV zwar nicht gleichmaBig auf Luftraum und Metall, weicht aber nicht 
sehr vom inneren Feld ab, vor allem ist der Frequenzgang dieser Ab- 
weichung gering. 


Bei trefen Frequenzen stellt der Kondensator ,,Luftzwischenraum‘‘ 
einen hohen, das wL des Metalles dagegen einen sehr geringen Schein- 
widerstand dar. Das innere Feld im Metall wird daher null und somit 
auch die Absorption. Das erklart die véllige Durchlassigkeit der Schich- 
ten im LK, 


Bislang wurde davon ausgegangen, daB = ist. Diese Be- 
@ 
ziehung braucht selbst im Gebiet der Absorption durch Leitfahigkeit 


(,,.inks vom Minimum“) durchaus nicht immer zu gelten, weil die DK 


40 Harris, L., and A.L. LoeB: J. Opt. Soc. Amer. 43, 1114 (1953). 


Zum optischen und elektrischen Verhalten der Metalle. I 601 


auch durch Interbandiibergange Beitrage erhalten kann. Liegen solche 
zusatzlich vor, und ist die effektive Masse der Leitungselektronen groB, 
d.h. die Leitfahigkeit relativ klein, so sind sogar positive DK-Werte 
im Langwelligen denkbar. Auf diesen Fall bezieht sich der oben bei den 
Messungen an Beryllium gegebene Hinweis zur Deutung der geringen 
Strukturabhangigkeit. 

Hinsichtlich der Verbreiterung der Resonanzglocke infolge einer Ver- 
teilung gelten bei dieser Auffassung ganz analoge Uberlegungen wie 
oben. Neben der seitlichen Vernetzung kann die verschiedenartige Ge- 
stalt der Teilchen und der Zwischenraume mit einer Verteilung fiir die 
L- und C-Werte ausgedriickt werden. Ahnlich wie vorher miiBten auch 
die Retardierungen und die Einwirkung entfernterer Ladungen in Be- 
tracht gezogen werden, womit man sich der Behandlung eines Leiter- 
gebildes mit raumlich verteilten L- und C-Werten nahert. 


Um den Zusammenhang mit den in 7. gegebenen Betrachtungen noch 
etwas klarer herauszuschilen, soll fiir zwei idealisierte Gebilde eine ein- 
fache quasistatische Rechnung ausgefiihrt werden. 


1. Der Resonanzkreis bestehe aus zwei unendlich ausgedehnten, auf- 
einanderliegenden Scheiben mit in Richtung der Normalen verlaufendem 
Feld. Das Linienintegral der Feldstarke in Normalenrichtung hat dafiir 


den Wert U=E 10 + Ea =Db +" =E(a + b), E Feldstarke, D Ver- 


schiebung, wobei die Scheibe der ‘Dicke b Vakuumraum (Index v), 
die zweite Scheibe der Dicke a Metall (Index m) sei. Fiir das Verhaltnis 


ee ee E 
des inneren Feldes E,, zum mittleren Feld E ergibt sich: —" = — a 
E bey +a 
eto ; . Resonanz tritt ein, wenn «,,=— : ist. Die Felder 
Em + U 


im Zwischenraum und im Metall haben dabei entgegengesetzte Rich- 
tungen. Die Lage des Maximums ist nur durch das Verhaltnis a/b ge- 
geben. Das entspricht in der Maxwell-Garnett-Formel der Unabhangig- 
keit von der Teilchengr6Be (die aber bei Mie durch die Retardierungen 
bemerkbar wird); nur die relative Raumerfiillung g steht dort als Para- 
meter. Die Rechnungen werden hier ohne Verluste behandelt, deshalb 
kann die Gesamtspannung null werden. Praktisch wird ein negativer 
DK-Wert mit Leitfahigkeit verkniipft sein, die zu endlichen Werten 
fiihrt, aber an der Lage des Maximums kaum etwas andert. 


2. Eine Metallkugel vom Radius a mit der DK «¢,, liege mitten zwischen 
zwei weit voneinander entfernten parallelen ebenen Platten vom Ab- 
stande 2- (a+b). Fiir das Potential gegeniiber x =0, dem Kugelmittel- 


punkt, gilt langs der parallel zum Feld verlaufenden Symmetrieachse 
(X-Achse) im Falle x20: im Innern der Kugel: »; = — ae und mit 


Em 
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2 —1 a 41 

bei x= a anschlieBendem Wert im AuBenraum: gy 4= E,| a Te x) 3 
m | 

E, ist dabei die konstante Feldstarke in groBem Abstand von der Kugel. 


Die DK des AuBenraumes sei wieder 1. Mit der Abkiirzung: ¢,, +20 


wird die Feldstarke E; im Kugelinnern — E, - > . E, kann im Resonanz- 


fall bei endlichem gp, beliebig groB werden. Dazu muB ¢,, einen Wert 


: a3 oS, 3 ; 
haben, der £"—! al epee aey ~ gleich a + 6 macht, d.h. ¢,, +2 
; Em +2 (a+b)? 6 (a+b) 
243 b\o: ge . 
Che ap ; wobei E; =—E, ida zh “ wird. Bei sehr groBem 
(eh a= (2) Se) 
b tritt also Resonanz ein, wenn ¢,, = — 2 ist. Bei einer Verkleinerung von 


b (den Platten sei dabei die Form der Aquipotentialflachen gegeben) 


sind dazu wie bei 1. starker negative DK-Werte ¢,, = — 2 a 


1 1 
(5+ 1) 1 
U 


notig, die wieder nur von dem Verhaltnis v= = abhangen. AuBerhalb 


3 


der Resonanz gilt bei kleinen Verlusten E; =E = 


(1+ 0)8 
In der Auffassung des vorigen Abschnittes entspricht der b-(Zwi- 

schenraum-)Verkleinerung eine starkere Raumerfiillung durch das Me- 

tall, d.h. eine Annaherung von qg an 1. Dafiir ergibt sich gemaB der Be- 


2+ Em + (4 Em) 


: 1 : e ; 
ziehung: — €,,~—, also stets eine Verschiebung der Resonanz nach 
(63) 


tiefen Frequenzen. 


9. Vergleich der theoretischen Ansadtze mit den MeBergebnissen 


Wie aus den Abschnitten 7 und 8 ersichtlich ist, mu8 ein quantita- 
tiver Vergleich scheitern, wenn keine genauen Angaben iiber die Teilchen- 
grOBen, -formen und -abstande vorliegen. Solche Werte lassen sich zwar 
aus elektronenmikroskopischen Aufnahmen erhalten, doch miiBten diese 
und die optischen Messungen fiir die verschiedenen Versuchsbedingungen 
an den gleichen Schichten auf denselben Unterlagen erfolgen. Die um 
mehrere Dekaden verschiedenen Flachen, die bei den optischen bzw. 
elektronischen Untersuchungen bestrahlt werden, und notwendige Kon- 
trollen, um Schichtveranderungen wahrend der Versuche festzustellen, 
erschweren einen genauen Vergleich. Die folgenden Ausfiihrungen ent- 
sprechen dem Verzicht auf diese an sich sehr wiinschenswerte Erweite- 
rung. Die qualitative Verkniipfung der theoretischen Uberlegungen mit 
dem experimentellen Material kann vor allem itber die Lage des Maxi- 
mums erfolgen. Zuvor sei jedoch noch in Kiirze einiges zur Ausbildung 


‘1 Zum Beispiel BEcKER, R.: Theorie der Elektrizitat, 14. Aufl., S. 70/71. 
Leipzig 1949. 
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des dem unverfalschten metallischen Charakter zugeschriebenen Ab- 
sorptionsanstieges bei kleinen Energien gesagt. 


Sein Auftreten ist ersichtlich an ein Zusammenhangen der Schicht 
iiber einzelne weitere Bereiche gebunden (nicht unbedingt an ein Zu- 
sammenhangen tiber die ganze Schicht hinweg mit entsprechend hoher 
elektrischer Leitfahigkeit), da andernfalls nach der Theorie ein inneres 
Feld nicht in ausreichendem MaBe zustande kommen kann. Fiir die 
Begiinstigung des Zusammenhaltes durch Zunehmen der Schichtdicke, 
Vorbedampfen, Beschleunigen des Aufdampfens und Kiihlen der Unter- 
lage werden die Erlauterungen zu den MeBergebnissen bereits eine be- 
friedigende Erklarung darstellen. Verstandlich erscheint auch, daB sich 
die Schicht leichter zusammenschlieBt, wenn mit der ersten Bedampfung 
ein Metall wie Molybdan aufgebracht wird, das sich bereits verhaltnis- 
maBig flachig verteilt, weil die Oberflachenbeweglichkeit seiner Atome 
gering ist, und diesem das Metall mit der héheren Beweglichkeit folgt, 
als umgekehrt (vgl. Fig. 7!). Im ersten Fall wird die Ausbildung groBer 
Teilchen durch vorhandene dicht liegende Hindernisse vermieden. Im 
zweiten Fall liegen bereits Teilchen des beweglicheren Metalles mit 
groBeren Abstanden vor, die durch geringeres Hinzudampfen nicht aus- 
gefiillt werden kénnen. 


Hinsichtlich dieses Absorptionstyps interessiert noch besonders sein 
Spektralverlauf in den Fallen der Fig.6 II, da man hier erwarten kann, 
daB keine Verfalschung durch den stark frequenzabhangigen Faktor zur 
Umrechnung vom mittleren auf das innere Feld mehr vorliegt. Dieser 
Fall wird in der folgenden Arbeit behandelt werden. Vorwegnehmend 
sei festgestellt, daB die Theorie eine A?-Abhangigkeit zu verlangen scheint, 
hier aber ein sehr gut lineares Verhalten in J gemessen ist. 


Fiir die Lage des Maximums ist der Verlauf von ¢) von wesentlicher 
Bedeutung. Im langwelligen Bereich ist bei den einwertigen Edelme- 
tallen die schon oben benutzte, theoretisch zu erwartende Abhangig- 


: A : . ; 
keit: 9 —1=——, auch experimentell nachgewiesen. In weiterem 
(a2) 


Rahmen soll auf die Werte ¢, in der folgenden Arbeit ebenfalls einge- 
gangen werden. 

Wie schon die Uberlegungen in Abschnitt 8 zeigen, kann man den 
EinfluB der Annadherung der Teilchen, vor allem beim Ubergang zu 
ihrem ZusammenschluB, keinesfalls vernachlassigen. Die einfache An- 
wendung der Mieschen Berechnung ist daher nicht angebracht, obwohl 
sich auch danach fiir gréBere Teilchen langwelliger liegende Maxima 
ergeben. Die Maximumsverschiebung setzt aber erst bei Teilchen- 
gréBen ein, bei denen sich die Beriicksichtigung der Retardierungen 
innerhalb der einzelnen Teilchen bemerkbar macht, ist viel zu klein und 
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mit einer starken Verflachung der Maxima verbunden*?. In der oben 
abgeleiteten verallgemeinerten Maxwell-Garnett-Formel ist umgekehrt 
die Retardierung innerhalb der Teilchenabmessungen vernachlassigt, 
dafiir sind aber die Abweichungen von der Kugelgestalt und der Um- 
gebungseinfluB beriicksichtigt. Sie enthalt mit g=O auch den spe- 
ziellen Fall des Vorgehens von DAvip und ScHoppEeR. Der Retardie- 
rungseinfluB bei der Riickwirkung kann in der Berechnung von g erfaBt 
werden. 

Aus der Formel ergibt sich fiir die Lage der Resonanz nach der in 
7. ausgefiihrten Rechnung durch Nullsetzen des gekiirzten Nenners: 


(- as 1) (f (€ 1) 4 1) 1.4 =0, wonach &é)—1 = 1 sein muB und 
gq ‘ f= 8 
mit der Voraussetzung / > gq und ¢,—1 = — pe? max ~ \i —gg wird. 


Die beobachtete Verschiebung nach tiefen Frequenzen hin kann 
danach auf Grund eines Kleinerwerdens von f, d.h. einer starkeren 
Seitenausdehnung vorhandener Teilchen erfolgen, aber auch durch eine 
VergréBerung von g ohne Anderung der Teilchenform. 


Eine Grenze ist der Verschiebung im Gegensatz zu den praktischen 
Folgerungen aus der Rechnung von MIE hier formelmaBig nicht gegeben, 
da, selbst im Falle g =0, max Null erreichen kann (Scheibenform). Die 
zugrunde liegenden Voraussetzungen treffen aber im weiteren IR in zwei 
Punkten nicht mehr zu: 1. ¢) strebt einem Grenzwert zu, 2. die Verluste 
durch Leitfahigkeit beherrschen das Feld. Soweit wie hier gemessen 
wurde, ist die Anwendbarkeit der Formeln hinsichtlich dieser beiden 
Punkte nicht beschrankt. Ohne weiteres verstandlich ist danach das 
Zusammengehen der Anstiegsausbildung mit einer langwelligen Ver- 
schiebung des Maximums beim Dickerwerden der Schicht oder bei der 
Vorbedampfung, wobei der Anstieg von bereits geschlossenen Teilen 
der Schicht herriihrt, fiir welche also «’ =¢ gilt. Schwieriger ist die 
Deutung des Festliegens des Maximums, das zum Teil bei Kupfer 
aufgetreten ist. Man miiBte hier eine gegenlaufige Bewegung von 
f und q (Teilchenzahl und -lage und damit g als fest vorausgesetzt) an- 
nehmen, etwa im Sinne eines Wachsens der Teilchen nach auBen (f- 
VergréBerung), wobei g gleichzeitig mitwachst. Eine ahnlicheUnklar- 
heit liegt bei der Variation der Aufdampfgeschwindigkeit (Fig. 9) und 
der Temperatur der Unterlage (Fig. 10) vor. Die gréBere Teilchenzahl 
bei raschem Aufdampfen bzw. kaltem Trager ware mit einer Zunahme 
von q und der Ausbildung des Anstieges vertraglich; fiir eine Erklarung 
der umgekehrten Maximumsverschiebung mite man dann eine f-Ver- 
groBerung, d.h. von Ellipsoiden mit groBer Achse in der Schichtflache 


aU HEICK Roe Ann bhys se lpzan(4) 7573 (1925). — Beziiglich der anderen 
Verhaltnisse bei kolloidalen Lésungen s. E. WiEGEL: Z. Physik 136, 642 (1958). 
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ausgehend, kugelahnlichere Gestalt heranziehen. Es gibt aber noch eine 
weitere Deutungsméglichkeit mit einer zweigliedrigen Formel, die das 
gleichzeitige Vorhandensein von Anstieg und Maximum enthalt: 


i i Gale 9) ts 
Bema Tae ba(eo—1))  @=n-+% 


mit e...—1 = a 2 (V4 4 eae —1), in ahnlicher Weise wie 
oben errechnet. g, und g, bedeuten hier die relativen Raumerfiillungen 
durch Teilchen mit dem Gestaltparameter / bzw. durch leitende Be- 
zirke, aus mehreren zusammengewachsenen Teilchen bestehend (rech- 


nerisch gleich Teilchen von Scheibenform). Fiir kleine Werte von q, 


geht dieser Wert von ¢,,,x 1 in den vorher abgeleiteten — ; liber. 


Bei konstantem /—gq und fg nimmt hier der Absolutwert von énax—1 
ab, wenn der Anteil g. zwnimmt, da g, einmal linear im Nenner, ein 
zweites Mal aber unter einer Wurzel im Zahler, und noch mit einem 
additiven Glied zusammen, vorkommt. Fiir groBe Werte des Bruches 
unter der Wurzel ergibt sich unter Herausfallen der Abhangigkeit von 
f-—e9: —4/VFeq. Es ist also méglich, auf diesem Wege eine Maxi- 
mumsverlagerung ins Kurzwellige in Verbindung mit einem Zunehmen 
von g,, d.h. einem Absorptionsanstieg bei kleinen Energien, zu ver- 
stehen. Bei der Benutzung der zweigliedrigen Formel wird man beach- 
ten miissen, daB sie voraussetzt, daB die beiden verschiedenen ange- 
nommenen Polarisationsfalle in geniigender Zahl innerhalb einer Flache 
von der GréBe 4? gemischt vorkommen. Hiervon ist der Fall zu trennen, 
daB iiber gréBere Flachen hinweg entweder der eine oder der andere 
Typ vorkommt, vom MeBlicht aber auch beide Typen erfaBt werden. 
In diesem vorher bereits genannten Fall kommt als Naherung fiir kleine 
Absorption nur eine additive Uberlagerung beider Absorptionen zu- 
stande. 


Fiir die Durchfiihrung dieser Untersuchungen standen Mittel der Deutschen 
Forschungsgemeinschaft zur Verfiigung, wofiir dieser gedankt sei. Herrn Professor 
M. Kouter sage ich fiir manchen wertvollen Hinweis und eine Anzahl von Diskus- 
sionen herzlichen Dank. Die Herstellung der zahlreichen Schichtpraparate und die 
Durchfiihrung der MeBreihen oblagen den Herren DiETER LEHNEFINKE und CLaus 
Srotte, Herrn SToLTeE auch die technische Ausbildung der Versuchsanordnungen. 
Beiden Herren danke ich fiir ihre sorgfaltige Arbeit. 
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